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1. tJvod do fyziky 

1.1 Obsah a metoda fyziky 

letodyFyziky} 

V teto casti je strucne pripomenut obsah fyziky a ponekud podrobneji je vylozena 
metoda, kterou fyzika zkouma prirodu. TJstredni pojem je „fyzikalni model' 1 . Vztah 
fyzikalniho modelu k realite a metoda fyziky jsou prehledne znazorneny ve schematu 
1.1. Pochopeni tohoto schematu je velmi uzitecne pro pochopeni metody vedecke prace 
ve vsech oblastech lidske cinnosti. 

Cil: I) Porozumet schematickemu znazorneni metody fyziky 1.1 a jeho hlavnim mys- 
lenkam. 

1.1.1 Jak fyzika studuje svet? 

Predmet zkoumani fyziky zna v hrubych rysech kazdy absolvent stredni skoly. Pripomehme: 
Fyzika zkouma nejobecnejsi zakonitosti deju, ktere probihaji v nezive i zive prirode, tj. v latkach 
(to je ta forma hmoty, ktera je slozena z molekul a atomu) a ve fyzikalnich polich (to je ta forma 
hmoty, ktera sestava z castic s nulovou klidovou hmotnosti — napr. elektromagneticke pole, 
gravitacni pole). Zakony, ktere se ve fyzice vyslovuji, jsou obecne v tom smyslu, ze plati — za 
stanovenych podminek — ve vsech dejich, nezavisle na tom, zda probihaji v zive nebo nezive 
prirode, ve strojnich mechanizmech, elektrickych zarizenich atd. 

Tato obecnost fyziky je na jedne strane vyhodou fyziky (proto je fyzika zarazena v programu 
studia temer na vsech vysokych skolach), na druhe strane vsak i jeji nevyhodou v tom, ze nemu- 
zeme zachazet — alespoh na urovni zakladniho kurzu — do prilis velkych podrobnosti, jejichz 
studium cloveka casto upouta vie nez studium veci obecnych. O tom, jak je dulezita znalost 
fyziky pro dnesniho inzenyra, neni treba dlouho hovorit. Staci napr. podivat se do studijnich 
textu pro vyssi rocniky kterekoliv technicke fakulty, abychom videli, ze ve vetsine z nich se roz- 
vadeji, aplikuji a v urcitych smerech prohlubuji fyzikalni vysledky, jez jsou predmetem studia 
posluchacu v prvnich semestrech. 

Jestlize nekdo porozumi fyzice, neznamena to ovsem jeste nutne, ze bude dobrym inzenyrem. 
Na druhe strane vsak dnes nemuze byt dobrym inzenyrem ten, kdo nerozumi fyzice. 

1.1.2 Jak fyzika poznava svet? 

Prectete-li si a promyslite nasledujici cast, mate velkou nadeji, ze se budete divat na fyziku i na 
jine predmety nebo oblasti vedy moudreji nez dosud. 

Hlavni myslenka tohoto odstavee je: Priroda, vsechny objekty kolem nas a vsechny deje jsou 
neobycejne slozite a mnohotvarne, jejich postupne poznavani je naroeny a dlouhodoby proces. 
Fyzika, podobne jako vsechny jine vedy, musi pri jejich zkoumani vzdy vybrat jen jejich cast 
a uvazovat jen o urcitych strankach deju a jen o urcite casti vlivu, ktere se v nich uplatiiuji. 
Fyzik zanedbava drtivou vetsinu stranek ostatnich, tech, o nichz se presvedcil, anebo o nichz se 
pouze domniva, ze nejsou za dane situace a za danych podminek podstatne. 

Zjednoduseny objekt, ktery takto ze skutecnosti fyzik „vypreparuje“ a ktery je jistym obra- 
zem skutecnosti, se nazyva „fyzikalni model" skutecneho objektu nebo deje. Fyzik pak zkouma 
vlastnosti tohoto modelu. Vsechny fyzikalni zakony, ktere kdy byly a ktere budou vysloveny, plati 
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a budou platit pouze pro fyzikalni modely, nikoliv pro prirodu samotnou. S rozvojem naseho 
poznani odrazeji tyto modely skutecnost stale dokonaleji. 

Uvedeme pnklady: 

1. Povrch kazdeho skutecneho telesa je tvoren molekulami. Je nerovny, neurcity a nestaly. 
Molekuly vykonavaji neusporadany tepelny pohyb, jsou bombardovany molekulami okol- 
niho plynu nebo kapaliny, nektere molekuly se uvolhuji, jine se v nem zachycuji (oxidace, 
koroze), atd. Jestlize tedy ve fyzice nebo mechanice povazujeme pri zkoumani pohybu teles 
jako celku jejich povrch za hladky, uvazujeme o modelu techto teles, nikoliv o nich samych. 

2. Dotknou-li se dve telesa obecneho tvaru, charakterizujeme jejich vzajemne pusobeni veli- 
cinou „sila“ a pusobistem v bode dotyku. Ve skutecnosti se na interakci podili obrovske 
mnozstvi molekul v oblasti styku, telesa se vice nebo mene deformuji, deformace postupuje 
telesy konecnou rychlosti atd. Vsechny tyto deje v casti mechaniky zvane „Mechanika tu- 
heho telesa 11 Ill) zanedbavame, namisto o skutecnych telesech a skutecnych dejich uvazujeme 
o jejich fyzikalmm modelu. 

Fyzikalnim modelem casto rozumime nejen zjednodusenou predstavu o fyzikalnim objektu, 
nybrz i celou soustavu postulatu nebo axiomu, jimiz je model definovan, vcetne vsech zakonitosti, 
ktere v ramci modelu plati. Nejznamejsim takovym modelem je „Bohruv model atomu“. Ve 
skutecnosti ovsem vsechny casti fyziky — mechanika, vlneni, elektromagnetismus atd. — jsou 
v tomto smyslu nauky o modelech. 

Vztah mezi zkoumanymi objekty a deji na strane jedne a fyzikalnim modelem na strane 
druhe je zrejmy ze schematu 1.1: 

Zkoumame-li jeden a tentyz objekt z ruznych hledisek za ruznych podminek a pro ruzne typy 
deju, setkavame se casto s ruznymi modely tehoz objektu. Napr.: dokonale tuhe teleso, dokonale 
pruzne teleso, plasticke teleso, struktura latky telesa, teleso jako termodynamicka soustava atd. 

Nelze se pak divit, ze nekdy mohou vest dva ruzne modely tehoz objektu a deje k ruznym 
teoretickym vysledkum. Plyne to z metody vedecke prace. Stane-li se to, postupuje se podle 
predesleho schematu. 


1.2 Fyzikalm pojmy a veliciny 

:ikalniPojmy} 

Vytvareni fyzikalnich pojmu, zavadeni (definovani) fyzikalnich velicin a jejich jedno- 
tek. Dulezite pojmy: jednotka fyzikalni veliciny, jeji ciselna hodnota, rozmer fyzikalni 
jednotky. Uzakonena soustava jednotek SI je vysvetlena relativne podrobne, je nejdu- 
lezitejsi. 

Cil: I) Vysvetht co je fyzikalni pojem a fyzikalni velicina, vylozit jejich hlavni vlast- 
nosti. 

II) Vysvetht soustavu jednotek SI, zejmena: vyjmenovat zakladni veliciny, za- 
kladni jednotky, odvozene veliciny a jednotky, odvodit rozmer jednotek. 

Ill) Znat a vysvetlit pojmy, veliciny a vysledky uvedene v tomto textu. 

1.2.1 Fyzikalm pojmy 

Podobne jako v beznem zivote vytvarime a uzivame pri mysleni a dorozumivani myslenkove 
utvary zvane pojmy — napr. usili, stul, dovolena atd. — vytvarime a uzivame v odborne cinnosti 
navic pojmy nove, pro danou oblast cinnosti specificke. Ve fyzice jsou to pojmy fyzikalm — napr. 
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{schemal} Obr. 1.1: Schematicke znazornem metody fyziky 


setrvacnost, gravitacnl pole, jaderna synteza atd. Jsou obvykle presneji vymezeny, tj. definovany 
nez pojmy bezneho zivota. 

Pojmy charakterizuji urcity objekt, nebo dej, nebo vlastnost atd. po strance kvalitativni, tj. 
nkajl, o co jde. Vysvetll se to pri jejich zavadeni (definovam). Napr. fyzikalm pojem „setrvac- 
nost“ charakterizuje tu vlastnost teles, ze bez pusobenl okolnlch teles a fyzikalmch poll nemenl 
(v inercialnl vztazne soustave) rychlost, tj. setrvavajl ve stalem pohybovem stavu. 

1.2.2 Fyzikalm veliciny 

Fyzikalm veliciny jsou, podobne jako fyzikalni pojmy, myslenkove utvary, ktere vytvarime pri 
mysleni a dorozumivanl ve fyzice. Odrazeji prirodu a jejl vlastnosti i nase znalosti o ni. Jsou to 
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vyssi utvary nez fyzikalni pojmy, od nichz se lisi zejmena tim, ze je definujeme a) terrier vzdy 
presne, b) tak, ze jim pfifazujeme urcite cislo, ktere nazyvame ciselna hodnota fyzikalni veliciny. 
Napr. mernou hustotu p homogenniho telesa o hmotnosti rn a objemu V definujeme vztahem 

{ 1 . 1 - 1 } p=y. ( 1 . 1 ) 

Ciselna hodnota veliciny p zavisi na jednotkach, v nichz jsou udany veliciny m, V a v nichz 
je pak dana i jednotka veliciny p. Pritom jednotkou fyzikalni veliciny rozumime zcela urcitou 
fyzikalm velicinu tehoz druhu, kterou prohlasime za jednotkovou — napr. kilogram, metr, atd. 
Jednotku fyzikalm veliciny X znacime [X], jeji ciselnou hodnotu {X}. Muzeme tedy psat 

X = {X}.[X], 


napr. 

m = 5 kg, 

nebo 

p = 8,00 kg-m -3 , 

p = {pHp\- 

Ciselna hodnota fyzikalni veliciny zavisi na jeji jednotce. Napr. 

{ 1 . 1 - 2 } v = 7,2km-lr 1 - 7,2(10 3 m)-(3,6-10 3 s)" 1 = 2m-s" 1 . (1.2) 

Zrejme: je-li jednotka [X] fyzikalni veliciny X fe-nasobkem jednotky [X]', tj plati-li [X] = k[X\. 
plati pro odpovidajici ciselne hodnoty vztah {X} = k~ 1 {X}'. Rovnice (1.2) naznacuje i metodu 
prevadeni jednotek. 

Fyzikalni velicina ma dve stranky: a) kvalitativni (vyjadruje, podobne jako fyzikalni pojem, 
o co jde), b) kvantitativni (vyjadruje ciselne mohutnost, pripadne stupeh, nebo rozsah uvazovane 
vlastnosti, deje atd.). 

Velicinu p jsme definovali vztahem (1.1) s uzitim vehcin rn. V. ktere jsme pritom (mlcky) 
pokladali za zname. Vsechny vehciny takto definovat nelze, z nekterych musime vyjit a pova- 
zovat je tak za zname, ktere nemusime definovat pomoci velicin jinych, nybrz jen vysvetlime 
a popiseme, co mame na mysli a udame predpis, jak jim priradime cislo, tj. ciselnou hodnotu. 
Takoveto veliciny, kterych je konecny pocet, nazyvame veliciny zakladni. Ostatni pak nazyvame 
veliciny odvozene. 

Volba zakladnich velicin neni jednoznacna, nybrz je veci dohody, neboli konvence. Takove 
konvence se provadeji v mezinarodnim meritku. Zakladni veliciny se voli podle mnoha kriterii, 
z nichz nejdulezitejsi pozaduji, aby: 

1. ze zakladnich velicin bylo mozno definovat vsechny ostatni veliciny, 

2. jim bylo mozno merenim priradit ciselnou hodnotu s presnosti co nejvetsi, 

3. jejich jednotky byly stale (tj. s casern co nejmene promenne) a daly se relativne snadno 
realizovat. 


Proto napr. v elektromagnetismu byl za zakladni velicinu zvolen „elektricky proud“ s jednot¬ 
kou „amper“, i kdyz z hlediska fyzikalniho fundamentalni velicinou je elektricky naboj, protoze 
„elektricky proud" charakterizuje pohybujici se elektricke naboje. 

Soubor zvolenych zakladnich vehcin a urcitym zpusobem definovanych odvozenych velicin se 
nazyva soustava mericich jednotek. 
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Soustavy mericich jednotek uzivane drive v ruznych statech se lisily a v prubehu casu menily. 
Vysledkem snah o jejich zjednoduseni a sjednocem v mezinarodmm meritku je, ze ve vetsine zeim 
byla prijata tzv. Mezinarodm soustava meficich jednotek (SI), (Systeme International d’Unites). 
U nas je uzakonena v norme CSN 01 1300. Zde uvedeme pouze zakladni informace o ni. Obsirnejsi 
infer mace jsou uvedeny v [2, 3]. 

1.2.3 Mezinarodm soustava jednotek SI 

Zakladni veliciny a jim prislusne hlavni jednotky, tzv. zakladni jednotky soustavy SI jsou: 

1. delka — metr, 

2. hmotnost — kilogram, 

3. cas — sekunda, 

4. elektricky proud — amper, 

5. termodynamicka teplota — kelvin, 

6. latkove mnozstvi — mol, 

7. svitivost — kandela. 

Doplnkove veliciny a jejich hlavni jednotky, tzv. doplhkove jednotky, soustavy SI jsou 

1. rovinny lihel — radian, 

2. prostorovy lihel — steradian. 

Definice: 

Metr (m) je delka rovnajici se 1 650 763,73 vlnove delky zareni odpovidajiciho prechodu mezi 
hladinami 2pio a 5 g? 5 atomu kryptonu 86 ve vakuu 1 . 

Kilogram (kg) je hmotnost mezinarodniho prototypu kilogramu. 

Sekunda (s) je doba trvani 9192 631770 period zareni, ktere prislusi prechodu mezi dvema 
hladinami velmi jemne struktury zakladniho stavu atomu cesia 133 2 . 

Amper (A) viz definice v casti 1.4.2.3 textu Fyzikc 

Kelvin (K) je 1/273,16 cast termodynamicke teploty trojneho bodu vody — viz cast 5.1.2. 

Mol (mol) je latkove mnozstvi soustavy sestavajicich ze stejnych castic (atomu, molekul atd.), 
v niz pocet castic je roven poctu atomu v 0,012 kg uhliku 12 C. 

Kandela (cd) je svitivost jisteho prototypu (viz [2, 3]). 

Radian (rad) je rovinny uhel sevreny dvema radialnimi polopaprsky, ktere vytinaji na kruznici 
o polomeru R oblouk delky s = R (viz obr. 1.2a.) 

Steradian (sr) je prostorovy uhel dany kuzelem, ktery na kouli o polomeru R se stredem ve 
vrcholu kuzele vytina plochu o obsahu S = R 2 (viz obr. 1.2b) 

1 Priblizne se rovna vzdalenosti dvou vrypu na drive uzlvanem normalu a 10 -7 delky ctvrtiny polednlku Zeme. 
2 „Astronomicka“ definice pomocl tropickeho roku byla nahrazena definicl „pozemskou“. Poznamenejme, ze 
Zeme rotuje nepravidelne — jejl ublova rychlost kollsa a v prumeru se zmensuje. 
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{obrl.1-1} 



Obr. 1.2: Definice rovinneho uhlu <p a prostoroveho uhlu to 


1.2.3.1 Vedlejsi jednotky zakladnich velicin 

Krome uvedenych hlavnich jednotek je povoleno v SI uzivat tzv. vedlejsich jednotek, ktere jsou 
uvedeny v obr. 1.3. 




Vedlejsi jednotky 




Jednotka 



Jednotka 


Velicina 

Nazev 

Znacka 

Velicina 

Nazev 

Znacka 

cas 

minuta 

1 min 

objem 

litr 

1 1 


hodina 

1 h 





den 

1 d 

hmotnost 

tuna 

1 t 

rovinny 

(uhlovy) stupen 

1 ° 

Celsiova 

Celsiuv 

1 °C 

uhel 

(uhlova) minuta 

1 ' 

teplota 

stupen 



(uhlova) vterina 

l" 

energie 

elektronvolt 

1 eV 




hmotnost 

atomova hmot- 
nostni konstanta 

1 u 


(obrl. 1-2} Obr. 1.3: Vedlejsi jednotky SI. 

Povoleny jsou nasobne a dilci jednotky tvorene nasobkem 10 ±3 ,10 ±6 ,... zakladnich a odvo- 
zenych jednotek. Jejich nazvy se tvori predsunutim predpony a jejich znacky predsunutlm znaku 
podle schematu 


Predpona 

tera 

giga 

mega 

kilo 

mili 

mikro 

nano 

piko 

femto 

atto 

Znacka 

T 

G 

M 

k 

m 

M 

n 

P 

f 

a 

Vyznam 

10 12 

10 9 

10 6 

10 3 

10 -3 

10“ 6 

10" 9 

io - 12 

IO" 15 

10- 18 


Napr.: 1 megavolt = 1 MV = 10 6 V, 1 nanometr = 1 nm = 10 -9 m. 

Krome toho je povoleno uzivat tyto jednotky: cm 2 , km 2 , dm 2 , mm 2 , dm 3 , cm 3 , mm 3 . 

Odvozene veliciny v soustave SI jsou vsechny takove veliciny (bez omezenl poctu), ktere 
jsou soucinem (kladnych i zapornych) mocnin zakladnich a doplnkovych velicin. Jim prislusne 
hlavni jednotky, tzv. odvozene jednotky, jsou soucinem mocnin hlavmch jednotek zakladnich 
a doplnkovych velicin. Ciselny faktor v uvedenych vztazich je roven jedne. Napr. 
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1.3. skalArni a vektorove fyzikAln! veliCiny 


p = f ’ 1 Pa = r ^ = lm_1 ' kg ' s " 2 

Takto zavedene odvozene jednotky i hlavni jednotky velicin zakladnich a odvozenych se 
nazyvaji koherentni. 

Rozmer (neboli dimenze) fyzikalni veliciny X se znaci D(X) nebo (X) a je definovan: 

a) pro zakladm veliciny: rozmer delky je delka, zapis D(l) = L, 

b) pro odvozene veliciny je jejich rozmer roven soucinu mocnin rozmeru zakladnich velicin, 
dany vztahem mezi nimi. Napr. rozmer tlaku je 

D(p) = L _1 -M-T _2 , 

kde L je jednotka delky, M jednotka hmotnosti a T jednotka casu. 

Velicinova rovnice je rovnice mezi fyzikalmmi velicinami, napr. 

U = RI, napr. 6V = 2ft-3A. 

Jsou-li vsechny veliciny udany v hlavnich (tj. koherentnich) jednotkach, plynou odtud rovnice 

[17] = [R]-[7], tj. V = O-A rovnice pro jednotky 

{U} = {R}-{I}, tj. 6 = 2-3 rovnice pro ciselne hodnoty 

D(U ) = D(R)-D(I), tj. L 2 MT _3 I _1 = L 2 MT" 3 r 2 -I dimenzionalni rovnice 

Vztah jednotky odvozene veliciny k zakladnim jednotkam vyjadruje rovnice typu IN = 
lm-kg-s _2 , nebo 1 V = m 2 -kg-s _3 -A _1 atd. Nekdy (ne zcela spravne, ale velmi casto) se prava 
strana nazyva rozmerem (dimenzi) jednotky. 

Rozmer zakladnich velicin: delka l,D(l) = L; hmotnost m,D(m) = M; cas t,D(t) = T; 
elektricky proud /, D(I) = I; teplota t,D(t ) = ©; latkove mnozstvi n. D(n) = N; svitivost 
/,£>(/) = J. 


1.3 Skalarni a vektorove fyzikalni veliciny 

oveVeliciny} 

Vylozeny budou pojmy „vztazna soustava“, „souradnicova soustava“, „drahova sourad- 
nice“. Ve vykladu vektoru se predpoklada, ze je ctenar zna v rozsahu textu Vybrane 
kapitoly z fyziky, cast „Vektory“. Zakladm vlastnosti vektoru jsou pripomenuty. Nove 
je vylozeno semikartezske vyjadreni vektoru a operace „skalarni soucin“ a „vektorovy 
soucin“. 

Cil: I) Vylozit vlastnosti vektorovych velicin a pravidla pocitani s vektory v rozsahu 
skripta [6], cast „Vektory“, zejmena umet jich uzit. 

II) Pracovat s vektory v semikartezskem vyjadreni. 

III) Pracovat s vektorovymi rovnicemi a prevadet je na rovnice skalarni. 

IV) Vyslovit definice skalarniho a vektoroveho soucinu dvou vektoru, vylozit jejich 
vlastnosti a pracovat s nimi. 

V) Uvedene vztahy a vysledky definovat a vysvetlit pojmy a veliciny zvyraznene 
v tomto textu. 
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1.3.1 Vztazne soustavy, soustavy souradnic 

{1 - 1 ' 3A} 

Fyzikalni deje — napr. mechanicke pohyby teles, sireni svetla, elektromagneticke deje atd. — 
zkoumame a popisujeme vzdy tak, ze nejprve zvolime (nekdyjen podvedome) vztaznou soustavu, 
tj. nejake vhodne teleso (nebo skupinu teles), a pohyby ostatnich teles i jine deje vztahujeme 
k teto soustave. Vztaznou soustavou muze byt napr. laborator, v nlz provadlme pokusy a merem, 
povrch Zeme, kabina letadla, stator motoru atd. Velmi vhodnou vztaznou soustavou je napr. 
idealnl „dokonale tuhe“ teleso, jehoz elementy majl stalou vzajemnou vzdalenost. 

Abychom mohli popisovat a vysetrovat kvantitativne polohy a pohyby teles, nebo zkoumat 
elektromagneticke pole, nebo vysetrovat sireni vlneni atd., zavadime navic soustavu souradnic 
spojenou se vztaznou soustavou. Pri zkoumani prostorovych pohybu zavadime nejcasteji troj- 
rozmernou pravotocivou soustavu pravouhlych orientovanych os Oxyz, tzv. kartezskou soustavu 
souradnic. Polohu obecneho bodu P pak charakterizujeme trojici jeho souradnic ( x,y,z ). Uzi- 
vame zapisu P(x,y,z ), obr. 1.4. 



Obr. 1.4: Vyznam trojice souradnic ( x,y,z ) charakterizujicich polohu bodu P(x,y,z ) 
{obrl.1-3} v trojrozmerne pravotocive soustave pravouhlych souradnic Oxyz. 

V teto soustave zavedeme jeste cas t tak, ze ve vztazne soustve umistime vhodne casomerne 
pristroje — hodiny. Hodiny umistene v ruznych mistech seridime tak, aby ukazovaly stejny cas 
— synchronizujeme je. Cas t nazyvame nekdy casova souradnice, na rozdil od prostorovych 
souradnic x, y. z. 



Obr. 1.5: Geometricky vyznam drahove souradnice s (kratce draha) popisujici polohu 
{obrl. 1-4} hmotneho bodu na libovolne krivce k. 

Soustavu souradnic budeme spojovat vzdy s nejakym vztaznym telesem a budeme uzivat 
i pro ni nazev „vztazna soustava". 
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1.3. skalArni a vektorove fyzikAln! veliCiny 


Pri zkoumani rovinnych pohybu relativne malych teles, tzv. hmotnych bodu, zavadime ob- 
vykle jen dvojrozmernou soustavu souradnic s osami Ox, Oy. Priklady: pohyb lodky na vodni 
hladine, pohyb druzice kolem Zeme, sikmy vrh atd. 

Chceme-li udat polohu hmotneho bodu, o nemz vime, ze se pohybuje po urcite predem 
zname krivce — napr. automobil po dalnici Praha - Brno, muzeme postupovat takto: Na krivce 
k (obr. 1.5) vollme libovolne (vhodne) pocatek O. krivku orientujeme (tj. vyznacime smer, ktery 
povazujeme za kladny) a polohu hmotneho bodu na m charakterizujeme velicinou (souradnicl) 
s ^ 0, podobne jako na souradnicove ose Ox. Velicinu s budeme nazyvat drahova souradnice, 
kratce draha. 

Vztaznou a souradnicovou soustavu bychom meli zakreslovat do vsech obrazku znazornujlclch 
fyzikalnl deje. V situaclch, kdy je zrejme, o co jde, se to vsak obvykle nemusl provadet. 

1.3.2 Hlavm vlastnosti skalarnich a vektorovych velicin 

Skalarnl a vektorove fyzikalnl veliciny se probiraji na stfednich skolach. O ctenari se predpoklada, 
ze je s nimi seznamen v rozsahu danem obsahem casti „Vektory“ textu [6], viz take [7]. 

Z hlediska popisu urciteho fyzikalniho deje s uzitim ruznych navzajem se nepohybujicich 
soustav souradnic (obr. 1.6) je uzitecne si uvedomit, ze skalarni veliciny — napr. teplota, objem, 
hmotnost telesa atd. — maji v takovych soustavach (Oxyz. O'x'y'z' v obr. 1.6) stejne ciselne 
hodnoty. Vektorove veliciny vsak (jez lze znazornit orientovanou useckou), napr. sila F, sviraji 
s odpovidajicimi si osami (napr. Ox, O'x r ) ruzne uhly, takze jejich prumety do os Ox, O'x' atd. 
maji ruzne hodnoty. 



Obr. 1.6: Dve vuci sobe vzajemne se nepohybujici vztazne soustavy souradnic (Oxzy 
(obrl. 1-5} a O'x'y'z') a jejich rozdilny popis tehoz vektoru F. 

Uvedeme zde nektere dalsi vlastnosti vektorovych velicin v rozsahu potrebnem k dalsimu 
vykladu. Budeme pri tom uzivat casto nazoru a nas vyklad tedy nebude presny. V matematice 
si ctenar poznatky o matematickych objektech i operacich zde probiranych upresni. Doporucena 
matematicka literatura: [3], [4], [6]. 

Vektorove veliciny zde budeme znacit obvyklymi symboly, napr. F,v,p atd. a budeme je 
nazyvat vetsinou kratce vektory. Vektor o pocatecnim bode A a koncovem bode B budeme 
znacit A§. Pocatecni bod vektoru budeme nazyvat umisteni vektoru. Umisteni sily se nazyva 
pusobiste. Kazdou vektorovou velicinu lze napsat ve tvaru, ktery uvedeme na prikladu sily F: 

F = 3newtony-F° = 3N-F 0 . 

Zde je 


& 


Copyright © 2005, tJFI FSI VUT v Brne 


18 




1.3. skalArni a vektorove fyzikAln! veliCiny 


{obrl.l-( 


3N (nebo \F\ = 3N); 


slly F. 

Pri kreslenl vektoru se delky lisecek voli tak, aby byly umerne velikostem znazornenych 
velicin. Lze tedy psat F = {F}-[F]-F°. 

Dve vektorove veliciny a, b jsou si rovny (a = b) prave tehdy, kdyz 

a) jsou shodne po strance kvalitativni 

b) maji stejnou velikost 

c) maji stejny smer. 

Informace: 

1. Nespliiuji-li dve vektorove veliciny vsechny tfi uvedene podminky, nejsou stejne. Je-li napr. 
F\ sila vodorovneho smeru o velikosti F\ = 5N a sila F 2 o velikosti F 2 = 5N je svisla, 
nejsou to stejne sily, tj. Fi ^ F 2 . Plati ovsem F\ = F 2 ] 

2. Dva vektory a, b, ktere spliiuji uvedene podminky a), b), c) jsou stejne, i kdyz maji ruzne 
umisteni; 

3. Jsou-li dve vektorove veliciny stejne, neznamena to, ze jsou zcela shodne po strance fyzi- 
kalni. Priklad: Na teleso T, ktere lezi v klidu na vodorovne podlozce, pusobi sila tihova 
G a sila N od podlozky (obr. 1.8). Teleso pusobi na podlozku silou F±. Sily G, T\ se lisi 
puvodem (G je zpusobeno tihovym polem, F\ je zpusobeno telesem T) i pusobistem. Plati 
vsak G = Fi; 

4. Z vektorove rovnice a = b plyne a = b, a 0 = b° (a naopak). 


newton N jednotka sily F. Znaci se [F] = N; 

3 ciselna hodnota sily F (v uvedenych jednotkach). Znaci se {F} = 3; 

3 N velikost sily F (jine nazvy: modul, absolutni hodnota). Znaci se F = 
F° = F/F jednotkovy vektor ve smeru sily. Plati \F°\ = 1 (obr. 1.7). 



Obr. 1.7: Vyznam jednotkoveho vektoru F° ve smeru vektoru 


1.3.3 Semikartezske vyjadreni vektoru 

Pri vysetrovani vztahu mezi vektorovymi velicinami s uzitim kartezske soustavy souradnic se 
zavadeji nektere dalsi pojmy a operace: 

1. Kolme prumety (kratce: Prumety) vektorove veliciny a do souradnicovych os (viz [6]. Znaci 
se a x ,a y ,a z (obr. 1.9) a jsou definovany vztahy 
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N 



T 
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Qi 

II 

G 

El 


Obr. 1.8: Tihova sila G a sila F\. kterou pusobi teleso na podlozku. Obe vektorove veliciny 
{obrl. 1 - 7 } jsou shodne, avsak nejsou zcela totozne po strance fyzikalni. 


{1.1-3} a x = acosa, a y = acos/3, a z = acos 7 - souradnice vektoru a (1.3) 

{ram-1} 

Tyto veliciny se nazyvaji rovnez souradnice vektoru a. Ze vztahu (1.3) plyne a x > 0 pro 
0 < a < 7r/2, a x = 0 pro a = tt/ 2, a x < 0 pro n/2 < a < tt. Uziva se zapisu a = ( a x , a y , a z ). 
Vektor a a jeho souradnice maji stejne jednotky. 



Obr. 1.9: Vyjadreni vektoru a a b pomoci jejich slozek a x , a y , a z (resp. 6 X (= 0). b y , b z ) 
a jednotkovych vektoru i. j. k. V obrazku jsou rovnez vyznaceny uhly, ktere svira vektor a se 
{obrl. 1 - 8 } soufadnicovymi osami. 

Je-li dan vektor svymi soufadnicemi, napr. a = (a x . a y . a z ), lze urcit jeho velikost a uhly, 
ktere svira se soufadnicovymi osami, s uzitim vztahu plynoucich z obr. 1.9: 

|a| = a = yja%. + a* + a 2 z ] 

a x „ a v a z 

cos a = —, cos p = —, cos 7 = —. 
a y a 

2. Semikartezske vyjadreni vektoru. 

Jednotkove vektory ve smeru souradnicovych os Ox , Oy, Oz budeme znacit i, j, k. Tyto vek- 
tory jsou navzajem kolme (obr. 1.9) a plati pro ne |z| = |j| = \k\ = 1. Vektory a x i. a y j, a z k 
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{1.1-4} 

(I 


{1.1-5} 

{ 1 . 1 - 6 } 


{obrl.1-9} 


{1.1-7} 


a o velikostech | a x \. \a y \, \a z \ se nazyvaji slozky vektoru a v soufadnicovych osach. Plati 
pro ne 

a = a x T+ a y j + a z k semikartezske vyjadreni (1.4) 

1-2} 

To je tzv. semikartezske vyjadrem vektoru a. 

Informace: Vetsina fyzikalnich velicin, ktere nejsou skalarni, jsou veliciny vektorove a lze 
je vyjadrit ve tvaru (1.4). TVojice vektoru (i,j,k) se nazyva baze vektoroveho prostoru 
tvoreneho temito velicinami. Pocet vektoru baze se nazyva dimenze vektoroveho prostoru. 
Poznamenejme, ze v matematice a v teoretickych uvahach v oblasti techniky se pojem 
vektoru zobecnuje a uvazuje se obecne o n-dimenzionalnich vektorovych prostorech. (viz 
napr. [8]). 


3. Souvislost vektorovych a skalarnich rovnic. Z defmicnich vztahu (1.3) a z vety o prume- 
tech (viz [6]) plyne: Jsou-li S\, S 2 ■ ■ ■, S n skalarni veliciny a vi, V 2 , ..., v n vektorove veliciny 
takove, ze plati vztah (1.5), pak plati i vztahy (1.6) a naopak, tj. 


siFi + s 2 V2 + ■ ■ 

■ + s n v n = 0 

(1.5) 

SlV\ x + S2V 2x + ■ 

.. + s n v nx = 0 } 


SlV ly + S 2 V 2 y + ■ 

• • + s n v ny = 0 > . 

(1.6) 

SlVlz + S 2 V2z + ■ 

■ ■ + s n v nz = 0 J 



To znaci: vektorova rovnice (s vektory trojdimenzionalniho prostoru) a tri skalarni rovnice 
pro prumety do souradnicovych os jsou ekvivalentni. 



Obr. 1.10: Prumet d p souctu vektoru a + b + c do orientovane primky p. 

Pripomeiime obsah zminene vety o prumetech vektoru: Uvazujme o vektorovych velicinach 
a, b, c a o jejich souctu d = a + b + c (obr. 1.10). Utvorme prumet vektoru d do libovolne 
orientovane primky p. Z obr. 1.10 je zrejme, ze plati 

dp = dp + b p |cj,| = d p T bp + Cp. 

Tedy 

d = d + b + c =>■ dp = dp + bp + Cp, 

slovy: prumet souctu vektoru do orientovane primky p je roven souctu jejich prumetu do 
p. Obecne pak plati: 

b = ^2c k d k ^bp = ^2 c k d k p, (1.7) 

kde c k jsou skalarni veliciny takove, ze c k d k jsou vektorove veliciny stejneho druhu. 
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{prl.1-1} 


{ 1 . 1 - 8 } 

{ram-3} 


{obrl.1-10} 


{1.1-9} 


KP 1.3-1- 

Vektory a, b jsou dany svymi souradnicemi a x ,a y ,a z ,b x ,b y ,b z . Vektor c je dan vztahem c = 
a — 2b. Urcete 1. c x ,Oy,c z ; 2. c. 

Resem: 

1. Z rovnice (1.6) plyne 

c — a — 2b =7 y c x — a x — 2 b x , c y = a y — 2b y , c z = a z — 2b z ; 

2 . 

c = \j c l + c l + c l = V(a x - 2b x ) 2 + ... 


1.3.4 Skalarm soucin dvou vektoru 

Skalarm soucin a-b dvou (libovolnych) vektorovych velicin a, b je skalarni velicina c dana vztahem 


c(= a-b) = ab cos a, definice skalarniho soucinu (1.8) 

kde a je duty nebo primy uhel sevreny vektory a, b (obr. 1.11). 



Obr. 1.11: Geometricky vyznam skalarniho soucinu a-b = a b cos a(= a^b = b a a). 
Informace: 

1. Jednotky: [c] = [a] -[6]; 

2. Plati: a-b = b-a; 

{ > 0 pro 0 < a < 7t/2 'j 

= 0 pro a = 7t/2 > 

< 0 pro 7 t/2 < a < 7r J 

4. S uzitim prumetu a& = a cos a, b a = b cos a lze psat 

a-b = af,b = b a a (1.9) 
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{obrl.1 

{prl. 


{ 1.1 

{prl. 



-11} Obr. 1.12: Priklad KP 1.3-2. 

1-2} KP 1.3-2- 

Vagon je tazen na pnmem liseku delky s = 20 m lanem, ktere svira se smerem rychlosti 
vagonu lihel a = 20° a ktere je napmano silou o velikosti F = 800 N. Vyjadrete praci W 
vykonanou silou F pomoci skalarniho soucinu a vypoctete ji. 

Resent: 

Zavedeme vektor s podle obr. 1.12. Pak 

W = F s s = F-(cosa)-s = F-s, 

W = F-s = Fs cos a = 800N-20m-cos20° = 1,50-10 4 J. 


5. S uzitim vztahu (1.7), (1.8) lze dokazat: Pro libovolne vektory a, b,c,d a skalary A. B, C, D 
takove, ze splnuji vztahy [Aa] = [Bb], [Cc\ = [Dd], plati 

-10} {Aa + Bb)-{Cc+Dd) = ACa-c + ADa-d + BCb-c+BDb-d. (1.10) 

Analogicky vysledek plati pro libovolny pocet scitancu a soucinitelu. 

1-3} KP 1.3-3- 

Vyjadrete skalarni soucin vektoru a = (a x , a y . a z ), b = (b x . b y , b z ) pomoci jejich souradnic. 
Resent: 


a-b = (a x i + a y j + a z k)-(b x i + b y j + b z k ) = 

a x b x i-i + a x b y i-j+ ... + a z b z k-k = a x b x + a y b y + a z b z , 


nebot’ 


i= l,i-j = 0 atd. 


1.3.5 Vektorovy soucin dvou vektoru 

Vektorovy soucin a x b dvou (libovolnych) vektorovych velicin a, b je vektorova velicina c, defi- 
novana takto: Oba vektory a,b umistime do jednoho (libovolneho) bodu (bod P v obr. 1.13). 
Pak vektor c = ax b ma: 
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1. Velikost: 

| cl = absina, 

tj. plati 

|a x b| = absina, 

kde a je tupy nebo primy uhel sevreny vektory a, b. 

2. Smer: kolmy na rovinu danou vektory a, b tak, ze vektory a, b, c (v uvedenem poradi) 
tvori pravotocivy trojhran (nebo: pravotocivy sroub — otaceni kolem primky p od a do b 
nejkratsi cestou, vektor c ma smer postupu sroubu) — obr. 1.13. 

Proc prave takto se prirazuje dvema vektorum a, b treti vektor c? 

Odpoved’ je jednoducha: protoze se ve fyzice a v technice veliciny tohoto typu casto vy- 
skytuji. Priklady: 

(a) Na elektricky nabitou castici o naboji Q, pohybujici se rychlosti v v magnetickem 
poli o magneticke indukci B. pusobi magneticka sila F = Q (v x B). 

Ukol: volte libovolne vektory v, B a zakreslete smer F pro Q > 0 a pro Q < 0. 



Obr. 1.14: Priklad uziti vektoroveho soucinu: otacivy moment M sily F pusobici na teleso 
{obrl. 1-13} v bode P, jehoz polohovy vektor je r, je roven M = rx F. 

(b) Sila F pusobici na teleso v bode P vyvozuje vzhledem k pocatku souradnic otacivy 
moment M = rx F, kde r je polohovy vektor bodu P (obr. 1.14). 
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Informace: 

1. Velikost vektoru c, tj. c = ab sin a, je rovna plosnemu obsahu kosodelnika vysrafovaneho 
v obr. 1.13. 

2. Jednotky [c] = [a] [ 6 ] ; 

3. Z definice vektoru c = a xb plyne 

a) a xb = —b x a; 

b) k(a xb) = ( ka) xb = ax (kb)] 

c) a x (b\ + 62 ) = a x b\ + a x 6 2 - 



{prl.1-4} KP 1.3-4 - 

Na konci tyce delky l pusobi sila F Ox podle obr. 1.15. Urcete otacivy moment sily F 
vzhledem k pocatku O. (Pozn.: symbolem a tt b vyjadrujeme, ze vektory a, b jsou souhlasne 
rovnobezne, tj. paralelnl. Symbol a || b vyjadruje, ze vektory a, b jsou nesouhlasne rovnobezne, 
tj. antiparalelnl). 

Re.se.nv. 

M = rx F. Vektor M zakresllme v bode O, smer je zrejmy z obr. 1.15. Plat! 

M = |f|-|F| sin90° = ^ IF. 


Reste pnklady KP 1.1-10 az KP 1.1-15 v textu Vybrane kapitoly z fyziky; KP 1.3-5. 


:eAInt<££r41£} 


1.4 Derivace a integraly 


Ve fyzice i v technice ma vzrustajlci vyznam matematika. Venujte se jejlmu studiu, 
co vam sily stacl. Nezapomeiite vsak na to, ze matematika je pro inzenyra licinny 
nastroj pro studimn technickych deju, jimz musi rozumet predevsim po strance fyzikalni 
— musi vzdy vedet, o co jde. Ve fyzice na technickych fakultach se predpoklada, ze 
student ovlada matematiku na gymnazialni urovni, viz napr. [8]. Presto zde radeji 
vylozime ty matematicke pojmy a operace, bez nichz se ve fyzice neobejdeme. Vyklad 
je zalozen na nazornosti a je zameren tak, aby student vecem porozumel v rozsahu 
potrebnem ke studiu fyziky. Dukazy uvadenych vysledku a podminky jejich platnosti 
si upresni student v matematice. Zde vylozime pojmy: derivace skalarni a vektorove 
funkce, diferencial, integral. 


Cil: 
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I) Vylozit pojem derivace skalarni funkce, vyslovit jeji definici a vysvetlit jeji 
geometricky vyznam; 

II) Porozumet pojmu diferencial a umet vylozit jeho hlavni vyznam v aplikacich; 

III) Vysvetlit a na prikladech ilustrovat pojem vektorove funkce skalarniho argu- 
mentu, vyslovit a vylozit definici derivace vektorove funkce; 

IV) Vylozit pojem primitivni funkce, pojem Riemannova integralu a jejich sou- 
vislosti; 

V) Umet pouzit vztahy a vysledky zde v textu uvedene, definovat a vysvetlit 
pojmy a veliciny. 

VI) Samostatne resit priklady resene v tomto textu. 

1.4.1 Derivace skalarni funkce 

Fyzikalni veliciny — skalarni i vektorove — se pri fyzikalnich a technickych dejich (obecne) meni. 
Napr. pri behu pistoveho motoru se ve valci meni objem plynu, jeho tlak i teplota. Vzajemna 
souvislost libovolnych dvou velicin z p. V, T, t (kde t jsme oznacili cas) muze byt ve vetsine 
pripadu znazornena graficky. Napr. v obr. 1.16 je krivkou c znazornena zavislost tlaku p na case 
t, tj. funkce p(t). Pritom predpokladame, ze veliciny jsou udany v hlavnich jednotkach SI, tj. p 
v pascalech a tv sekundach. 



Obr. 1.16: Geometricky vyznam derivace skalarni funkce. Priklad zavislosti tlaku p na case t, 
ktera je popsana krivkou c. V bode Pq je ke krivce c sestrojena tecna T, vyjadrujici graf 
{obrl. 1-15} linearni zavislosti na case (tj. popsana linearni funkci casu) g{t). 

Vetsinu funkci, jimiz jsou vyjadreny souvislosti fyzikalnich velicin pri technickych dejich, lze 
znazornit krivkami sestavajicimi z useku, k nimz lze sestrojit v kazdem jejich bode tecnu a tato 
tecna meni pri postupu dotykoveho bodu po krivce svuj smer plynule. Takove useky se nazyvaji 
hladke krivky. 

Pro posouzeni prubehu deje znazorneneho krivkou c v obr. 1.16 v nekterem case to neni 
dulezita jen hodnota funkce p(to), kterou oznacime po, nybrz i to, jaky ma funkce p(t) prubeh 
v casech blizkych k to — zda a jak rychle stoupa nebo klesa s menicim se t. Predpokladejme, ze 
krivka c je hladka a ved’me k ni v bode Po{to,Po) tecnu (T v obr. 1.16). Tato tecna ma stejny 
sklon jako krivka c v bode Po- Tecnou T je znazornena linearni funkce casu, kterou oznacime 
napr. g(t). Jeji analyticke vyjadreni je dfs gdfgd gdfg d aesg fsdgdfgfds gdflg sdfgldf kgslfdglgdfkg 
fsdg sdfgdfgdfgggflgdfgldfgdfl 
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{ 1 . 1 - 11 } 

{ram-4} 


{ 1 . 1 - 12 } 


{1.1-13} 


{1.1-14} 


{obrl.1-16} 


{1.1-15} 


g(t) = g(t 0 ) + K(t-t 0 ), kdeg(t 0 )=Po (1.11) 

a kde K je jista konstanta. Tato konstanta K se nazyva derivace funkce p(t) v case to (nebo 
v bode to). Znaci se obvykle p(to) nebo symbolem dp |^ , tj. K = p(to). Na zaklade vztahu (1.11) 
muzeme pro t ^ to psat 


\dp(to)] g{t)-g{to ) A g 

p((o)= [^rJ= t-t„ =At- 


( 1 . 12 ) 


Zde je A g = (g—go) konecny prirustek linearni funkce g(t), rovnice (1.11), znazornene tecnou 
T, odpovidajici nenulovemu, jinak vsak libovolne velkemu prirustku casu At = t — to- Prirustek 
At se znaci obvykle At, tj. At = At, prirustek A g v bode to se znaci Apo nebo dp (to). Veliciny 
dt a dpo se nazyvajl diferencialy v case to- Pfitom dt je diferencial nezavisle promenne t a dpo 
je diferencial funkce p(t). Derivace dp r ^°' ) = p(to) a diferencialy dt, dpo souvisi vztahem 


dpo = p(t 0 )At. (1-13) 

Geometricky vyznam derivace je zrejmy z obr. 1.16: jeji ciselna hodnota { dp ^°^ } je 

rovna tangente uhlu a, ktery svira tecna T s osou Ot, tj. smernici pfimky T: 



Obr. 1.17: Geometricky vyznam derivace vektorove funkce. Okamzita rychlost kosmicke sondy 
v a prumerna zmena rychlosti v casovem intervalu At, tj. Av/At. 


Zavislost p na t, vyjadrena funkci p(t) a znazornena krivkou C, neni linearni. Je vsak zrejme, 
ze pro t blizke k to, tj. pro |At| 1, lze funkci p(t) priblizne nahradit linearni funkci g(t), 
danou vztahem (1.11) a znazornenou tecnou T, a to tim lepe, cim je |At| mensi. Tedy krivku C 
nahradime v okoli bodu Pq tecnou T, takze priblizne plati 


P(t) =Po + 


dp(tp) 

dt 


(t - to) 


(1.15) 


Z uvedeneho plyne, ze derivaci dp ^ t ° lze ziskat take timto limitnim procesem: Utvorime podil 
Ap/ At, pro ktery z obr. 1.16 plyne 


{Ap/At} = tg/3 . 
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{1.1-16} 

{ram-5} 

{1.1-17} 

{ram-6} 

{prl.1-5} 


{1.1-18} 


Zmensujeme |At| tak, ze t —> to- Pak konverguje (blizi se): bod P —> Pq, uhel [3 —> a. podil 
Ap/At - Ag/At = ^1. Tedy 

n _ dp(to) _ P —Po _ ^P definice derivace skalarni funkce v bode to (1.16) 

u; dt t—>to t -1 0 At—»o At u v y 

To je vlastni definicni vztah pro derivaci funkce p{t) v bode to- Je velmi uzitecny z hlediska 
urcovani derivaci konkretnich funkci jakozto limit, k vysetrovani jejich vlastnosti i k odvozovani 
pravidel pro vypocet derivaci. 

Derivace funkce p(t ) v bode to, tedy , zavisi na tom, jak jsme zvolili to- Jestlize kazdemu 
t, v nemz ma funkce p(t) derivaci, priradime tuto derivaci, definuje toto prirazeni novou funkci 
promenne t. Tato funkce se oznacuje p(t) a nazyva se derivace funkce p(t) podle casu. 

Dulezita informace: Z hlediska vyuziti derivaci ve fyzikalnich a technickych dejich je nejdu- 
lezitejsi tento jednoduchy vztah, ktery plyne z (1.16) pro male hodnoty veliciny |A|t: 

A p = At = ‘M^ dt = dpo- priblizna hodnota prirustku A p (1.17) 

dt dt 

Umozhuje nahradit priblizne prirustek A p funkce p(t) odpovidajicim prirustkem At nezavisle 
promenne t v okoli bodu to jejim diferencialem ji(to)dt. 

KP 1.4-1- 

Hrana krychle o deice Iq = 2 m se zahratim prodlouzi na l = 2,003 m. Urcete zvetseni objemu 
krychle. 

Resem: 

Objem V je funkci delky hrany l : V = l 3 . Oznacime ji V(l). Prirustek teto funkce v bode lo, 
odpovidajici prirustku A l = 0,003 m, je podle (1.17) priblizne roven 

AP = V'(l 0 )dl = 3Zgd/ = 3-4-0,003 m 3 = 0,036 m 3 . 

Uzili jsme vztah (x 3 )' = 3a; * 1 2 , ve kterem jsem symbolem ' oznacili derivaci funkce podle x. 


Informace: 

1. Derivace funkce p(t) je nova fyzikalni velicina. Jeji jednotkou je = [p]/[t], 

Velicina t se nazyva argument funkce p(t). Po derivaci c ^§p- se uziva take nazvu (prvni) 
derivace funkce p(t ) podle t. 

2. Z definicniho vztahu (1.16) plynou (zde bez dukazu) pro casto se vyskytujici funkce f(x) 
tyto vztahy 

f(x ) = x a , a G (—oo, oo) —t f{x) = cue" -1 ; pro a = 0 : f(x ) = 1 —*■ f'(x ) = 0 . 
f(x ) = e x ^ f{x) = e x , 
f(x ) = sinx —> f'(x) = cosx, 
f(x) = cos x —>■ f(x) = — sin x . 

(1.18) 
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Dale jsou-li A±,A 2 konstanty a fi(x). f 2 (x) funkce, ktere maji derivaci: 


{1.1-19} 



f{x) = Aifi(x) + A 2 f 2 (x) -> f(x) = Aif[(x) + A 2 f! 2 {x), 
f(x) = fi(x)-f 2 (x) -> f{x) = f[{x)-f 2 (x) + /i(x)-/^(x), 
= AM f/(~\ = _ / a i P ft. r \ _4 r 


(1.19) 


3. Derivace funkce f(x), tj. derivace derivace funkce f(x) se znaci 



a nazyva se druha derivace funkce f(x). Podobne f'"{x) atd. Derivace f(x) se pak pro 
urcitost nazyva „prvni derivace". 

Derivace funkce f(t ) podle casu, tj. vyraz 


d f(t) 


se ve fyzice a technice casto znaci zkracene f(t). Podobne pro derivace vyssich radu podle 
casu piseme f(t),..., kde pocet tecek nad funkci odpovida radu derivace. 


1.4.2 Vektorova funkce a jeji derivace 

1.4.2.1 Vektorova funkce 

Podobne jako o skalarnich funkcich lze uvazovat o vektorovych funkcich a o jejich derivacich. 
Co je to vektorova funkce ukazeme na priklade: 

Uvazujme napr. o pohybu kosmicke sondy, jejiz trajektorie (v geometricke vztazne soustave) 
je zakreslena v obr. 1.17a. Rychlost sondy v se pri pohybu meni: v kazdem case (urcitem intervalu 
casu) ma ucitou hodnotu, tj. je funkci casu: v = v(t). Analogicky lze uvazovat o zavislosti 
rychlosti v na drahove souradnici (draze) s, tj. o funkci v = v(s). Funkce v(t), v(s) jsou vektorove 
funkce skalarnich argumentu t, s. 

Graficke znazorneni vektorovych funkci je vetsinou obtizne a mene nazorne nez znazorneni 
funkci skalarnich. Lze je provest napr. takto: Vsechny vektory v, jez mela sonda, umistime 
do jednoho bodu (obr. 1.17b). Koncove body vektoru v vytvori jistou krivku q. Ke kazdemu 
bodu teto krivky napiseme cas, v nemz mela sonda prislusnou rychlost. Tim dostaneme jiste, 
ovsem ne prilis dokonale znazorneni funkce v(t). Analogicky muzeme znazornit funkci v(s) tak, 
ze pripiseme ke kazdemu bodu krivky q prislusnou drahu s. Podobne lze znazornit vetsinu 
vektorovych funkci skalarnich argumentu vyskytujicich se ve fyzice i technicke praxi. 

1.4.2.2 Derivace vektorove funkce 

Budeme uvazovat o funkci v(t) znazornene na obr. 1.17b. Budeme pritom predpokladat, ze 
krivka q (tj. krivka spojujici koncove body vektoru v(t) pro ruzna t) je hladka. Nez budeme 
definovat derivaci funkce v(t), pripomenme, ze derivace p(to) funkce p(t) v bode to je definovana 
v podstate jako limitni podil maleho prirustku funkce p(t) (tj. A p) a maleho prirustku At 
nezavisle promenne t. ve kterem se A t blizi k 0 (viz rovnice (1.16)). 

Podobne se definuje i derivace vektorove funkce v(t) podle casu v case to- 
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V case to necht’ ma vektorova funkce v(t) jistou hodnotu vq. V case t (> to) ne prilis odlisnem 
od to necht’ ma hodnotu v. Behem casoveho intervalu (to, t) delky At = t —to se rychlost zmenila 
z ho na v (obr. 1.17c), tj. vztahem An = v — vq (obr. 1.17d). 

V dalsim utvorime vektorovou velicinu An/At. Tento vektor ma stejny smer jako vektor An, 
nebot’ At > 0, viz obr. 1.17c. Nyni zvolime t blizsi k to, utvorime opet An/At a tento postup 
opakujeme. Presneji: Provedeme limitni operaci — zmensujeme At tak, ze t —»■ to- Pritom 
P —> Po, An —» 0 (obr. 1.17c). Tvorime stale podily An/At. Jejich limitni hodnota se nazyva 
derivace funkce n(t) podle casu v case to a oznacuje se n(to) nebo . Tedy 

{1.1-20} v(to) = = lim ——— = lim ——. definice derivace vektorove funkce (1-20) 

L J v 1 dt t^t 0 t -1 0 At—>o At v ' 


{obrl.1-17} 



Obr. 1.18: Vektor n(to) ma smer teeny ke krivee q. 


Informace: 

1. Z hlediska defmicniho vztahu (1.20) a z obr. 1.17c plyne, ze vektor n(to) ma smer teeny ke 
krivee q (obr. 1.18). Ma tedy jiny smer nez ho- 

2. Derivace n(to) funkce n(t) zavisi na volbe to- Oznacime-li, podobne jako u derivace ska- 
larni funkce, cas, v nemz je vytvorena derivace, symbolem t, muzeme definovat (novou) 
vektorovou funkei casu, tj. n = n(t). 

3. Derivace n je nova fyzikalni velicina. V nasem pripade, kdy derivujeme rychlost n(t) podle 
casu, nazyva se n(t) zrychlenim. Zcela analogicky lze derivovat i funkei n(s) podle s a ziskat 
vektorovou funkei 'o'(s). Podobne lze derivovat libovolnou vektorovou funkei f'(x). Tyto 
funkce obecne nemaji zvlastni nazev. Jejich jednotky jsou [/'] = [/]/ [x]. Pro derivace 
vektorovych funkei plati pravidla analogicka pravidlum (1.19). 


1.4.3 Integral skalarm funkce 

Integralem frmkce f(x) se souhrnne nazyva nekohk matematickych objektu. Z hlediska aplikaci 
na nasi urovni jsou nejdulezitejsi tyto integraly: 

1. Primitivni funkce k dane funkei f(x) (tzv. neurcity integral funkce f(x)), 

2. Riemannuv integral funkce f(x) (tzv. urcity integral funkce /(x)). 
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1.4.3.1 Primitivm funkce 


Primitivm funkce k funkci f(x) je, podle definice, takova funkce F(x), pro kterou plati F'(x) = 
/(x). Je to funkce, jejiz derivaci je funkce f(x). 

Pnklad: {/(x) = x n , n / —1} —* F(x) = x n+1 /n + 1 + C, kde C je libovolna konstanta. 
Skutecne: 


1 dx n+1 dC _ 
n+ 1 dx dx n + 1 ~ 
Primitivm funkce k funkci /(x) se obvykle znaci symbolem 


F'(x) - 


AZ = FYY x n + 0 = x n = f(x). 


' /(x)dx 


my ji vsak budeme znacit symbolem F\x). Tedy napr.: /(x) = x —>■ F(x) = + C. 

Je-li /(x) funkce udavajici fyzikalni velicinu, udava funkce F(x) jinou fyzikalni velicinu. 
Jejich jednotky jsou dany vztahem [F(x)} = [/] [x]. 


1.4.3.2 Riemannuv integral 

K definici Riemannova integralu dospejeme pri reseni liloh tohoto typu: Urcete praci W, kterou 
je nutno vykonat k protazeni pruziny o tuhosti k a o puvodni deice l (v nezatizenem stavu) na 
delku l 1 = 1 + Al. 

Tuto ulohu nelze resit primym uzitim znameho vztahu pro praci W = Fs cos a, nebot’ pri 
protahovani pruziny neni sila, kterou je nutno na ni pusobit, konstantni, nybrz roste s protaze- 
nim, meni se. Zavedeme-li osu Ox podle obr. 1.19, je sila F i jeji prumet F x do osy Ox funkci 
protazeni (resp. stlaceni) x. Oznacime /(x) = F x (x). Tato funkce je pri neprilis velkych zmenach 
delky pruziny linearni (obr. 1.20), plati /(x) = kx, kde k je tzv. tuhost pruziny [k] = N/m. 



Obr. 1.19: Sila F (i jeji prumet do osy Ox) protahujici pruzinu je funkci protazeni (resp. 
{obrl. 1-18} stlaceni) x. 

Praci promenne sily F x urcime takto: Rozdelime interval (O. Al), v nemz pocitame praci, na 
male intervaly, tak male, ze velicina F x = f(x) je v kazdem z nich temer konstantni. Vybereme- 
li jeden z nich, napr. (x, x + Ax) (obr. 1.20), pak prace, kterou vykona sila F pri protahovani 
pruziny v tomto malem intervalu, je priblizne 

AW = F^Ax = f(x)Ax = kx Ax. 

Tato tzv. elementarni prace je ciselne rovna plosnemu obsahu uzkeho obdelnika o zakladne 
Ax a vysce /(x), vysrafovaneho v obr. 1.20. Celkova prace sily F pri protazeni pruziny ze stavu 
x = 0 do stavu x = Al je priblizne rovna souctu techto elementarnich praci, tj. 

(1.1-21} W F^AW = f( x )Ax, (1.21) 
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Obr. 1.20: Geometricky vyznam elementarni prace AW pri protazeni pruziny z delky x na 
{obrl. 1-19} delkux + Ax. 



Obr. 1.21: Geometricky vyznam Riemannova integralu obecne funkce f(x ) v intervalu (xi,X 2 ). 

{obrl.1-20} 


tj. ciselne je rovna souctu obsahu vsech takovych prouzku v celem intervalu (0, A l). Soucet na 
prave strane se nerovna praci W presne, protoze v intervalu (x, x + Ax) se f(x) prece jen trochu 
meni. 

Je zrejme, ze soucet na prave strane vztahu (1.21) se list od W tim mene, cim je deleni 
intervalu (0, A l) jemnejsi, tj. cim jsou elementarni intervaly (x. x + Ax) mensi. Zjemiiujeme 
tedy deleni tak, ze Ax —> 0 (pricemz pocet elementarnich intervalu roste nade vsechny meze) 
a tvorime soucty typu (1.21). Limita posloupnosti techto souctu se nazyva Riemannuv integral 
funkce f(x) v intervalu (0, A l) a znaci se symbolem 


{1.1-22} 


rAl 

/ f(x)dx. 

Jo 

(1.22) 

{1.1-23} 

Je tedy 

/*A l pAl /»A l 

W= F x (x)dx = / f(x)dx = / kxdx. 

Jo Jo Jo 

(1.23) 
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{1.1-24} 


{1.1-25} 


{1.1-26} 


Z obr. 1.20 je zrejme, ze W je ciselne rovno plosnemu obsahu trojuhelnika OAB, tedy 

W = ^Al\AB\ = i Al-kAl = ~k(Al) 2 . (1.24) 

Obecne je Riemannuv integral obecne funkce /(x) v intervalu (xi, x' 2 ) definovan jako limita 
posloupnosti souctu typu (1.21), viz obr. 1.21. Ciselne je roven plosnemu obsahu obrazce ABCD 
leziciho pod krivkou znazorhujici funkci /(x) v intervalu (xi,x' 2 ), obr. 1.21. Znaci se 

I(x i,x 2 ) = J f(x) dx. (1.25) 

Symbolu f se uziva proto, ze je to limita souctu (soucet se znaci )P). Scitaji se vyrazy typu 
f(x) Ax, z nichz kazdy je (priblizne) ciselne roven plosnemu obsahu huste srafovaneho prouzku 
v obr. 1.21. Krajni body integracniho intervalu (x\. x' 2 ) se nazyvaji dolni mez (xi) a horni mez 
(X 2 ) integralu (1.25). Velicina x se nazyva integracni promenna. Jsou-li /(x) a x fyzikalni veliciny, 
plati pro jejich jednotky [7] = [/][x]. 

1.4.3.3 Konkretni vypocet integralu (1.25) 

Uvedeme dva uzivane zpusoby. 

1. Integral (1.15) kazde funkce /(x), pro niz tento integral existuje, lze urcit bud’ graficky 
(plosny obsah plochy, delalo se drive) nebo ciselne s uzitim pocitacu, vetsinou primo na 
zaklade definice jako limitu souctu typu (1.21). 

2. Pro ty funkce /(x), pro nez lze nalezt jejich primitivni funkci F(x), se uziva k vypoctu 
Riemannova integralu (1.25) vysledku, ktery uvedeme v dalsim textu. 

a) Vztah mezi Riemannovym integralem a primitivni funkci 

(Tato cast je z hlediska konkretnich vypoctu mimofadne dulezita). Uvazujme o funkci /(x) 
a utvorme jeji Riemannuv integral v mezich t\ = 0, t 2 = x (obr. 1.22): 

l(x) = /(0,x)= [ f(t)dt. (1-26) 

Jo 

Necht’ dolni mez je pevne (ti = 0) a horni necht’ se men!. Integral (1.26), tj. plosny obsah 
vysrafovane plochy v obr. 1.22, je pak funkci sve horni meze x. Budeme jej nadale znacit 
I(x) = P(x). Dokazeme, ze derivaci teto funkce je funkce /(x), tj. ze plati I'(x) = /(x) 
a ze naopak je /(x) primitivni funkci k /(x), tj. 7(x) = F(x). 

Dukaz: Volme nejake x, pote k nemu blizke (x + Ax), dale utvorme rozdil 

rx+Ax rx 

I(x + Ax) — I(x) = P(x + Ax) — P(x) = / f(t)dt— / f(t)dt. 

Jo Jo 

Tento vyraz je roven rozdilu plosneho obsahu obsahu obrazce ABCD a ridce srafovaneho 
obrazce AEFD, tj. obsah huste srafovaneho prouzku EBCF. Obsah tohoto prouzku vsak 
je priblizne /(x)Ax, tedy 

J(x + Ax) - 7(x) = f{x)Ax =» fix) = / ( x + Ax ) -J( x ) 

Ax 
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Obr. 1.22: Geometricky vyznam Riemannova integralu obecne funkce /(f) v intervalu 
{obr 1.1-21} {ti = 0,t 2 = x). 


{1.1-27} 


V limite Ax —> 0 dostavame 


/(*) = 


lim 
Ax—>o 


I(x + Ax) — I(x) 
Ax 


= I'(x) = 


d I(x) 
dx 


Tedy: Derivaci funkce I(x) dane vztahem (1.26), je funkce f(x). Naopak plati F(x) = I(x). 
Tedy 

I'(x) = f{x), F(x) = I{x). (1.27) 


b) Vypocet integralu I{x\. x 2 ) = f(x)dx, tj. urceni plosneho obsahu obrazce ABCD 
v obr. 1.23. Poznamenejme, ze namisto oznaceni t v symbolu pro integral jsme zavedli 
oznaceni x. Tato velicina se nazyva, jak jsme uvedli, integracni promenna, na jejim oznaceni 
vysledek nezavisi, musi vsak byt oznacena jinak nez meze integralu. 

Ze vztahu (1.26), z obr. 1.22 a 1.23 a ze vztahu (1.27) plyne 

rx 2 j‘X'2 rxi 

{1.1-28} I(xi,x 2 )= / f(x)dx = / f(x)dx- / f(x)dx = F(x 2 ) — F(xi), (1-28) 

Jx 1 Jo Jo 

kde F(x) je primitivni funkce k funkci f(x). 

To je hledany, velmi dfilezity a uzitecny vysledek. Zdurazneme jej: Integral z funkce f(x) 
v intervalu (xi,x 2 ) je roven rozdilu hodnot jeji primitivni funkce F(x) v horni mezi x 2 
a dolni mezi x\. K urceni integralu I(xi,x 2 ) z funkce f(x) tedy staci v podstate najit 
primitivni funkci k funkci f(x). 

{prl.1-6} KP 1.4-2- 

Urcete integral I = f 0 1 kxdx. 

Resent: 

Primitivni funkce k funkci f(x) = kx je funkce F(x) = ^kx 2 + C, kde C je libovolna 
(integracni) konstanta. Ze vztahu (1.28) plyne 

I = F(Al) - F( 0) = \k{Al) 2 - 0 = \k{Alf. 
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{obrl. 



Obr. 1.23: K vypoctu integralu I(x 1 , 2 : 2 ) = f(x)dx = F(x 2 ) — F(x 1 ). 


srovnejte s vysledkem (1.24). 

Poznamka: Vysledek vypoctu nezavisi na integracni konstante C, ktera se pri tvorem 
rozdilu F(x 2 ) — F(x 1 ) zrusi. Je ji tedy mozno volit libovolne, napr. rovnu nule. 
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{l{2.2} 


{Kine^4t2kS} 


2. Pohyb castice a hmotne soustavy 
v silovych polich 

Tato pomerne rozsahla cast obsahuje vyklad nerelativisticke mechaniky, tj. rozbor mechanickych 
pohybu teles pohybujicich se nerelativistickymi rychlostmi (rychlostmi mnohem mensimi nez je 
rychlost svetla ve vakuu, 

Nerelativisticka mechanika je zvlastnim (limitnlm) pflpadem relativisticke mechaniky, zabi- 
vajici se i pohybem teles s rychlostmi srovnatelnymi s rychlosti svetla ve vakuu. Strojni inzenyr 
se vetsinou setkava s nerelativistickymi rychlostmi, proto cast 1 ma mnohem vetsi rozsah nez 
cast 2, obsahujici vyklad teorie relativity. Nektere vysledky teorie relativity vsak uvedeme i zde. 

V celem dalsim vykladu teto kapitoly budeme predpokladat, ze pohyby teles jsou nerelati¬ 
visticke, tj. pomale ve srovnani s rychlosti svetla ve vakuu (v -C c). Vyjimky vyslovne uvedeme. 

Mechanika se zabyva studiem nejjednodussiho pohybu latek — jejich premist’ovani. Zde se 
budeme zabyvat jen mechanikou teles, nikoliv mechanikou tekutin. Velka cast zakonitosti, jez 
budeme studovat, plati vsak zcela obecne. Pri studiu pohybu teles se nebudeme zabyvat jejich 
vnitrni strukturou, chemickym slozenim atd., budeme studovat jen ty vlastnosti teles, ktere na 
jejich vnitrni strukture nezavisi. 

Jestlize se telesa dotykaji, pusobi na sebe — castecne se deformuji a meni pohyb. Takove 
vzajemne pusobeni se nazyva silove pusobeni a je charakterizovano fyzikalni velicinou sila. Ty- 
picke sily jsou: sila treni, sila odporu vzduchu, sila, kterou pusobi lozisko na hridel, plyn na 
pist atd. Temto silam se obvykle rika mechanicke sily, aby se odlisily od sil elektromagnetic- 
kych. Ovsem sily, kterymi takto na sebe telesa pusobi, jsou vyslednicemi sil, kterymi na sebe 
navzajem pusobi obrovske pocty jejich molekul v miste styku. Tyto sily jsou vetsinou puvodu 
elektromagnetickeho. Nazev „mechanicke sily“ je ponekud problematicky. 

Podle soucasnych poznatku lze sily, kterymi na sebe pusobi jakekoliv objekty, makrosko- 
picke, mikroskopicke i submikroskopicke, redukovat na ctyri typy vzajemneho pusobeni, neboli 
interakci. Uvedeme je v poradi mohutnosti. 

Interakce (mocninou je dana relativni mohutnost vzhledem k silne interakci), 

1. silna, 10°. Vzajemne pusobeni nukleonu — protonu a neutronu; 

2. elektromagneticka, 10 -2 . Vzajemne pusobeni vsech elektricky nabitych objektu; 

3. slaba, 10 -5 . Vzajemne pusobeni nekterych elementarnich castic; 

4. gravitacni, 10 -38 . Nesmirne slaba ve srovnani s ostatnimi interakcemi. Uplatiiuje se tarn, 
kde se interakci zucastiiuji objekty s velkou hmotnosti. 

V obsahuje uveden prehled temat casti 2. Jeji struktura je znazornena v diagramu na obr. 2.1. 

2.1 Kinematika 

Kinematika se zabyva popisem a zkoumanim mechanickych pohybu, nezabyva se prici- 
nami pohybu. V casti 2.2 budou uvedeny zakladni pojmy a veliciny kinematiky hmot- 
neho bodu: hmotny bod, polohovy vektor, trajektorie, rychlost, zrychleni. Jednoduche 
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Experimentalm poznatky Teoreticky ziskane poznatky 



{schema} Obr. 2.1: Pohyb castice a hmotne soustavy v silovem poli 


typy pohybu: pohyb rovnomerny a rovnomerny promenny. Cast 2.3 obsahuje rozbor 
rotacniho a translacniho pohybu tuheho telesa. 

Cil: I) Definovat a vysvetlit vlastnosti pojmu a velicin: hmotny bod, polohovy vektor, 
trajektorie; 

II) Definovat veliciny: rychlost, drahova rychlost, zrychlenl. Vysvetlit jejich vlast¬ 
nosti, umet je urcit pri danem pohybu; 

III) Vysvetlit obecne vlastnosti zrychleni pri krivocarem pohybu, umet zrychleni 
urcit; 

IV) Vysetrit pohyb rovnomerny a rovnomerny promenny; 

V) Definovat, vysvetlit a uzft veliciny charakterizujfcf rotacnf pohyb tuheho te¬ 
lesa: uhlova draha, uhlova rychlost, uhlove zrychleni; 

VI) Vysetrit otacivy pohyb rovnomerny a rovnomerne promenny; 

VII) Definovat posuvny pohyb, vysvetlit jeho vlastnosti; 

VIII) Umet zpameti vztahy a zakony uvedene zvyraznene, vylozit pojmy a veliciny 
podtrzene plnou carou v tomto textu; 

IX) Resit samostatne priklady resene v tomto textu, zduvodnit, nakreslit nacrtky; 

X) Resit priklady typu KP 1.2-7, KP 1.2-1, KP 1.2-10 v textu Vybrane kapitoly 
z fyziky; KP 2.2-4 az KP 2.2-8. 
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2.2 Kinematika hmotneho bodu 

latik^ImBoSa} 

2.2.1 Polohovy vektor f. Rychlost v 

2.2.1.1 Hmotny bod 

Definice: Hmotny bod je teleso o hmotnosti m, jehoz tvar a rozmery nejsou pri uvazovanem deji 
podstatne. 

Poloha hmotneho bodu v soustave souradnic Oxyz je urcena tremi souradnicemi x, y, z. 


2.2.1.2 Polohovy vektor r 


Polohovym vektorem hmotneho bodu, ktery je v bode P(x,y,z ), je podle definice vektor OP 
(obr. 2.2). Znaci se r. Jeho prumety do os Ox,Oy,Oz, tj. jeho souradnice, jsou x,y,z. Jeho 
slozky jsou xi,yj,zk, jeho semikartezske vyjadreni (viz rovnice (1.4)) je 


{1.2-1} 

r = xi + yf+zk. polohovy vektor 

(2.1) 

{ram-8} 




Plati [r] = metr. 



{obrl.2-1} Obr. 2.2: Poloha bodu P je dana jeho polohovym vektorem r = x i + y j+ z k. 


2.2.1.3 Trajektorie hmotneho bodu 

V urcite vztazne soustave je mnozina bodu, kterymi prochazi pohybujici se hmotny bod. Tra¬ 
jektorie hmotneho bodu, ktery je v klidu, je bod. Tvar trajektorie zavisi na vztazne soustave, ve 
ktere je pohyb hmotneho bodu zkouman. V tomto smyslu je pohyb relativni. Napr. trajektorie 
hmotneho bodu pusteneho volne ve vagonu rovnomerne jedoucim po primych kolejich je: 

1. ve vztazne soustave dane vagonem je trajektorii svisla primka, 

2. ve vztazne soustave dane povrchem Zeme: parabola, 

3. ve vztazne soustave spojene s hmotnym bodem: bod. 

Pri pohybu hmotneho bodu v soustave souradnic Oxyz jsou jeho souradnice x, y, z jistymi 
funkcemi casu, napr. 

x(t) = At + B, y(t) = Csinuit, z(t) = Dt 3 — E. 

Tato trojice funkci vyjadruje trajektorii v parametrickem tvaru (parametrem je cas t). Tutez 
trajektorii lze vyjadrit vektorovou funkci r(t): 

r(t ) = (At + B)T+ C sin utj+ (Dt 3 — E)k. 


0 - 
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Obecne Ize psat 

{1.2-2} r(t) = x(t)i + y(t)j+ z(t)k, (2.2) 

kde x(t),y(t),z(t ) jsou jiste funkce casu. Tento vztah se nekdy nazyva rovnice trajektorie. 


2.2.1.4 Rychlost hmotneho bodu v 

Uvazujme o pohybu hmotneho bodu popsanem funkci r(t), danou napr. ve tvaru (2.2). Trajek¬ 
torie hmotneho bodu je v obr. 2.3 oznacena s. Rychlost hmotneho bodu v case p (nebo v bode 
Pi, v nemz je hmotny bod v case p) je vektorova velicina, ktera charakterizuje casovou zmenu 
polohoveho vektoru r v case t\. Znacime ji v{t\). Je definovana jako derivace vektorove funkce 
r podle casu v case t\ (viz rovnice (1.20)), tedy 


{1.2-3} 


v(h) = hi 


r(t) - r(h) 
t — t\ 


iim 

At^O At 


df(ti) 
d t 


= Hh)- 


(2.3) 


Lezi v tecne k trajektorii v bode Pi. Udava smer pohybu hmotneho bodu v case t\. Jednotka 
[w] = m/s. 



{obrl.2-2} 


Obr. 2.3: Okamzita rychlost v(t) hmotneho bodu v case t\ je dana vztahem 

A r _ 

i At ~ T|gJj 


Vektor v(t\) zavisi (pri danem pohybu) na volbe p. Priradime-li ke kazdemu t uvazovaneho 
intervalu casu prislusnou derivaci r(f), tj. rychlost v(t). definujeme tim novou vektorovou funkci 
skalarniho argumentu t, kterou rovnez oznacime r(t) = v(t), nebo kratce jen v a nazyvame 
rychlost hmotneho bodu. Tedy v = r. 

Informace: Ze vztahu (2.3), (2.1) a z pravidel pro vypocet derivaci vektorovych funkci, analo- 
gickych vztahum (1.19), plyne 


{1.2-4} 


d t 


\x(t)i + y{t)j +z{t)k\^ = 


d x(t) d y(t) d z{t)p 

d t d t d t 


Srovnanim se vztahem v{t) = v x (t)i + v y (t)j + v z (t)k dostaneme 
. , da At) . . d y(t) . , d z(t) 


(2.4) 


Slovy: Prumety rychlosti v(t) do os Ox, Oy, Oz. tj. souradnice rychlosti v(t), jsou rovny 
derivacim funkci x(t),y(t), z(t) (udavajicich trajektorii - viz rovnice (2.2)) podle casu, tedy 
funkcim x(t),y(t), z{t). 
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{obrl.2-: 


{1.2-J 


{prl.2-3 


2.2.1.5 Drahova rychlost hmotneho bodu, v 


a) Stredni drahova rychlost hmotneho bodu v casovem intervalu (ti, * 2 ), Ustf(At), je defi- 
novana takto: Na trajektorii hmotneho bodu zavedeme drahovou souradnici (drahu s) 
(obr. 2.4). Pri pohybu hmotneho bodu je s funkci casu, tj. s(t). Oznacime si = s(ti), S 2 = 
s(t 2 ) a definujeme 


v s ti(At) = 


s(t 2 ) - s(h) 
h — h 


s 2 — si _ As 
t 2 -ti ~ A T 


& 


Podle toho, kterym smerem se hmotny bod pohybuje po trajektorii, muze byt v st f(At) % 0. 
Tato velicina udava jen hrubou informaci o tom, jak se hmotny bod v intervalu (ti,t 2 ) 
pohyboval. Napr. kdyz se hmotny bod pohybuje na trajektorii stridave obema smery, muze 
byt S 2 = si a tedy u st f = 0 presto, ze se bod pohyboval. Jednotka: [u st f] = m/s. 



Obr. 2.4: Stredni drahova rychlost hmotneho bodu je dana vztahem 


b) Drahova rychlost v(t\) hmotneho bodu v case ti,v(ti), je pak dana prechodem u st f(At) ^ 
pro At —> 0, coz vede k derivaci 


{ram-9} 


v(h) = lim v s ti(At) = lim —— 
At—>0 t—*ti t — t\ 


ds(ti) _ .. , definice drahove rychlosti 
d t ^ 1 v case t\ 

(2.5) 


Tato velicina se nekdy nazyva take „okamzita drahova rychlost v case ii“. Plati: s(t) v case 
t\ roste, je-li s(ti) = v{t\) > 0 atd. Velicinu \v(t)\ ukazuje tachometr automobilu, rika se ji 
v bezne reci proste rychlost. Podobne „rychlost zvuku ve vzduchu je v = 335m/s“. Tam, 
kde nemuze dojit k nejasnosti, lze tuto terminologii tolerovat. 

Priradime-li kazdemu t derivaci s v case t dostaneme funkci v(t) = s(t). 

KP 2.2-1- 

Drahova souradnice (draha) hmotneho bodu pohybujiciho se po zakrivene trajektorii byla dana 
pro t > 0 vztahem s(t ) = At + Bt 3 , kde A = 10 m/s, B = —5 m/s 3 . Urcete 


1. kde t% = 2 s; 

2. Pribliznou zmenu drahy s v casovem intervalu (t\. t 2 ), kde t 2 = 2,03s. 
Resem: 


1. v(t) = s(t) = At + Bt 3 ) = A + 3 Bt 2 ] v(ti) = A + 3 Bt\ = ... = —50 m/s. 
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2. As = ds(ii) = s(t{)dt, tj. zmenu funkce s(t) pocitame priblizne jako diferencial — viz 
rovnice (1.17). Pritom d t = 0,03s. Tedy As = —50m/s 0,03s = -1,5m. Je tedy s(t%) = 
s(t \) + As = s(t \) — 1,5 m. 


2.2.1.6 Vztah mezi rychlosti v(t ) a tecnou rychlosti v T (t ) 

Trajektorii orientujeme a zavedeme drahovou souradnici s(t). V bode Pi (obr. 2.5) sestrojime 
tecnu r orientovanou shodne s trajektorii. Vektor n(f), ktery v ni lezi, do ni promitneme a prumet 
oznacime n T (t), takze plati bud’ v T (t) = |u(t)|cos0° = |w(t)| > 0, nebo v T {t) = |u(t)| cos 180° = 
— \v(t)\ < 0. S uzitim definicnich vztahu pro v(ti). v(t\) lze dokazat, ze plati 

Ur(ti) = u(ti) = s(ti). 

Pro velikosti uvedenych velicin plati |u T (t)| = \v(t)\ = |s(t)|. 

Poznamka: Tecnu jsme vyjimecne oznacili symbolem r, aby nedoslo k zamene s casern t. 



{obrl.2-4} 


Obr. 2.5: Vztah mezi rychlosti v(t) a tecnou rychlosti v T (t). 


2.2.2 Zrychlem a 

2.2.2.1 Definice zrychlem 

Zrychlem a(t) hmotneho bodu je velicina, ktera charakterizuje casovou zmenu vektoru v(t) pri 
jeho pohybu v urcite vztazne soustave. Vektor a(t) byl zaveden jako derivace vektorove funkce 
v(t). Vektor a(t) je v dynamice dulezitejsi nez v(t), nebot’ souvisi s pusobicimi silami prostred- 
nictvim druheho Newtonova pohyboveho zakona: ma = F v . Proto jej vysetrime dukladneji. 

a) Stredni zrychleni hmotneho bodu v casovem intervalu (ti,t), a st r(At). 

Uvazujme o pohybu hmotneho bodu po trajektorii s. V case t\ necht’ je hmotny bod v bode 
Pi a necht’ ma rychlost v(ti) (obr. 2.6). V case t > t\ necht’ je v P a jeho rychlost je v{t). 
V intervalu (ti,t) se rychlost zmenila o An = v(t) — v(ti). Tento vektor sestrojime napr. 
tak, ze vektory v(ti), v(t) preneseme do jednoho bodu (kterehokoliv, v obr. 2.6 je to pro 
jednoduchost bod P) a utvorime vektor An, pro ktery plati v(t) = v{ti) + An. 

Definice: Stredni zrychlem a st ,f (At) hmotneho bodu v intervalu (ti,t) je definovano vztahem 


& 


& 


{ 1 . 2 - 6 } 

{ram-10} 


a s tf(At) = ^ _ stredni zrychlem (2.6) 

At t — 11 


Poznamka: Vektor a stf (At) lze umistit do libovolneho bodu liseku P\P. 
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Obr. 2.6: Hmotny bod se pohybuje po orientovane krivce s: v case t\ se nachazi v bode P\ 
a ma okamzitou rychlost v{ . V dalsim okamziku t > t\ je pak v P-z a ma okamzitou rychlost v. 
V casovem intervalu At = t — t\ se tak jeho rychlost zmenila z v[ na v, tedy o Av. Bod se 
{obr 1.2-5} tudiz pohyboval se stfedmm zrychlenim a s tr(At). 


b) Okamzite zrychlenl hmotneho bodu v case t\ , tj. a(t\). Vektor a(t\) charakterizuje rychlost 
zmeny vektoru v{t) v case t\. Je definovan takto: uvazujme opet o pohybu hmotneho bodu 
znazornenem v obr. 2.6. Predpokladejme, ze v(t) se mem v okoli t\ spojite (tj. plynule). 
Volme ti pevne a mejme postupne ruzna t tak, aby t —> t±. Pak P —> Pi,v(t ) —► v{t\). Av = 
0 . 

Definice: Okamzite zrychlem a(t ) v case t\ je definovano vztahem 


d(t{) = lim a s tf(At) = lim —^ ^ = lim —— = —. okamzite zrychleni 

At->o t^t x t-t\ At—>o At dt 

{1.2-7} (2.7) 

{ram-11} 


Informace: Z definice (2.7) a z obr. 2.6 plyne: 


1. Vektor a(ti) ma (obecne) jiny smer nez v{t\). Jedine pri primocarem pohybu, kdy 
vektory v(t ) lezi pro vsechna t v jedne primce, je a(t) || v(t). 

2. Jednotka: [a] = m/s 2 . 

3. Pfifazenim a ke kazdemu t definujeme vektorovou frrnkci a(t). V praxi se nekdy znaci 
jak tato funkce, tak jeji hodnota v urcitem case jen symbolem a. 

4. Je-li pohyb hmotneho bodu po trajektorii dan v semikartezskem vyjadreni polohoveho 
vektoru 

r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k, 

pak (viz rovnice 2.4) plati 


a(t) = 


d v(t) 
dt 


d_ /dx(t) dy(t) a»(t) A 
dt V dt dt dt / 


d 2 x'(t) d 2 y(t) d 2 z{t) - d 2 r(t) 

dt 2 dt 2 J dt 2 dt 2 ’ 


coz je to same, jako 


a(t) = v(t) = v x (t)i + v y (t)j + v z (t)k = x(t)i + y{t)j + z(t)k = r(t). 
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Srovnanim s a(t) = a x (t)i + a y (t)j + a z (t)k dostaneme 


a x {t) = 


d 2 x{t) 
~d^~ 


= x(t), 


Oy{t) = 


d 2 y(t) 
d t 2 


= y(t ), 


a z (t) = 


d 2 z(t) 
~dP~ 


m- 


{obrl.2-6} 


Tedy: prumet zrychleni a(t) do osy Ox je a x (t) = d 2 x(t)/dt 2 = dv x (t)/dt, atd. 


5. Z definicniho vztahu (2.7) a z obr. 2.6 a 2.7a plyne: vektor a(t) lze rozlozit na tecnou 
slozku at(t) a normalovou slozku a n (t), tj. a(t) = a t (t) + a n (t). Jestlize |'t/(t)| se pri 
pohybu zvetsuje (obr. 2.9), je a t (t) j| v(t). Jestlize \v(t)\ se zmensuje (obr. 2.7a) je 
dt(t) || v(t). Mezni pripad: je-li |w(t)| = konst., je a t (i) = 0. 

Vektor a n je pri pohybu po zakrivene trajektorii vzdy nenulovy, a n ^ 0. Je-li tento 
pohyb rovnomerny (tj., plati-li dv(t)/dt = 0, ale zaroveh dv{t)/dt / 0), je at = 0, 
takze a(t ) = a n (t), tedy alt? (obr. 2.7b). 



Obr. 2.7: Vektor a(i) lze rozlozit na tecnou slozku a t (t) a normalovou slozku a n (t) (a). Je-li 
navic a(t) J_ v(t ), pak plati a(t) = a n (t ) a at(t) = 0 a tedy dv (t)/dt = 0. Jedna se o pohyb 
rovnomerny po zakrivene trajektorii (b). 


{pri.2-2} KP 2.2-2- 

Hmotny bod se pohyboval rovnomerne po kruznici k ve smeru naznacenem v obr. 2.8a. Usek 
AB urazil rychlosti o (konstantni) velikosti v = 2 m/s za cas At = 0,4 s. tJkoly: 

1. Urcete zmenu rychlosti hmotneho bodu na liseku AB. 

2. Urcete stredni zrychleni hmotneho bodu na useku AB. 

Reseni: 

1. An =?, An = vb~va, viz obr. 2.8b. Smer An — viz obr. 2.8b; velikost |An| = yjv\ + v% = 
V2n 2 = m/2 = 2\/2ni/s = 2,83m/s. 

2. a st i(At) =?,a st f(At) = An/A t. Smer: a st f(At) {{ An (obr. 2.8b); velikost |a st f(At)| = 
|An|/At = 2,83/0,4 m/s 2 = 7,07 m/s 2 . 


2.2.2.2 Zrychleni hmotneho bodu pri pohybu po kruznici 

cizrychleni} 

Toto je dulezity pripad nejen proto, ze se casto vyskytuje, nybrz i proto, ze jeho zakonitosti plati 
i pro pohyb po libovolne krivce — viz dalsi casti. Hlavni vysledek je obsazen ve vztazich (2.11). 
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{obrl.2-7} 



Uvazujme o hmotneho bodu, ktery se pohybuje po kruznici k o polomeru r. Necht’ v case 
t\ je v bode P\ (obr. 2.9) a necht’ jeho rychlost v okoll bodu P\ je dana funkci v(t). Oznacme 
v{t\) = v\, dale oznacme pro jednoznacnost a(t\) = a. Podle definice (2.7) je 


{ 1 . 2 - 8 } 


a = lim 
At—>o 


Av 
A t 


lim 
At—»o 


(Av)t + (Au) n 
A t 


lim 
At—>o 


(AtQt 

At 


+ lim 
At—>0 


(An)i 

At 


at+ a D 


( 2 . 8 ) 



Obr. 2.9: Obecny pohyb hmotneho bodu po kruznici. Zmenu rychlosti Av lze rozlozit na 
{obrl.2-8} tecnou slozku: (Av) t a normalovou slozku: (Au) n . 

Pritom jsme rozlozili An na tecnou a normalovou slozku, Av = (Av) t + (Au) n (obr. 2.9) 
a uzili pravidel pro pocitani s limitami. Z obr. 2.9 je zrejme: (An) t | = Jfi — v\\ = Av\. kde v je 
velikost rychlosti v, |(Au) n | = |wi-A<^| = 

Na zaklade techto vztahu dostaneme ze vztahu (2.8) s uzitim pravidel pro pocitani s limitami: 


{1.2-9} 

WtOfeW lim !A5ll= lim M J 
1 V At— >0 At At— >0 At 


{1.2-10} 

MWI = lim = ^ ^ = N 1 Mm A.I = H W = V i. (2.10) 

1 v ' 1 At— >0 At At— >0 At r \ At— >o At | r r 


Tedy obecne (obr. 2.10): 


{1.2-11} 

a(t) = dt(t) + a Q (t), kde |a t (t)| = a t (t) = 

^ >^(1)1 = ^) A (2.11) 


Slozka a t (t) se nazyva tecne zrychleni, slozka c 
miri vzdy do stredu kruznice na obr. 2.10. Vektor 
kruznice, tj. na tu jeji stranu, na niz lezi jeji stred. 
Informace: 

i n (t) se nazyva dostredive zrychleni, protoze 
a(t ) smeruje tedy vzdy na konkavni stranu 
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Obr. 2.10: Obecny pohyb hmotneho bodu po kruznici. Zrychlenl a lze rozlozit na tecnou slozku 
{obrl.2-9} a t a normalovou slozku a n . 


{ 1 . 2 - 12 } 


{obrl.2-10} 


1. Z definicniho vztahu pro a(t) lze dokazat tvrzenl: Je-li pohyb hmotneho bodu na oriento- 
vane trajektrorii dan funkci s{t), urcime orientaci vektoru a t (i) ze vztahu 


(Hit) = 


d v(t) 


d 2 s(t) 

dt 2 


( 2 . 12 ) 


kde at(t) < 0 je prumet vektoru a{t) do teeny orientovane shodne s trajektoril. 

2. Platl-li v bode P vztah a t IT v (obr. 2.11a), rychlost rsev bode P zvetsuje. Platl-li at tL v 
(obr. 2.11b), rychlost se zmensuje. 



a) b) 

Obr. 2.11: Znazornenl vzajemneho mozneho vztahu mezi teenym zrychlenlm a okamzitou 
rychlost!. Je-li at tt ^ rychlost se zvetsuje (a), plati-li at }} v, rychlost klesa (b). 


2.2.2.3 Zrychlen! hmotneho bodu pri pohybu na libovolne krive rovinne trajektorii 

Zrychlenl hmotneho bodu v obecnem bode P\ trajektorie s, v nemz ma hmotny bod rychlost v, 
se urc! takto: Trajektorii s nahradime v malem okoli bodu Pi obloukem tzv. oskulacni kruznice 
ko v obr. 2.12. Je to takova kruznice, ktera, zhruba receno, trajektorii v okoli bodu Pi aproximuje 
ze vsech kruznic, dotykajicich se ji v bode Pi, nejlepe. K definici oskulacni kruznice zavedeme 
nejprve velicinu zvanou krivost krivky. 


s 



Obr. 2.12: Libovolnou krivou rovinnou trajektorii lze nahradit v malem okoli bodu Pi 
{obrl.2-11} obloukem oskulacni kruznice ko. 
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{1.2-13} 


{obrl.2-12} 


Krivost p rovinne krivky s v bode Pi je definovana takto: Ke krivce s vedeme tecnu v bode 
Pi a v blizkem bode P (obr. 2.13a). Delku oblouku P\P oznacime As a uhel tecen oznacime 
A ip. Utvonme pomer Ap/As. Tento pomer je tim vetsi, cim je vetsi (pri danem As) uhel A ip, 
tj. cun je krivka zakrivenejsi (v obr. 2.13a je Ap/As vetsi v bode P 2 nez v bode Pl). Proto se 
nazyva Ap/As stredni krivost krivky v liseku P\P. Krivost p krivky C v bode Pi je definovana 
vztahem 


Ap 


(2.13) 


Jednotka [p\ = m 1 . Pro kruznici o polomeru R plati (obr. 2.13b): Atp/As = Ap / (RAp) = 
1/P. Odsud a ze vztahu (2.13) plyne, ze krivost kruznice je p = 1/P. 



Obr. 2.13: K vypoctu krivosti krivky s (a). Vztah mezi zmenou uhlu Ap a polomerem P 
kruznice (b). 


Oskulacni kruznice k rovinne krivce k v bode Pi je kruznice, ktera lezi v rovine krivky, dotyka 
se ji v bode Pi a ma stejnou krivost jako krivka v bode Pi. Polomer oskulacni kruznice se nazyva 
polomer krivosti krivky k v bode Pi. Znaci se P. Stred C oskulacni kruznice se nazyva stred 
krivosti krivky k v bode Pl (obr. 2.12). Z uvah vedoucich k odvozeni vztahu (2.11) a z definice 
oskulacni rovnice plyne: 

Zrychleni a(t) hmotneho bodu v bode Pl pri jeho pohybu po trajektorii s je dano vztahy 
(2.11), kde r je polomer krivosti krivky s v bode Pi. 

{pri.2-3} KP 2.2-3- 

Male teleso (hmotny bod) ma v bode Po na povrchu Zeme rychlost no o velikosti no = 30 m/s, 
ktera svira s vodorovnou rovinou uhel a = 60°. Odpor vzduchu je zanedbatelny (viz tez pohyb 
hmotneho bodu v tihovem poli idealni Zeme na strane 103 a priklad KP 2.7-7). Urcete: 

1. Zrychleni hmotneho bodu v bode Po; 

2. Zakreslete tecne a normalove zrychleni v bode Po; 

3. Zakreslete polomer krivosti Po trajektorie (paraboly) v bode Po; 

4. Zakreslete polomer krivosti Pi trajektorie v jejim nejvyssim bode. 

Resem: 

1. a =?, a = g, g = 10m/s 2 , 

2. a t =? smer viz obr. 2.14; velikost a t = g sin a = ... = 8,67 m/s 2 ; a n =? smer viz obr. 2.14; 
velikost a n = g cos a = ... = 5 m/s 2 ; 


0 - 
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{obrl.2-13} 


{1.2.2D} 


{1.2-14} 

{ram-12} 


{1.2.2DP} 



3. Ro =? a n = j| -*• R 0 = J = • • • = 180m; 

4. R\ =? a n = kde a n = g. Behem pohybu je vodorovna slozka zrychleni a = g rovna 

nule, plati tedy d d *jp = 0. Je tedy = konst., tj. vodorovna slozka rychlosti je stala. 
Tedy v\ = no cos a = ... = 15 m/s. Odtud R\ = v\/g... = 22,5 m. 


2.2.3 Rovnomerny pohyb po krivce 

Rovnomernym pohybem hmotneho bodu nazyvame takovy pohyb, pri nemz se nemem velikost 
rychlosti v(t), tj. pri nemz je \v(t)\ = konst. 

Zavedeme na trajektorii drahovou souradnici s, oznacime (stalou) drahovou rychlost no a bu- 
deme predpokladat, ze je dano s(t = 0) v case t = 0, tj. s(0) = so- Urcime s(t): 

ds(t) . , 

=v 0 ^> s(t ) = n 0 t + C, 

kde C je libovolna konstanta. V nasem pripade vsak konstanta C neni libovolna — musi byt 
takova, aby pro t = Os platilo s(0) = so- Dosazenim t = Os dostaneme s(0) = C takze C = so- 
Tedy 

s{t) = so + no t . draha pri rovnomernem pohybu (2-14) 

Pro so = 0 m plyne odsud s(t ) = no t. Dale a{t ) = at(t) + a n (t), kde at(t) = d d ^ = 0, 
a n (t) = Pritom r je polomer krivosti trajektorie v uvazovanem bode. Jezto a t (t) = 0, je 

a(i) rovno a n (t), tj. a(t) = a n (t). To znaci, ze v tomto pripade je a(t ) T n(t). 

2.2.4 Rovnomerne promenny pohyb po krivce 

Rovnomerne promennym pohybem hmotneho bodu nazyvame takovy pohyb, pri nemz tecne 
zrychlem ma stalou velikost |a t (t)| = konst. (=/= 0). 

Na trajektorii zavedeme drahovou souradnici s(t), prumet vektoru zrychleni a(t) do teeny 
orientovane shodne s trajektorii oznacime a t (t) = at = konst. = ao( <0) a budeme predpokladat, 
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ze je znama drahova souradnice a drahova rychlost v case t = Os. Oznacime je s(0) = so, n(0) = 
vo a urcime v(t ) a s(t): 

1. a t (i) = tj. = ao —>• v(t) = dot + C\. Dosadime-li t = Os, dostaneme s prihlednu- 
tim ke vztahu n(0) = vq vysledek C\ = vq. Tedy v(t) = agt + vq. 

2. v ( t ) = s (0 = / = /(ao t + uo)di = gaoi 2 + + C 2 = \aot 2 + vot + so- 

Hodnotu C 2 = so jsme dostali, podobne jako hodnoty konstant C, C\ drive, dosazenim t = Os. 
Shrnuti: 

{1.2-15} 

{ram-13} 

Jestlize pri rovnomerne promennem pohybu velikost v(t), tj. |i/(t)| 

a) roste, pohyb se nazyva pohyb rovnomerne zrychleny (plati pak a t (i) |{ v(t)), 

b) |n(t)| klesa, pohyb se nazyva pohyb rovnomerne zpozdeny (nebo zpomaleny) (plati pak 
at (t) {{ v(t)). 

Orientujeme-li trajektorii ve smeru pohybu hmotneho bodu, tj. ve smeru v(t), je v(t) > 0. 
Oznacime-li |at(t)| = a(t)(> 0), pak ze vztahu (2.14) plyne pro 

{1.2-16} 

{ram-14} 

Nezapomente, ze celkove zrychleni a pri kazdem krivocarem pohybu je dano vztahy (2.11) 
a velikost normaloveho zrychleni je obecne nenulova. 

Reste priklad KP 1.2-5 v textu Vybrane kapitoly z fyziky. 


pohyb rovnomerne zrychleny: v{t ) = no + at, s(t ) = so + no t + \ at 2 , 
pohyb rovnomerne zpomaleny: v(t ) = no — at, s(t ) = so + no t — \ at 2 . 


at(t ) = ao(= konst.), s(0) = so,n(0) = no, v{t ) = no + aot, s(t ) = so + no t ■ 
pohyb rovnomerne promenny 


- \aot 2 . 


(2.15) 


2.3 Kinematika tuheho telesa 

LemTu]{Te2e§b} 

Vsechna telesa se pod vlivem pusobeni ostatnich teles a fyzikalnich poll, vlivem zmeny teploty, 
atd. deformuji. Vetsina teles se deformuje tak malo, ze deformace lze zanedbat. Idealizovane 
teleso, jez se vubec nedeformuje a jehoz elementy tedy maji stale vzajemne vzdalenosti, se 
nazyva dokonale tuhe teleso, kratce tuhe teleso. Je modelem skutecnych teles. V teto casti 
vysetrime nejjednodussi pohyby tuhych teles — rotacni pohyb a translacni pohyb. 


2.3.1 Otacivy pohyb tuheho telesa kolem pevne osy 

Pri otacivem (tj. rotacnim) pohybu tuheho telesa kolem osy, jejiz smer se nemeni (pevna osa), 
se pohybuji vsechny jeho elementy (hmotne body), ktere nelezi na ose otaceni, po kruznicich se 
stredy lezicimi na ose otaceni o (obr. 2.15a). V obr. 2.15b je znazornen kmitavy pohyb cocky 
kyvadla kolem vodorovne osy o, ktera neprochazi cockou. Je to rovnez otacivy pohyb. 

V dalsim vysetrime nejprve pohyb hmotneho bodu po kruznici, pote rotacni pohyb tuheho 
telesa. 
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{obrl.2-14} 



Obr. 2.15: Pnklady otaciveho pohybu telesa kolem pevne osy. 


2.3.1.1 Pohyb hmotneho bodu po kruznici 


Budeme uvazovat pohyb hmotneho bodu po kruznici k o polomeru r se stredem v bode C 
(obr. 2.16a). Trajektorii orientujeme (obvykle ve smeru opacnem nez je smer pohybu hodinovych 
rucicek — obr. 2.16a, neni to vsak nutne), volime na ni pevny bod O a zavedeme drahovou 
souradnici s a polohovy vektor r umisteny v C. Dale zavedeme osu otaceni o (obr. 2.16a) 
a orientujeme ji s uzitim pravidla praveho sroubu (tj. pravotociveho sroubu) (obr. 2. 16b) : otacime 
sroubem ve smeru orientace trajektorie, smer postupu sroubu udava kladny smer osy o. Nakonec 
zavedeme nejdulezitejsi velicinu — uhlovu drahu cp. 



{obrl.2-15} 


Obr. 2.16: Kladna orientace trajektorie hmotneho bodu po kruznici k (a). Graficke znazorneni 
pravidla pravotociveho sroubu (b). 


a) TJhlova draha ip je rovinny uhel, ktery svira polohovy vektor r hmotneho bodu s polohovym 
vektorem r*o pevneho bodu O. Uhel ip se udava bud’ v uhlovych stupnich nebo v radianech 
(rad). {Jhel v radianech je definovan pomerem 

{1.2-17} ^=-—* s = Wt (2.17) 

r 

viz obr. 1.2. Jezto pro tp = 180° je s = irr, plati 

180° = Trrad 1 rad = 57 0 17'45". 


Pri pohybu hmotneho bodu jsou veliciny s(t),(p(t ), r(i) obecne funkcemi casu. 
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b) Uhlova rychlost hmotneho bodu v case t\ je vektorova velicina, ktera se oznacuje uj{t\) 

a ktera je definovana takto (definice): 

velikost 

{1.2-18} |<2(ti)| = | d ^ l) [ (2-1-8) 

smer uj(t%) lezi v ose o a jeji smer je dan uzitim pravidla pravotociveho sroubu na smer po- 
hybu hmotneho bodu na k. Pri pohybu hmotneho bodu ve smeru sipky si (obr. 2.16a), 
tj. ve smeru shodnem s orientaci trajektorie, je ijj\ IT o; pri pohybu v opacnem smeru 
(sipka S 2 ) je U 2 tl o. Vektor se umist’uje nejcasteji do bodu C. Znaci se i u\. 

Informace: 


1. Pfiradime-li ke kazdemu t prislusne cJ(f), dostaneme vektorovou funkci casu, kterou 
oznacime bud’ u1(t) nebo jen u. 

2. [a;] = rad-s _1 = s _1 ; 

3. Prumet vektoru A do osy o oznacime u). Plati u = |a>|-cosa. Pri uj {{ o je a = 0°, 
u > 0; pro uj o je a = 180°, u < 0. Z definice u plyne 

{1.2-19} 

{ram-15} 

Plati: {<p roste} —> dip/dt >0—> > 0 —> w j| o. Analogicky: {ip klesa} —> u {} o. 
Skalarni velicina u dana vztahem (2.19) nebo i jeji absolutni hodnota se vetsinou 
rovnez nazyva uhlova rychlost. 

4. Lze dokazat, ze velicina u je skutecne velicina vektorova, pro niz jsou definovany 
operace scitani atd. 

5. Rychlost hmotneho bodu: 

(a) Drahova ryhlost v(t) = = roj(t). 

(b) Rychlost v(t ) je dana vztahem (viz obr. 2.17) ; 



&■ 


v{t) = u{t) x r{t). 


Skutecne: |F(i)| = |o;(t) x r{t) | = |cj(t)|rsin90° = |w(i)r| = |u(t)|. 

Tedy 

{1.2-20} v(t) = rw(t),v(t) = u)(t) X r{t ) . (2.20) 


{obrl.2-16} 



Obr. 2.17: Rychlost v(t) hmotneho bodu pohybujiciho se po kruznici je dana vztahem 
v(t) = w(t) x r{t). 
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6. Velikost stredni uhlove rychlosti, tj. w s tf(A t) hmotneho bodu v casovem intervalu 
(ti,t 2 ) je definovana vztahem 

{1.2-21} a> s tf(t) = ' 2rejme: u)(ti) — lim w st f(At). (2-21) 

t,2 — t\ t2—>tl 


& 


c) TJhlove zrychlem e(t) hmotneho bodu v case t\ je vektorova velicina, ktera charakterizuje 
casovou zmenu uhlove rychlosti v case t\. Oznacuje se e{ii) a je definovana vztahem 


{ 1 . 2 - 22 } 


eitx) 


_ d<u(fi) 
d t 


( 2 . 22 ) 


|w| roste 

o 

l e | lj | klesa 

{obrl. 2-17} Obr. 2.18: Orientace uhlove rychlosti u a uhloveho zrychlem e. 



Jezto vektor u lezi v ose o, lezi v ose o i vektor t(ti) (obr. 2.18). Pri obecnem otacivem 
pohybu je uhlove zrychlem funkci casu. Znacime je bud’ e{t) nebo jen e. 

Informace: 

1. 

2 . 

{1.2-23} 

{ram-16} 

3. Zrychlem a(t) hmotneho bodu v case t (nebo v bode P, obr. 2.19a) je dano vztahem 


[e] = rad-s- 2 = s~ 2 ; 

Prumet vektoru e do osy o oznacime e. Ze vztahu (2.19), (2.22) plyne 

e = ^ uhlove zrychlem (2.23) 

df at z 

Tato skalarni velicina, nebo i jeji absolutnl hodnota, se rovnez nazyva uhlove zrych¬ 
lem. 


{1.2-24} o(t) = a n (t) + a t (f), (2.24) 

kde a n (i) = = a; 2 r = uur = u>v, a n = u x v (obr. 2.19b), a t = ^# = 

d d ^ = r£, a t = e x r. Tedy 

{1 .2-25} a n = uj 2 r , at = r£ zrychlem a pomoci u, £ (2.25) 
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{obrl.2-18} 



Obr. 2.19: Zrychleni a hmotneho bodu lze rozlozit na tecnou slozku at a na slozku a n 
normalovou (a). Normalova slozka je dana vztahem a n = u x v (b). 


2.3.1.2 Rovnomerny a rovnomerne promenny pohyb hmotneho bodu po kruznici 

a) Rovnomerny pohyb hmotneho bodu po kruznici je definovan vztahem e = 0. Z teto definice 
plyne 

{1.2-26} e = 0 —► u = o>o(=konst.) —* (p = ipo + ujot, kde ipo = v?(0). (2.26) 

Charakteristicke vehciny: n (nebo /) - otacky, frekvence otaceni; T - perioda otaceni. 

a) Otacky n - definice: Oznacime N(t) udavajici pocet otocek vykonanych od zacatku 
pohybu do okamziku t a definujeme 


{1.2-27} 


{1.2-28} 


, , _ AN _ Aip 1 _ U 

U ~)n - At - 27r At ~ 27t 


= 27m(= 27 t/). 


(2.27) 


je ciselne rovno poctu otocek za 1 s (nebot’ volime-li {At} = 1, 


Jednotka: [n] = i 
je { n } = {AiV}). 

P) Perioda otaceni T. Definicni vztah: 

T=- = - 
AN /' 

Jednotka: [T] = 1 s. T je doba jedne otocky. 


(2.28) 


b) Rovnomerne promenny pohyb hmotneho bodu po kruznici je definovan vztahem e(t) = 
£q = konst. 7^ 0, (srovnejte odst. 2.2.3, rovnice (2.14)). Z definice plyne: 


{1.2-29} 


e{t) = £o ~ 


(2.29) 


Tyto vztahy, i dalsi vztahy a zakonitosti, jez z definicni rovnice plynou, jsou formalne 
shodne se vztahy z odst. 2.2.3. Napr. vztahy analogicke vztahum (2.16) ziskame takto: 
volime £q > 0,ujo > 0. Pak: 


rotacni pohyb rovnomerne zrychleny: u(t) = ojq + £ot, ip{t) = ipo + oj^t + ^£ot 2 , 
rotacni pohyb rovnomerne zpomaleny: u(t) = uo — £q t, tp(i) = (po + wo t — ^£ot 2 , 

(2.30) 


{1.2-30} 




2.3. KINEMATIKA TUHEHO TELES A 


2.3.1.3 Rotacni pohyb tuheho telesa 

Pri rotacnim pohybu tuheho telesa kolem osy o, ktera je pevna ve vztazne soustave S (obr. 2.20), 
se pohybujl vsechny jeho elementy nelezicl na ose o po kruzniclch. Vsechny elementy (hmotne 
body) maji stejne uhlove rychlosti a stejna uhlova zrychleni. Rychlost a zrychleni maji ruzne. 



{obrl. 2-19} Obr. 2.20: Rotacm pohyb tuheho telesa kolem pevne osy otaceni. 


{prl.2-4} 


{obrl.2-20} 


Okamzitou polohu tuheho telesa charakterizujeme uhlem ip(t) - uhlovou souradnici, defino- 
vanou takto: Na ose o vollrne libovolny bod C a vedeme jim poloprlmku p kolmou na o pevnou 
ve vztaznem systemu S; bodem C vedeme dale poloprlmku q _L o spojenou s telesem, vollrne 
kladny smer postupu od p ku q a zavedeme uhlovou souradnici telesa, p{t) = Z(p. q(t)), podobne 
jako drive pro hmotny bod. Analogicky jako pro hmotny bod definujeme uhlovou rychlost telesa, 
uj(t) a uhlove zrychlem telesa, s(t). Pro tyto veliciny plati vztahy (2.18), (2.19), (2.21), (2.27), 
(2.23), (2.26) az (2.30). Veliciny charakterizujicl pohyb jednotlivych elementu telesa, napr. i- 
teho hmotneho bodu, jsou dany vztahy (2.17), (2.20), (2.25), v nichz dosazujeme s(t) —> Si(t), 
i —* ri, r(t) —> fi(t), v(t) — > Vi(t), a(t) —> viz napr. v\(t),V2(t) v obr. 2.20. 

KP 2.3-1- 

Tuhe teleso, jez bylo puvodne v klidu, se zacalo v case ti = 0 s otacet kolem pevne osy se stalym 
uhlovym zrychlenim e = 0,4s -2 . Urcete zrychleni a(t) jeho elementu, ktery je ve vzdalenosti 
30 cm od osy otaceni, v case t 2 = 2 s. 



Obr. 2.21: Pfiklad KP 2.3-1. 


Resem: 

Hmotny bod kona rovnomerne zrychleny otacivy pohyb po kruznici o polomeru r = 0,3 m. V case 
t 2 je v jistem bode P, obr. 2.21. Jeho zrychlem je dano vztahy (2.24), (2.25), kde u zavisi na 
case vztahem u(t ) = ujQ + st, viz rovnice (2.30), v nemz uq = 0. Tedy u >2 = £^ 2 - Zrychleni: a(t) = 
a t (t) + a n (t), kde a t = re = D,3-0,4m/s 2 , a n = uJ%r = (et 2 ) 2 r = (0,4-2) 2 -0,3m/s 2 = 0,19m/s 2 . 
Velikost a(t): a(t ) = \/a 2 (i) + a^(t) = ... = 0,23m/s 2 . 
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LslacniPohyb} 


{obrl.2-21} 


iybove^4kSnp} 


{1.2.3A} 


2.3.2 Translacnl pohyb tuheho telesa 

Translacni (neboli posuvny) pohyb tuheho telesa je takovy pohyb, pfi nemz vsechny body telesa 
maji trvale stejne rychlosti v a tedy i stejna zrychlenl a. Rychlost v se nazyva rychlost telesa, 
a je jeho zrychlenl. TVajektorie vsech elementu telesa jsou shodne — jedna prejde v druhou 
posunutlm — obr. 2.22. Prlrnky spojene s telesem pfi pohybu zachovavajl smer. 



Obr. 2.22: Translacnl pohyb tuheho telesa. Kazdy bod telesa se pohybuje stejnou rychlosti, 
pfimky spojene s telesem pfi pohybu zachovavajl smer. 

Reste pflklady KP 1.2-7, ICP 1.2-1, KP 1.2-10 v textu Vybrane kapitoly z fyziky; KP 2.2-4 
az KP 2.2-8. 


2.4 Pohybove zakony klasicke fyziky 

Tato cast je z cele mechaniky nejdulezitejsl. Jsou v nl vylozeny zakladni pojmy a ve- 
liciny: inercialnl vztazne soustavy a prvnl pohybovy zakon (odst. 2.4.1), setrvacnost, 
hmotnost, slla a (mimofadne dulezity) druhy pohybovy zakon (odst. 2. 4.2) a tfetl (re- 
lativne jednoduchy) pohybovy zakon (odst. 2.4.3). V odstavclch 2.4.4, 2.4.5 jsou infor- 
mace o ruznych silach a o vlastnostech vyslednice sil pusoblcich na hmotny bod pfi 
kfivocarem pohybu. Vztahy mezi rychlostmi u, v 1 . mezi zrychlenimi a, a' a mezi pohy- 
bovymi rovnicemi ve dvou inercialnlch soustavach jsou studovany v odst. 2.4.6, kde 
je vysloven i tzv. Galileiho princip relativity. V odst. 2.4.7 jsou vysetfeny pohybove 
rovnice v nekterych neinercialnlch soustavach a zavedeny setrvacne sily. 

Oil: I) Umet vztahy a zakony uvedene v rameccich, vylozit pojmy, veliciny a vysledky 
v tomto textu; 

II) Definovat a vylozit pojmy, veliciny a zakony uvedene v casti „Obsah“; 

III) Samostatne fesit pflklady fesene v tomto textu, feseni zduvodnit, nakreslit 
nacrtky; 

IV) Resit pflklady typu KP 1.3-1 az KP 1.3-23 v textu Vybrane kapitoly z fyziky; 

KP 2.4-4 az KP 2.4-8. 

Pfedpokladane znalosti: Kinematika (odst. 2.1), Derivace a integraly (1.4). 

2.4.1 Prvm pohybovy zakon 

Prvni pohybovy zakon vyslovuje tvrzeni, ze existuje zvlastni skupina vztaznych soustav, tzv. 

inercialni vztazne soustavy. Inercialni vztazna soustava je napf. pfiblizne mala cast povrchu 
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Zeme (nazyvame ji nekdy laboratorni vztazna soustava) nebo (rovnez priblizne) soustava dana 
vlakem rovnomerne jedoucim po prime koleji. 

Provedeme uvahu vedouci k definici inercialni vztazne soustavy. Uvazujme o te casti vesmiru, 
kterou zaujima slunecni soustava a predstavme si, ze by v ni nebyla telesa slunecni soustavy, 
nybrz jen nekolik malych kosmickych sond, ktere by se pohybovaly jedna vuci druhe s vyraze- 
nymi motory. Vzajemne gravitacni pusobeni techto sond, jez lze povazovat za hmotne body, je 
zanedbatelne male. Predpokladejme, ze je zanedbatelne male i pusobeni zareni (elektromagne- 
tickeho, svetelneho) prichazejiciho z vesmiru. Takova mala telesa, jez se pohybuji jen ucinkem 
gravitacniho pusobeni vesmiru (o jehoz mohutnosti a vlastnostech se nazory odborniku ruzni), 
budeme nazyvat volne hmotne body. Vybereme jednu ze sond, oznacime ji napr. S±. Zastavime 
jeji pripadnou rotaci vzhledem k vesmiru (tj. vzhledem ke stalicim) a ponechame ji samu sobe. 
Spojime s ni souradnicovy system Oxyz a zavedeme v nem cas t (viz odst. 1.3.1). 

Vsechny dosavadni pokusy provedene na Zemi i s kosmickymi sondami vedou k tomu, ze se 
domnivame, ze 

1. Sonda S\ se nezacne sama od sebe vzhledem k vesmiru otacet, 

2. Vsechny ostatni sondy se budou v souradnicove soustave Oxyz\ t pohybovat rovnomerne 
primocare nebo budou v klidu. 

Definice: Inercialni soustava souradnic je takova soustava, v mz se kazdy volny hmotny bod 
pohybuje rovnomerne primocare nebo je v klidu. 


Z predesle uvahy je zrejme, ze souradnicova soustava dana sondou Si je inercialni a ze kazda 
soustava vytvorena analogickym zpusobem s uzitim libovolneho hmotneho bodu, je inercialni. 
Dokazat to ovsem nelze, protoze volny hmotny bod v pritomnosti teles slunecni soustavy nelze 
realizovat. Proto vyslovujeme tvrzeni o existenci inercialni vztazne soustavy jako (nedokazany) 
axiom. Nazyvame jej prvni pohybovy zakon: 

Definice: 1. pohybovy zakon: Existuje inercialni vztazna soustava; podrobneji: Existuje takova 
soustava souradnic, v niz se kazdy volny hmotny bod pohybuje rovnomerne primocare nebo je 
v klidu. 


Realizace inercialni soustavy: heliocentricka soustava. Ve vesmirnych meritcich je Slunce 
hmotny bod, ktery se pohybuje (temer) jen ucinkem gravitacniho pusobeni vesmiru (gravitacni 
pusobeni planet je zanedbatelne male). Slunce je tedy volny hmotny bod. Soustava souradnic 
Oxyz; t, jejiz stred je ve stredu Slunce (presneji: v tezisti slunecni soustavy) a jejiz osy jsou 
orientovany do pevnych smeru vesmiru (tj. k urcitym stalicim), je tedy inercialni. Nazyva se 
heliocentricka soustava. Oznacime ji HCS. 

Jine inercialni soustavy souradnic ziskame takto: Predpokladame, v souhlase s experimenty 
provadenymi pri nerelativistickych rychlostech, ze v kazde soustave souradnic lze seridit hodiny 
tak, aby jejich udaje byly shodne s udaji hodin jinych soustav, neboli, ze cas je ve vsech sou- 
radnicovych soustavach stejny. Z predeslych zaveru o pohybu volnych hmotnych bodu plyne, ze 
vsechny inercialni soustavy jsou prave ty, ktere vykonavaji vzhledem k jedne inercialni soustave, 
konkretne tedy vzhledem k heliocentricke, rovnomernou translaci, nebo ktere jsou vzhledem k ni 
v klidu. Tyto soustavy vykonavaji rovnomernou translaci i jedna vuci druhe. 

Souradnicova soustava, jejiz pocatek splyva trvale se stredem Zeme a jejiz osy jsou orien¬ 
tovany do pevnych smeru vesmiru, se nazyva geocentricka. Nem inercialni, nebot’ ma v HCS 
zrychleni vlivem gravitacni sily, kterou pusobi Slunce na Zemi. Lze vsak dokazat, ze tato sou¬ 
stava ma vlastnosti inercialni vztazne soustavy, jestlize pri zkoumani deju v ni nezapocitame 
mezi pusobici sily gravitacni sily Slunce. 
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S mensim opravnenim (pro vetsinu deju vsak s dostatecnou presnosti) lze povazovat za 
inercialni soustavu laboratorm soustavu kdekoliv na povrchu Zeme a soustavu, ktera vykonava 
vzhledem k laboratorm soustave rovnomernou translaci. 

Vztazne soustavy, ktere nejsou inercialni, se nazyvaji neinercialni. Je to napr. vztazna sou- 
stava dana otacejicim se kolotocem, rozjizdejicim se vlakem atd. 

2.4.2 Druhy pohybovy zakon 

( 1 . 2 . 3B } , , , , , & 
Druhy pohybovy zakon shrnuje poznatky o tom, jaky vliv ma na pohyb hmotneho bodu v iner¬ 
cialni vztazne soustave pusobeni jinych teles nebo silovych poll. Je vyjadren znamym vztahem 
(2.36). Pripomeneme definici a vlastnosti velicin m - hmotnost, F - sila. 

1. Hmotnost m je vehcina, ktera charakterizuje setrvacne vlastnosti teles, neboli jejich setr- 
vacnost. Temito nazvy oznacujeme tu vlastnost teles (hmotnych bodu), ze bez pusobeni 
ostatnich teles a poll nemeni svoji rychlost vzhledem k inercialni soustave. Dale pak to, 
ze dve ruzna telesa nabyvaji stejnym pusobenim jineho telesa (napr. pusobenim stejnych 
a stejne protazenych pruzin) ruzna zrychleni. 

Hmotnost m telesa T je definovana takto: Zvolime nejprve teleso, ktere prohlasime za 
normal hmotnosti a jehoz hmotnost prohlasime za jednotkovou. V soustave SI je to normal 
N ulozeny v Sevres, jehoz hmotnost je podle definice m\ = 1 kg. Pote budeme na obe telesa 
N a T, ktera nechame pohybovat se v inercialni soustave S nerelativistickymi rychlostmi 
v± a v (vi , v <€. c) (obr. 2.23), pusobit stejnymi a stejne protazenymi pruzinami a zjistime 
jejich zrychleni ai, a. Utvorime podil a±/a. Vykoname-li tentyz pokus s jinymi rychlostmi 
v \, v a s jinak orientovanymi a protazenymi pruzinami zjist’ujeme, ze pomer ai/ase nemeni. 

To nam umozhuje definovat hmotnost m telesa T vztahem 



{obrl. 2-22} Obr. 2.23: K definici hmotnosti m telesa T. 


{1.2-31} 


{1.2-32} 


m = —mi = — kg. 


(2.31) 


Z teto definice plyne, ze hmotnost m telesa je v nerelativisticke mechanice konstantni 
velicina, nezavisla na pohybu telesa. 

Informace: 


(a) Vysledky mereni pri pohybu castic v urychlovacich, v nichz castice dosahuji rela- 
tivistickych rychlosti, vedou k zaveru, ze zrychleni, ktere ziska rychle se pohybujici 
castice, je mensi nez zrychleni, ktere ziska tataz pomalu se pohybujici castice ucinkem 
stejneho pole. Jeji hmotnost s rostouci rychlosti v roste a to podle vztahu 


m 0 


(2.32) 
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Tento vztah byl ziskan nejprve teoreticky. Plati pro vsechny rychlosti, nejen pro relati- 
visticke. Pro nerelativisticke rychlosti (v -C c) vsak plat! priblizne rn = mo(= konst.). 
Normal v Sevres ma tedy, presne receno, hmotnost 1 kg jen kdyz je v klidu. Zavislost 
m na v je znazornena v obr. 2.24. 



0 c 

{obrl .2-23} Obr. 2.24: Relativisticka zavislost hmotnosti m castice na velikosti jeji rychlosti v. 

(b) Teorie relativity dochazi k zaveru, ze pri zmene vnitfni energie telesa se zmeni i jeho 
hmotnost, a to podle vztahu 

A E = c 2 Am . 

Experimenty tento vztah potvrzuji. 

(c) Hmotnost je velicina aditivni. To znaci, ze vznikne-li ze dvou teles o hmotnostech 
mi, m 2 nove teleso a vnitfni energie teto soustavy se pritom nezmeni, je hmotnost 
noveho telesa dana vztahem 

m = mi + m2 . 


2. Sila F je vektorova fyzikalni velicina, ktera charakterizuje pusobeni jednoho telesa (nebo 
pole) na druhe teleso, a to takove pusobeni, ktere ma za nasledek jeho deformaci, nebo 
zmenu rychlosti (nejcasteji oboji). 

Zavedeme ji takto: Budeme uvazovat o hmotnem bode o hmotnosti mi = 1 kg pohybujicim 
se v inercialni vztazne soustave rychlosti v. Pritom necht’ na nej pusobi pouze pruzina Pi 
tak, ze mu udeluje zrychleni a± o vehkosti ai = lm/s 2 (obr. 2.25a). Pusobeni teto pruziny 
charakterizujeme fyzikalni velicinou, kterou nazveme sila a kterou oznacime F\. Jeji smer 
je shodny se smerem pruziny, jeji velikost prohlasime za jednotkovou. Jednotku nazveme 
1 newton = IN. Bod A (obr. 2.25) je pusobiste sily. 



Ft _ F 2 = 2Fi 

a) / b) 

(obrl.2-24} Obr. 2.25: Pusobeni jedne (a) a dvou (b) pruzin na hmotny bod. 

TJcinek dvou takovych stejnych pruzin podle obr. 2.25b charakterizuje sila F 2 o velikosti 
2 newtony a stejneho smeru. Tedy F 2 = 2 Fi, F 2 = 2 N. Podobne muzeme realizovat silu 
F 3 = 3 Ft atd. Pri volbe dostatecne jemnych pruzin muzeme takto (teoreticky) realizovat 
silu jakehokoliv smeru a jakekoliv velikosti. 
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{1.2-33} 


{1.2-34} 


{1.2-35} 


{1.2-36} 

{ra 


Pusobeni jednoho telesa na druhe pak muzeme nahradit pusobenim vhodne pruziny a de- 
finovat tak silu, kterou prvni teleso pusobi na druhe. 

Poznamenejme, ze tento nazorny zpusob definice sily pusobici na makroskopicke teleso 
selhava napr. pri definici sily, kterou pusobi elektromagneticke pole na elektron. Pak je 
mozno povazovat za definicni vztah pro silu bud’ vztah (2.36) nebo vztah (2.38), z nichz 
druhy je definicnim vztahem pro sllu v teorii relativity. 

Dulezite informace: V inercialni vztazne soustave charakterizuje sila pusobeni jednoho 
telesa (nebo pole) na druhe teleso. Neexistuje sila bez neceho, co by ji vyvolavalo. 

3. Druhy Newtonuv pohybovy zakon shrnuje v jedinem vztahu (2.36) tyto vysledky zkoumani 
pohybu hmotneho bodu v inercialni soustave: 


a) Meni-li se sila pusobici na stejny hmotny bod, meni se i jeho zrychleni a plati 

a tt F, a ~ F. (2.33) 


Zrychleni ma tedy stejny smer jako sila (obr. 2.25). Jejich velikosti jsou si prirno 
urnerne. 


b) 


Pusobi-li tataz sila na hmotne body o ruznych hmotnostech, pak pro jejich hmotnosti 
a zrychleni plati 


1 

a ~ —. 
m 


(2.34) 


c) Pusobi-li na hmotny bod soucasne nekolik sil Fi,F 2 . . 
ucinek je stejny jako ucinek jejich vyslednice. 


, F n . pak jejich pohybovy 


F v = Fi + F 2 + ... + F n - vyslednice sil 


(2.35) 


{ram-18} 


Experimentalne ziskane vztahy lze vyjadrit pri uziti jednotek kg, m/s 2 , N jedinym vztahem, 
ktery se nazyva druhy Newtonuv pohybovy zakon: 

ma = F v . druhy Newtonuv pohybovy zakon (2.36) 

i-19} 

Informace: 


(a) Vztah (2.36) plati pro hmotny bod, a je jeho zrychleni v inercialni vztazne soustave 
a F v je vyslednice pusobicich sil. Neobsahuje informaci o rychlosti hmotneho bodu, 
jen o jeji casove zmene dane zrychlenim a. 

(b) Vztah (2.36) vyjadruje souvislost mezi velicinou F v charakterizujici pricinu zmeny po¬ 
hybu a velicinou a, charakterizujici zmenu pohybu, tj. dusledek pusobici sily. Nazyva 
se take pohybova rovnice. Je to nejdulezitejsi zakon cele nerelativisticke mechaniky. 

(c) Zname-li pro urcity hmotny bod jeho zrychleni, muzeme ze vztahu (2.36) urcit vysled- 
nici sil, ktere na nej pusobi, aniz bychom znali jednotlive sily. Napr. na hmotny bod, 
ktery je pripevneny na okraji kotouce rovnomerne rotujiciho ve vode podle obr. 2.26, 
pusobi tihova sila G (kterou zname) a dalsi dve sily: F\, kterou na hmotny bod pu¬ 
sobi voda a F 2 , kterou na hmotny bod pusobi kotouc. Sily F\ , F 2 nezname, presto 
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{obrl.2-25} 



Obr. 2.26: Vysledna sila F v pusobici na hmotny bod, jeho zrychleni a a rychlost v. Hmotny 
bod je pripevnen na okraji kotouce rovnomerne rotujiciho ve vode. 


muzeme urcit vyslednici F v = F\ + F% + G: podle vztahu (2.36) je F v = ma. Pohyb 
je rovnomerny, tedy at = 0, takze a = a n . Sila F v = ma tedy miri do stredu kruhove 
drahy a ma velikost F v = rnv 2 /R. kde R je polomer kotouce. 


4. Vztah (2.36) byl vysloven pouze pro hmotny bod, plati vsak i v nekterych jinych situacich, 
zejmena pri translacmm pohybu tuheho telesa — viz odst. 2.3.2. V tom pripade je m 
hmotnost telesa, a jeho zrychleni a F v vyslednice sil, ktere na teleso pusobi. 

Dukaz: Rozdelime teleso na male elementy (hmotne body) a napiseme pro kazdy z nich 
pohybovou rovnici, tj. Amia = AFi, Arr^a = AF 2 ,... Tyto rovnice secteme a dostaneme 
rovnici (2.36). 


& 

5. Druhy Newtonuv pohybovy zakon v relativisticky platnem tvaru. 

Nejprve pripomeneme definici hybnosti p hmotneho bodu pohybujiciho se rychlosti v v ur- 
cite vztazne soustave (obr. 2.27): 


{1.2-37} 

{ram-20} 


p = mv . definice hybnosti hmotneho bodu (2.37) 


Jednotka: \p] = kg-m-s 1 . Podobne jako rychlost n je i p velicina relativni: ma v ruznych 
vztaznych soustavach ruzne hodnoty. 



Obr. 2.27: Vztah mezi zmenou hybnosti A p hmotneho bodu v casovem intervalu At a stredni 
{obrl .2-26} vyslednici sil F s ti pusobici v temze casovem useku na hmotny bod. 
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Pfi pohybu hmotneho bodu licinkem sil o vyslednici F v se p men! (obr. 2.27). Je-li vztazna 
soustava inercialm a jsou-li rychlosti nerelativisticke (tj. je-li m = konst.), plati 

AA = = = m a — ^ v ’ dm/dt = o), 

tedy 

{1.2-38} 

{ram-21} 

Tedy: z rovnice (2.36)—>(2.38). Analogicky se dokaze, ze (2.38)—>(2.36). Vztahy (2.36), 
(2.38) jsou tedy v nerelativisticke mechanice ekvivalentni. Pozn.: V obr. 2.27 je naznaceno 
urceni stfedni sily pusobici na hmotny bod v casovem intervalu {t, t'). 

Informace: Pri relativistickych rychlostech neni m konstantni, ale je funkci velikosti rych- 
losti a ta je (obecne) funkci casu. Je tedy m (obecne) funkci casu. Pak plati 


dp 


(2.38) 


dp 

dt 


d . „ dm _ dn dm . 

s d i (mv) = w v+m ai = w v+ma * ma - 


Vztahy (2.36), (2.38) pak nejsou ekvivalentni: plati-li jeden z nich, neplati (obecne) druhy. 
Teorie relativity dochazi k zaveru (a experimenty jej potvrzuji), ze vztah (2.38) ma obecnou 
platnost, zatim co vztah (2.36) plati pouze priblizne. 


2.4.3 III. pohybovy zakon 

{1.2.3C} 

Treti pohybovy zakon vyslovuje tvrzeni o silach, jimiz na sebe pusobi dve telesa, nebo dve castice 
tehoz telesa, v miste styku (obr. 2.28a). Zni: 

Definice: Pusobi-li jedno teleso na druhe pfi jejich styku silou F, pusobi druhe na prvni silou 
F' = —F. 


B 


b) 

{obrl. 2-27} Obr. 2.28: Ke tretimu Newtonovu pohybovemu zakonu. 

Teleso A pusobi na B silou F, jejimz pusobistem je bod P (obr. 2.28a). Teleso B pusobi na 
A silou F', jejimz pusobistem je bod Q. 

Nazveme-li jednu ze sil akci, je druha reakce. Proto se tento zakon nazyva nekdy „zakon 
akce a reakce“ nebo „zakon vzajemneho pusobeni". Plati i tehdy, kdyz telesa na sebe pusobi 
prostrednictvim svych poll, napr. gravitacnich (obr. 2.28b), jestlize jsou telesa v uvazovane 
vztazne soustave v klidu. Jestlize se pohybuji, uplatnuje se pfi vzajemnem pusobeni konecna 
rychlost sireni zmen ve fyzikalnich polich a zakon akce a reakce nemusi platit. 

Treti pohybovy zakon vyslovil Isaac Newton na zaklade rozboru zakonitosti pohybu teles. 
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{prl.2-5} KP 2.4-1 - 

Na drsne naklonene rovine lezl v klidu teleso T o hmotnosti m. Urcete sily, ktere na ne pusobi. 



{obrl. 2-28} Obr. 2.29: Prlklad KP 2.4-1. 


Resem: 

Na T pusobi tihova sila G = mg (v celem jeho objemu, zakresluje se do teziste) a sila F od 
naklonene roviny (na dolnl stene telesa v plose styku). Jezto T je v klidu v laboratornl soustave, 
plat! a = 0, takze F v = ma = 0. Pritom F v = G + F. Tedy F = —G. 

Reakcl na sllu G je (priblizne) sila F\ = —G, kterou pusobi gravitacnl pole buzene telesem 
T na Zemi v celem jejlm objemu. Reakcl na sllu F je sila F', kterou pusobi T na naklonenou 
rovinu v mlste styku. 


2.4.4 Nejcastejsi sily 

(1-2. 3D} « ^ 

1. Gravitacnl sila F g . Pusobi na kazde teleso v celem jeho objemu, je zpusobena gravitacnlm 
polem, ktere vytvareji (bud!) vsechna telesa (odst. 2.6). Je hlavnl slozkou tlhove sily G. 

2. Tihova sila (neboli tlha) G. Pusobi na kazde teleso v bllzkosti povrchu Zeme a je rovna 
G = mg, kde rn je hmotnost telesa a g tlhove zrychlenl v danem mlste. Je vektorovym 
souctem gravitacnl sily F g buzene gravitacnlm polem Zeme a tzv. odstredive sily setrvacne 
F* (viz odst. 2.6) pusobicl v dusledku toho, ze Zeme se otacl a ze tedy laboratornl soustava 
nenl presne inercialnl. Plat! tedy G = F g + F*(= F g . nebot’ F* <€. F g ). 

Nepusobl-li na teleso jina sila nez G, udeluje mu G zrychlenl g = G/m. Smer sily G je 
(podle definice) svisly smer v danem mlste. 


3. Sily vzajemneho pusobenl pri styku teles. Prlklady: hrldel na lozisko — lozisko na hrldel; 
plyn ve valci na plst — pist na plyn; lano vytahu na kabinu — kabina na lano atd. 


4. Tree! sila, sila valiveho odporu 

a) Staticka tree! sila: T t f ■ Je to tecna slozka sily, kterou pusobi podlozka na teleso, ktere 
je vuci nl v klidu. Jejl velikost muze nabyt hodnot z intervalu (0, F t f inax ). Pritom 
-ftr,max zavisl na kvalite stycnych ploch a je prlmo umerna velikosti normalove slozky 
N sily, kterou podlozka pusobi na teleso, F t f,max ~ N. Velicina f s dana vztahem 
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{1.2-39} 


{ram-22} 






f = |Ptr,max| 
Js N 

-* Fti, m 

ax = fa N sila statickeho treni 

(2.39) 


zavisi jen na kvalite stycnych ploch a nazyva se soucinitel statickeho treni. 


N 



iV 

P 

F t 


///>/// 

V///77 

G 


{obrl.2-29} 


Obr. 2.30: Sfly pusobici na teleso pohybujici se po vodorovne drsne podlozce, ktere je lanem 
tazeno ve smeru sfly F. 


Pusobi-li napr. na teleso T, ktere lezi zpocatku v klidu na klidne vodorovne podlozce, 
lano ve vodorovnem smeru silou F (obr. 2.30), jejiz velikost roste od nuly, zustane 
teleso nejprve v klidu (a = 0), takze F t f = —F. Dosahne-li velikost sily F hodnoty 
f s N, dosahne F t ,f hodnoty F t f. max . Pri dalsim zvetseni F se zacne T pohybovat a treci 
sila se zmensi. Nazyva se pak kineticka (dynamicka) treci sila. 

b) Kineticka (dynamicka) treci sila, F ti . Je to tecna slozka sfly, kterou pusobi podlozka 
na teleso, ktere se vzhledem k ni pohybuje smykem. Ma opacny smer nez rychlost v 
telesa vzhledem k podlozce, tedy F ti =}} v. Jeji velikost je dana vztahem 

{1.2-40} 

{ram-23} 

Velicina /d definovana timto vztahem se nazyva soucinitel kinetickeho (neboli dyna- 
mickeho) treni. Zavisi na jakosti stycnych ploch a castecne (vetsinou nepatrne) i na 
rychlosti v. 

c) Sila valiveho odporu, F a . Je to tecna slozka sily, kterou pusobi podlozka na kola, ktera 
se po ni odvaluji. Plati opet F 0 = (p va ]N. Velicina 0 VEL i se nazyva soucinitel valiveho 
odporu, zavisi na kvahte stycnych ploch a castecne na rychlosti odvalovani. 


Ftr — fdF. dynamicka treci sila 


(2.40) 


2.4.5 Vyslednice sil pri krivocarem pohybu 

{1.2.3E} 

Pohybuje-li se hmotny bod v inercialni soustave ucinkem jedne nebo nekolika sil po zakrivene 
rovinne trajektorii, souvisi vyslednice F v techto sil pusobicich na hmotny bod v obecne poloze 
(bod P v obr. 2.31) s jeho zrychlenim a vztahem F v = ma, kde a je dano vztahy (2.11). Odsud 
plyne (obr. 2.31): 

{1.2-41} F v = ma = ma D + ma t = F n + F t . (2-41) 

Pritom: 

1. F n je normalova slozka vyslednice sil F v . Miri do stredu krivosti C krivky v bode P a ma 
velikost F n = mv 2 /R, kde v je rychlost hmotneho bodu v bode Pal? je polomer krivosti 
trajektorie v bode P. Tato slozka vyslednice sil se proto nazyva sila dostrediva a nekdy se 
znaci Pd- 

2. Ft je tecna slozka vyslednice sil. Jeji velikost je F t = m\dv/dt\. 

Je-li trajektorie zakrivena (tj. neni-h primka), je |P n | A 0. Je-li pri pohybu v = konst., tj. 
je-li pohyb rovnomerny, je |Pt| = 0, takze P v = P n . 
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{obrl .2-30} Obr. 2.31: Vztah mezi vyslednici F v vsech sil pusobicich na hmotny bod a jeho zrychlenim a. 


Dulezite: Dostrediva sila neni nejaka zvlastni sila, ktera pusobi krome jinych sil „navic“. Je 
to normalova slozka vyslednice sil pusobicich na hmotny bod. 

{prl.2-6} KP 2.4-2- 

Kotouc o polomeru r = 50 cm se otaci rovnomerne kolem vodorovne osy lihlovu rychlosti 
u = 4s -1 (obr. 2.32). Na okraji kotouce je upevneno male teleso (hmotny bod) o hmotnosti 
m = 0,2 kg. Zanedbejte odpor vzduchu a reste ukoly: 

1. Vyjmenujte vsechny sily, ktere pusobi na hmotny bod v bode P (obr. 2.32); 

2. Urcete vyslednci sil pusobicich na hmotny bod v P a zakreslete ji do nacrtku; 

3. Urcete vsechny sily pusobici na hmotny bod v P. 


A 



{obrl.2-31} Obr. 2.32: Pfiklad KP 2.4-2. 


Resem: 

1. Sily = ? Tihova sila G = mg-, G = 0,2-10 N = 2N; Sila od kotouce, A] 

2 . F v =?. Fy = ma = ma n (at = 0, nebot’ pohyb je rovnomerny, v = konst.). Smer: F v = F n , 
tj. do stredu trajektorie hmotneho bodu; velikost: F v = muj 2 r = 0,2-4 2 -0,5N = 1,6 N; 

3. Sily = ? G; A =?. A = G + A —■> A = A ~ G. Smer A - viz obr. 2.32. Velikost: 

P k 2 = G 2 + F 2 - 2 GF V cos 0 F k = ^7F. = 1,83 N. 


2.4.6 Vzajemne translacni pohyby vztaznych soustav 

{1.2.3F} 

V teto casti budou vysetreny vztahy mezi polohovymi vektory, rychlostmi a zrychlenimi hmot- 
nych bodu ve dvou vztaznych soustavach konajicich vzhledem k sobe translacni pohyb. 
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2.4.6.1 Obecny translacni pohyb 

Necht’ se vztazna soustava S'(O', x', y',z', t') pohybuje vzhledem k soustave S(0, x, y, z, t) translac- 
nim pohybem (obr. 2.33). Osy soustavy S' sviraji pritom s osami soustavy S stale uhly. Pro easy 
t, t! v obou soustavach plat! t! = t. Uvazujme pritom o hmotnem bodu, ktery se pohybuje (obecne 
vzhledem k obema soustavam). Jeho trajektorie v S je v obr. 2.33 oznacena q. Oznacme po- 
stupne vektorove funkce udavajici polohovy vektor v soustave S, v soustave S' 

a polohovy vektor pocatku O' vzhledem 1 k S. 

Z obr. 2.33 je zrejme, ze v kazdem case plati 

{1.2-42} r(t) = R(t ) + r\t'), t = t'. (2.42) 

Derivujeme-li obe strany podle casu t(= t'), dostaneme 

{1.2-43} 

{ram-24} 

je rychlost hmotneho bodu v S (nekdy se nazyva „absolutni“ rychlost), 


v(t) = v 0 i(t ) + v (t). skladani rychlosti 

d r(t) 


(2.43) 


v(t) = - 


d t 


if(t) = 


dEft) 

dt' 


dr\t) 

dt 


je rychlost hmotneho bodu v S' (tzv. relativni rychlost) a 


%'(*) 


d R(t) 
dt 


je rychlost translacniho pohybu cele soustavy S' vzhledem k S (tzv. unasiva rychlost). 



Obr. 2.33: Popis pohybu hmotneho bodu ve vztaznych soustavach S(0, x, y, z, t) 
{obrl. 2-32} a x ': v ', t' = t). 


Vztah (2.43) vyjadruje dobre znamy zakon skladani rychlosti nerelativisticke fyziky. 
Derivovanim rovnice (2.43) podle casu dostaneme 

1 Rikame: Pocatek O' soustavy S'(O', x', y', z', t') se pohybuje po krivee s vzhledem k soustave S(0, x, y, z, t). 


& 
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{1.2-44} 

{ram-25} 


{1.2-45} 

{ram-26} 


a(t ) = a 0 > (t) + a' (t), skladam zrychlem 


(2.44) 


kde 


a(t) = 


d v(t) 
d t 


je zrychlem hmotneho bodu v S, 


a{t) = 


dv'(F) 


dP'(t) 

dt 


je zrychlem hmotneho bodu v S', 


a 0 '{t) = 


d v 0 '(t) 
d t 


je zrychlem pocatku O' vztazne soustavy S' vzhledem k S. 


2.4.6.2 Rovnomerny primocary translacni pohyb 

Ze vztahu (2.44) plyne: kona-li S' vzhledem k S rovnomerny primocary pohyb, nebo je-li vzhle¬ 
dem k S v klidu, je v Q >(t) = konst., tedy a ( y (t) = 0, takze 

a(t) = cl (t). zrychlenl hmotneho bodu v inercialnlch soustavach (2.45) 

Je-h soustava S inercialm a je-li zrychlem libovolneho volneho hmotneho bodu a(t) = 0, pak 
ze vztahu (2.45) plyne a'(t ) = 0, tj. kazdy volny hmotny bod se pohybuje rovnomerne primocare 
i v S'. Soustava S' je tedy rovnez inercialm. Tim je teoreticky odvozen vysledek, ktery jsme 
jiz uvedli jako experimentalm fakt: Inercialni vztazne soustavy konaji vzajemny rovnomerny 
translacni pohyb. 

Pohybova rovnice hmotneho bodu v jedne inercialni soustave S zni: 

ma = F v . 

Jak zni v druhe inercialm soustave S'? {Jvaha: 

1. Plati a! = a; 

2. Hmotnost je pri nerelativistickych rychlostech hmotneho bodu nezavisla na pohybu hmot¬ 
neho bodu, tedy: hmotnost hmotneho bodu v S'= hmotnost hmotneho bodu v S, tj. 
m! = m; 

3. Sily charakterizuji pusobeni realnych objektu na hmotny bod, proto se o nich v nerelati- 
visticke fyzice predpoklada, ze jsou v S' a S' stejne, tj. ze plati F' v = F v . Tedy 

ma = F v , a = a!,m = m', F v = Fy m'a! = Fy, 

coz znaci: Pohybova rovnice hmotneho bodu ma ve vsech inercialnich vztaznych sousta¬ 
vach stejny tvar. Odtud plyne, ze deje v mechanickych soustavach probihaji pri stejnych 
pocatecnich podminkach (polohach, rychlostech) a pri stejnem silovem pusobeni ve vsech 
inercialnich vztaznych soustavach stejne. Tento vysledek se nazyva z historickych duvodu 
Galileuv (neboli mechanicky) princip relativity. Jeho zobecneni na vsechny deje, nejen me- 
chanicke, formuloval A. Einstein. Je zakladnim postulatem teorie relativity (viz cast 3.1) 
na strane 168 tohoto textu). 
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2.4.7 Pohyb v neinercialmch soustavach 

{1.2.3G} 

Pri zkoumani mechanickych pohybu teles se zavadeji vztazne soustavy tak, aby popis a vysetro- 
vani deju bylo co nejjednodussi. Ukazuje se, ze nekdy jsou pro to vhodne i neinerciam vztazne 
soustavy. V techto soustavach neplati vztah F v = ma, ktery plat! v inercialnich soustavach. 
Vztahy mezi pusobicimi silami a zrychlenim jsou v neinercialmch soustavach slozitejsi. 

Hlavnim cilem nasich livah bude ukazat, ze pohybovou rovnici F v = ma lze pridanim vhod- 
nych clenu, jez maji vyznam setrvacnych sil, upravit tak, aby zustala v platnosti i v neinercialmch 
soustavach. Omezime se pritom pouze na jednoduche, avsak casto se vyskytujici pripady soustav 
uvedenych v nasledujicich castech 2.4.7.1 a 2.4.7.2. 

2.4.7.1 Neinercialm soustava vykonavajici nerovnomerny translacni pohyb 

{Nsvntpl} 

a) Formalni uvahy. Uvazujme o vztazne soustave S', ktera kona nerovnomerny translacni 
pohyb vzhledem k inercialni vztazne soustave S (viz obr. 2.33). Budeme zkoumat hmotny 
bod, ktery se pohybuje ucinkem sil o vyslednici F v vzhledem k obema soustavam S, S'. 
Rychlosti v, F hmotneho bodu a jeho zrychleni a, a' v soustavach S a S' jsou vazany vztahy 
(2.43), (2.44), tj. 

{1.2-46} v = v 0 i + F, a = a 0 ' + CL, (2-46) 

kde v Q t je okamzita rychlost a a 0 > okamzite zrychleni (pocatku O') soustavy S' vzhledem 
k S. Pohybova rovnice hmotneho bodu v soustave S a S': 


{1.2-47} 

{ra! 

n-27} 

S' 

S (inercialni) : ma = F v 

(neinercialm) : ma = F v — ► m(a 0 i + a!) = F v — > ma! = F v — ma 0 ', 

(2.47) 



tj- 



{1.2-48} 

{ra. 

n-28} 


ma 1 = F v + F* , pohybova rovnice v neinercialm soustave 

(2.48) 



kde 



{1.2-49} 

{rai 

n-29} 


F* = —ma 0 '. setrvacna sila 

(2.49) 


Poznamenejme, ze hmotnost m a sila F jsou v nerelativisticke fyzice veliciny nezavisle na 
volbe vztazne soustavy, jsou tedy v S a S' stejne. 

Rovnice (2.48) ma shodny tvar s rovnici (2.47), jestlize vehcinu F* = —mao prohlasime za 
silu; na prave strane rovnice (2.48) je pak soucet vsech sil. Tato sila se lisi od sil, jejichz 
vyslednice je oznacena F v tim, ze necharakterizuje pusobeni realnych objektu na hmotny 
bod, nybrz je zpusobena zrychlenym pohybem soustavy S'. Velicina F* je novy typ sily. 
Abychom ji odlisili od predeslych, nazveme ji sila setrvacna, zatimco ostatni sily budeme 
nazyvat sily skutecne (neboli „prave“). 

Shrneme provedeny myslenkovy postup: Postulujeme platnost pohybove rovnice pro hmotny 
bod ma = F i v soustave S'. Pak ke skutecnym silam je nutno pridat jeste silu setrvacnou 
F*. 
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Poznamenejme ihned, ze zavedenlm nazvu „skutecne slly“ pro sily, jez jsme definovali 
drive, nechceme rlci, ze sily setrvacne jsou neskutecne. Je to jen nazev, ktery jsme uzili 
v souhlase s literaturou. Sily setrvacne jsou svymi ucinky prave tak realne jako sily, ktere 
jsme nazvali „skutecne“. 

b) Fyzikalnl vyznam a uzitl setrvacne sily F* ukazeme na prlkladech: 

1. Ve vagone Vj rozjlzdejlclho se vlaku (soustava S'), ktery ma vzhledem k vodorovnemu 
povrchu Zeme (soustava S) v case t = 0 rychlost n o /(0) = 0 a stale zrychlenl a Q /, 
polozune na podlahu, o nlz predpokladame, ze je vodorovna a dokonale hladka, malou 
krychli (tj. hmotny bod). Vysetrlme jejl pohyb v S (obr. 2.34a) a S' (obr. 2.34b), kde 
S' je soustava dana vagonem: 

-— do' - m ~ao ! 

v 0 '(to) = o vo{to) = 0 




Obr. 2.34: Vyznam setrvacne sily F* v neinercialnl soustave S' spojene s vagonem, ktery se 
{obrl.2-33} pohybuje se zrychlenlm a Q / vuci inercialm soustave S spojene se Zeml. 

Soustava S: TYajektorie hmotneho bodu je bod, ponevadz jeho rychlost nejen v case 
t = 0 je 'c(O) = 0. Zrychlenl ma rovnez nulovou i svislou slozku. Na hmotny bod totiz 
pusobl tlhova slla G a slla Ni, kterou vyvozuje podlaha. V S tak plat! 

Ni + G = ma. 

Sily JVi, G jsou svisle a svisla slozka zrychlenl hmotneho bodu je rovna nule. Proto 
plat! Ni + G = 0. Vodorovna slozka zrychlenl hmotneho bodu je rovnez nulova. Tedy: 
a(t) = a = 0 —> v = konst., tj. krychle se v S pohybuje puvodnl, tj. nulovou rychlost!. 
Vagon ma ale v S zrychlenl a 0 >, tudlz se zadnl stena vagonu bllzl ke krychli. 
Soustava S': Pro pohyb hmotneho bodu v neinercialnl soustave plat! pohybova rovnice 

ma' = G + N\ + F* , 
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kde F* = —md 0 i. Jezto G+Ni = 0, plyne odsud ma! = F*, a' = —a 0 i (vagonek V 2 na 
obr. 2.34b). Pro pozorovatele v S' se krychle pohybuje zrychlene (nabyva zrychleni) 
ucinkem setrvacne sily F* smerem k zadni stene vagonu. 

2. Ve vagone V 2 na obr. 2.35 visi na vlakne kulicka (tj. hmotny bod), ktera je vuci 
vagonu v klidu. Vysetnme jeji pohybovy stav v S (obr. 2.35a) a S' (obr. 2.35b). 
Soustava S: TYajektorie kulicky je primka, po mz se kulicka pohybuje rovnomerne 
zrychlene se zrychlenlm a = a 0 r. Pusobl na ni tlhova slla G a vlakno silou Pi. Vy- 
slednice techto sil, G + F\, jl udeluje zrychlenl a = a 0 i, dane vztahem 

{1.2-50} G + F\ = ma 0 t. (2.50) 


Soustava S': Kulicka je v klidu, jeji trajektorie je (ve vagone na obr. 2.34b) bod, takze 
plat! a' = 0. Pohybova rovnice znl 

met = G + F-y + F*, 


kde F* = —md 0 '. Jezto plat! a! = 0, plyne odsud 0 = G + F\ — ma 0 i vyjadrujlcl, 
ze slly prave a setrvacne slly jsou v rovnovaze. Je to ovsem rovnice shodna s rovnicl 
(2.50), jenze se k m doslo jinak. 



Obr. 2.35: Dva pohledy z ruznych soustav na fyzikalnl dej ve vagonku V 2 naseho 
experimentalnlho vlaku, tentokrat nikoliv s kluzistem (ktere se nachazi ve vagonu V%), ale 
{obrl .2-34} s hmotnym bodem na zavesu. 

Ukol: Urcete smer a velikost sily F\ na obr. 2.34 pro m = 0,2 kg, as' = 3 m/s 2 . 
Resem: 

F\ = sjG 2 + (rna.s') 2 = 10N, a = arctan(mas/ /G) = 16,7°. 
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Poznamka: Jezto sila F\ ma stejny smer jako vlakno, je vlakno vychyleno od svisleho 
smeru o uhel a. 


{Nsvntp2} 


{obrl.2-35} 


2.4.7.2 Rovnomerne rotujici neinercialni soustava 

a) Formalm uvahy. Uvazujeme o pohybu hmotneho bodu, jenz se pohybuje na kotouci, ktery 
rovnomerne rotuje uhlovou rychlosti cJ v inercialm soustave S. Vztaznou soustavu spojenou 
s kotoucem oznacme S' (obr. 2.36). 



Obr. 2.36: Odstrediva F* = —mu 2 rn a Coriolisova Fq = -2m(w x F) setrvacna sila pusobici 
na hmotny bod m pohybujici se rychlosti F vzhledem k soustave S' pevne spojene s rotujichn 
kotoucem. 


Necht’ v case t je hmotny bod v bode P a necht’ ma v S' (tj. vzhledem ke kotouci) rychlost 
F. Lze dokazat 2 (zde to nebudeme dokazovat), ze jeho zrychleni a (v S), a' (v S') jsou 
dana vztahem 

{1.2-51} ma! = ma — mu 2 rn -2m(w x F). (2-51) 

Zde je r vzdalenost bodu P od stredu otaceni C, vektor ft je jednotkovy vektor ve smeru 
PC. 

V soustave S plati: ma = F v . kde F v je vyslednice skutecnych sil — zde vyslednice sily G 
a sily F\, kterou na hmotny bod pusobi kotouc, tj. F v = G + F\. Postulujeme-li platnost 
vztahu: ma' = soucet vsech sil pusobicich na hmotny bod v soustave S', 

{1.2-52} ma! = F v + F* + Fq, (2.52) 

kde 

{1.2-53} F* = —muFrn, se nazyva setrvacna sila odstrediva (2.53) 

{ram-30} 


2 Tuto pasaz lze najlt napr. v [25] nebo [26]. 
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{1.2-54} FQ = —2m(ujX'if). se nazyva setrvacna sila Coriolisova (2-54) 

{ram-31} 

Nazev „odstrediva sila setrvacna" je oduvodnen smerem teto sily (obr. 2.36). Coriolisova 
sila pusobi kolmo na w a na relativni rychlost if (obr. 2.36). Je-li if = 0, je Fq = 0. 
Rychlost if muze mit libovolny smer, nemusi byt kolma na u jako v obr. 2.36. Sila Fq se 
uplatnuje napr. pri pohybech na povrchu (rotujici) Zeme. 

{prl.2-7} KP 2.4-3- 

Na kotouci, ktery rotuje stalou uhlovou rychlosti uj = 4 s -2 kolem svisle osy v tihovem 
poli Zeme, je pripevneno male teleso (hmotny bod) o hmotnosti m = 0,1 kg ve vzdalenosti 
R = 50 cm od osy otaceni. Vysetrete pohyb hmotneho bodu v soustave S spojene se Zemi 
a v soustave S' spojene s kotoucem. Urcete: 

1 . TYajektorii hmotneho bodu; 

2. Zrychleni hmotneho bodu; 

3. Vyslednici sil pusobicich na hmotny bod; 

4. Sily pusobici na hmotny bod, a to vse v nekterem okamziku t\. Silu odporu vzduchu 
zanedbejte. 

{prl. 2-7a} ReSeni: 

a) V soustave S 

1. Trajektorie: kruznice se stredem v C (obr. 2.37). 

2. a miri do C a ma velikost a = v 2 /R = uj 2 R = ... = 8 m/s 2 ; 

3. F v = ma ; miri do C a ma velikost F v = mu 2 R = ... = 0,8 N; 

4. G - tihova sila; G = mg = ... = 1N; F^ - sila od kotouce; pro ni plati F v = G+F ^ 
F k = F v —G. Smer F k : tga = G/F v = .. ., a = ... Velikost F k : F k = y/F* + G 2 = 



{obrl.2-36} Obr. 2.37: Pfiklad KP 2.4-3. 

{prl.2-7b} 

b) V soustave S' 

1. Trajektorie: bod P ; 

2. a' = 0 (obr. 2.38); 


Copyright © 2005, tJFI FSI VUT v Brne 


70 










2.5. CASOVY A DRAHOVY UClNEK SILY 


{obrl.2-37} 


3 ■ Y,F = m « / = 0; 

4. £E = G + Fk + F*, G + F] i + F* = 0. Sily skutecne a setrvacna odstrediva sila 
jsou v rovnovaze. Pritom smer F* - viz obr. 2.38, velikost F* = mv 2 /R = mu 2 R. 
Tedy Fk = —(G + F*), obr. 2.38. Smer F^: tg/3 = G/F* = ...tga. Velikost: 
Fk = \JF * 2 + G 2 = \JF 2 + G 2 . vysledek je tedy stejny jako v soustave S. 



2.4.7.3 Ekvivalence sil skutecnych a setrvacnych 

r ivalenceSil} 

Setrvacne sily maji stejne ucinky jako sily skutecne: Udeluji telesum zrychleni, deformuji je 
atd. Pusobi na vsechna telesa a jsou umerny hmotnosti teles. Pozorovatel v uzavrene pohyblive 
laboratori oba typy sil nerozlisi. Sily setrvacne a skutecne jsou, pokud jde o ucinky, ekvivalentni. 
Rozdil mezi obema typy sil je pouze v tom, ze sily skutecne jsou zpusobeny telesy v nasem okoli 
a gravitacnim pusobenim teles slunecni soustavy, zatimco sily setrvacne zdanlive nemaji zdroj. 
Vetsina odborniku se dnes vsak priklani k nazoru, ze sily setrvacne jsou zpusobeny gravitacnim 
pusobenim vzdalenych vesmirnych objektu. Je-li tomu tak, pak se sily setrvacne a skutecne nelisi 
ani puvodem. Reste priklady KP 1.3-1 az KP 1.3-23 v textu Vybrane kapitoly z fyziky; KP 2.4-4 
az KP 2.4-8. 

2.5 Casovy a drahovy ucinek sily 

{Ucin^iSSl^} 

Tato cast se zabyva prechodem hmotneho bodu z jednoho pohyboveho stavu do stavu 
jineho. Tyto prechody probihaji v jistem casovem intervalu (ii, £2) a na urcite trajekto- 
rii pusobenim ruznych sil. Casovy ucinek sily je charakterizovan velicinou „impuls sily, 

J“. Impuls / spliiuje dulezity vztah I = p 2 ~ Pi- Drahovy ucinek sily je charakterizovan 
velicinou „prace, W“. Prace vyslednice sil pusobicich na hmotny bod spliiuje dulezity 
vztah W = Ek ,2 ~Ek t i, kde E\, je kineticka energie hmotneho bodu. Vztahy I = P 2 —pi, 

W = Kk,2 — Ek,i maji stejnou strukturu: Nalevo je velicina, ktera charakterizuje dej, 
kterym hmotny bod prechazi ze stavu 1 do stavu 2. Napravo je zmena velicin p. Ek 
charakterizujicich pohybovy stav hmotneho bodu. V zaveru odst. 2.5.1 je definovan 
vykon sily. 

Obecne uvahy o energii v casti 2.5.2 jsou velmi dulezite. 

Cil: I) Umet vztahy uvedene v rameccich, znat veliciny, pojmy a vysledky nachazejici 
se v tomto textu; 
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II) Definovat impuls sfly, ktera pusobf na hmotny bod. Vztah (2.59) odvodit nebo 
odvozem naznacit; 

III) Definovat praci konanou silou pusobfci na hmotny bod; 

IV) Definovat kinetickou energii hmotneho bodu. Zpameti vztah (2.70), vylozit 

jej; 

V) Vyslovit a vylozit definici vykonu; 

VI) Resit samostatne prfklady vyresene v tomto textu a priklady typu KP 1.4-1 
az KP 1.4-16 v textu Vybrane kapitoly z fyziky; KP 2.4-9 az KP 2.4-15. 

2.5.1 Impuls sily 

{ImpulsSily} ^ ^ 

1 . Definice I(At). Impuls sily I(At) je vektorova velicina, ktera charakterizuje casovy ucinek 
sfly F(t) pusobfci na teleso v casovem intervalu (ti, ^2) - Nejprve budeme definovat I (At) 
pro zvlastni prfpad, kdy platf F = konst., pote pro obecny prfpad. 



/////////////////////// 

{obrl.2-38} Obr. 2.39: Impuls I stale sfly F. 


Impuls I (At) stale (tj. casove nezavisle) sfly F pusobfci na teleso v casovem intervalu 
(ti,t 2 ) je vektorova velicina definovana vztahem 

I (At) = FAt = F(t 2 - h). (2.55) 

Ma smer sfly F a vehkost I (At) = F (t 2 — ti). Jednotka [/] je rovna [/] = N-s = 
kg-m-s _1 (obr. 2.39). 

Impuls (libovolne, obecne casove promenne) sfly F(t) pusobfci na teleso v casovem 
intervalu (ti,t 2 ) je definovan takto: Rozdelfme interval (ti,t 2 ) na elementarnf inter- 
valy delky At tak male, ze v kazdem z nich je priblizne F(t) = konst. Impuls sfly 
F v kazdem z techto intervalu je dan vztahem (2.55), tj. A I = FAt. Vsechny tyto 
impulsy secteme (obr. 2.40). V limite pro At —> 0 dostaneme 


{1.2-56} 

{ram-32} 

Impuls I zavisf jen na prubehu vektorove funkce F(t) v casovem intervalu (ti,t 2 ). 
Jeho jednotka je kg-m-s -1 . 

c) Strednf hodnota sfly F (tj. vektorove funkce F(t)) v casovem intervalu (ti,t 2 ) se 
oznacuje F st f(At) a je definovana vztahem 

Fstf(At) = £ 2 F(t)dt -» (2.57) 


/ = [ F(t) dt. impuls sfly 

(2.56) 

Jt ! 



a) 

{1.2-55} 

b) 


& 
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F sti (At)(t 2 


{1.2-57} 


- ij) = jT F(t)dt = I-> K;tf (At) = - 


stredni hodnota sily 
(2.58) 


{ram-33} 


{obrl.2-39} 



2. Veta o impulsu sily je nejdulezitejsi ze vztahu, v nichz se uziva impulsu. Zni takto: Necht’ se 
hmotny bod pohybuje v inercialm vztazne soustave S (obr. 2.41) ucinkem sil o vyslednici 
F v . V case ti necht’ ma hmotny bod hybnost pi. v case t 2 hybnost p 2 . Pak plati 




{1.2-58} 

rig ^ 

P2 ~ 'Pi = / F v (t)dt. veta o impulsu sily 

(2.59) 

{ram-34} 




p = Fy xt . I. impulsova veta (2.60) 

{ram-35} 



{obrl. 2-40} Obr. 2.41: K vete o impulsu sily. 


Dukaz: Oznacme p(t) vektorovou funkci casu, udavajici prubeh hybnosti hmotneho bodu 
v casovem intervalu {t\,t 2 ) v soustave S. Plati pro ni druhy Newtonuv pohybovy zakon 

= F y dp = F v dt (= d I). 

To znaci: zmena dp hybnosti p hmotneho bodu v casovem intervalu delky dt je rovna 
impulsu vyslednice sil, ktere na nej pusobi. Sectenim techto zmen v casovem intervalu 
(ti,t 2 ) dostaneme vztah (2.59). 
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{prl.2-8} 


{obrl.2-41} 


{1.2.4B} 


Vztahu (2.59) se uziva velmi casto v kombinaci se vztahem (2.58) k reseni pffkladu tohoto 
typu: 

KP 2.5-1- 

Mic o hmotnosti m = 400 g dopadl na pevnou stenu rychlosti v\ o velikosti v\ = 5 m/s 
a odrazil se stejne velkou rychlosti podle obr. 2.42a. Naraz trval po dobu At = r = 0,1 s. 
Urcete: 


(a) Zmenu hybnosti mice; 

(b) Stredni silu, kterou pusobila stena na mic; 

(c) Stredm silu, kterou pusobil mic na stenu. 



Resem: 

(a) A p =?, A p = P 2 — pi (obr. 2.42b). Smer: A p _L stena, velikost |Ap| = \Jp\ + — 2pip 2 cos (3 = 

^/2(0,4-5) 2 — 2(0,4-5) 2 cos 120° kg-m-s _1 = 3,46kg-m-s _1 ; 

(b) Fstf =?, Pstr = f/(t 2 - ti), Fstf = {P2 ~ pi)/(t 2 - ti) = A p/r. Smer: F sti tt A p, 
velikost: F stf = |Ap|/r ... = 34,6 N; 

(c) F a , rtf =?, Fs.stt = -Fsti- 
Dopliiujici ukoly: 

(i) Mekky mic se odrazi od sklenene tabule vitriny, aniz ji rozbije. Tvrdy mic o stejne 
hmotnosti a rychlosti jako mekky mic ji vsak rozbije. Vysvetlete. 

(ii) tJcinky narazu automobilu na prekazku se pro jeho posadku zmirhuji pridanim 
poddajne casti karoserie v predni casti automobilu. Vysvetlete. 


2.5.2 Obecne o energii 

Presto, ze hlavnim obsahem dalsi casti jsou uvahy o velicine, ktera se nazyva prace, zacneme 
hovorit o energii. Pohybujici se automobil ma kinetickou energii danou vztahem = ^rriv 2 . 
Jede-li do kopce, ziskava polohovou tihovou energii Eq = mgh. V jeho motoru, jehoz cinnost je 
nutna k rozjezdu, k jizde do kopce a k prekonavani sil odporu a treni, se meni chemicka energie 
pohonnych hmot v kinetickou a potencialni energii vozu. Navic se motor, automobil, okolni 
vzduch, povrch silnice zahrivaji, tj. zvetsuje se energie neusporadaneho pohybu jejich molekul 
neboli roste vnitrni energie latek, ktere se na deji podileji. 

Pojem, nebo presneji fyzikalni velicina „energie“ je znama: charakterizuje urcitym zpusobem 
telesa, soustavy teles nebo fyzikalni pole (napr. elektromagneticke vlny) v jejich stavech, jichz 
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nabyvaji pfi vsech moznych i kvalitativne velmi ruznorodych dejich. Podle toho o jake stavy se 
jedna — zda o polohy nebo o pohybove stavy atd. — hovofime o energii polohove, pohybove, 
jaderne, chemicke atd. 

Pfi fyzikalnich dejich a technickych procesech se jednak meni formy (druhy) energie (jeden 
druh energie pfechazi v jiny, napf. vuz jedouci z kopce: energie polohova —» energie kineticka + 
vnitfni), jednak pfi interakci dvou objektu (soustav) se energie jednoho z nich obecne zmensuje, 
druheho zvetsuje — soustavy si „pfedavaji“ energii. V hydrocentrale se proces zmensovani me¬ 
chanicke (tj. kineticke a potencialni) energie vody a soucasny rust elektricke energie generatoru 
a pfipojene site nazyva „vyroba“ elektricke energie. Tim, ze kazda soustava ma energii - velicinu 
uplathujici se ve vsech soustavach a pfi vsech ruznorodych dejich - tak tyto soustavy a deje tato 
velicina (energie) z jisteho hlediska sjednocuje - zvlaste, kdyz zkusenost ukazuje, ze plati: 

Zakon zachovani energie: 

Celkova energie libovolne izolovane soustavy je stala pfi vsech dejich, ktere v ni probihaji. 



(obrl. 2-42} Obr. 2.43: Zmeny a pfechody energie z jedne soustavy do druhe. 

Zmeny energie a pfechody energie z jedne soustavy do druhe jsou charakterizovany velicinami 
prace a teplo (obr. 2.43). Jestlize jedna soustava pusobi na druhou soustavu silou F (napf. plyn 
na pist motoru — obr. 2.44a, nebo teleso T na pruzinu, k niz je pfipevneno — obr. 2.44b) 
a pusobiste P se pfitom pohybuje, kona sila F praci. Tato prace se rovna (pfi pohybu pistu 
ve smeru sily) ubytku vnitfni energie plynu a pfirustku mechanicke energie pistu. Podobne 
v druhem pfipade je prace sily F rovna ubytku mechanicke (kineticke a tihove) energie telesa T 
a pfirustku elasticke energie pruziny. Jestlize vsak energie pfechazi z jedne soustavy do druhe pfi 
jejich styku v dusledku vzajemnych srazek jejich molekul konajici neuspofadany tepelny pohyb 
(obr. 2.45a) nebo formou teplotniho (elektromagnetickeho) zafeni, jez trvale vyzafuji vsechny 
latky, hovofime o tepelne vymene (energie). Energie, ktera pfejde z jedne soustavy do druhe 
tepelnou vymenou, se nazyva teplo. Tepelnou vymenou se budeme zabyvat v odst. 5.1. 

Ve vetsine pfipadu se vymena energie mezi soustavami uskutechuje soucasne formou prace 
i tepelnou vymenou. Casto vsak jedna z techto forem vymeny byva zanedbatelne mala. 
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{obrl.2-43} 


{obrl.2-44} 



irace W ///////// 


.. rt p 


A 


\ P v * 


///////// 

a) 

b) 


Obr. 2.44: Prechod energie z jedne soustavy do druhe konamm prace W. 


teplo Q 


^ 91 


tepelna vymena 


Obr. 2.45: Prechod energie z jedne soustavy do druhe tepelnou vymenou. 


2.5.3 Prace 

Ukazuje se, ze silovym pusobenim se prenasi energie z jedne soustavy do druhe tehdy, kdyz 
soucasne a) pusobiste sily se (v uvazovane vztazne soustave) pohybuje, b) sila ma nenulovou 
slozku ve smeru pohybu pusobiste. Definice veliciny prace, ktera se oznacuje W, k tomu prihlizi. 
Uvedeme nejprve definici pro jednoduchy pripad siloveho pusobeni, pote obecnou definici. ^ 

1. Prace stale sily pri primocarem pohybu pusobiste. Necht’ na teleso (napr. sane na obr. 2.46) 
pusobi (krome jinych sil) v jednom jeho bode (pusobisti Q) stala sila F. Pusobiste necht’ 
kona primocar y poh yb (jinak libovolne promenny) z bodu Pi do bodu P 2 . Posunuti puso¬ 
biste je vektor F\P 2 = s. Prace W sily F na useku P\P 2 je definovana vztahem 

{1.2-59} W = Fcosa\P^P 2 \, definice prace stale sily (2-61) 

{ram-36} 

kde a = Z(P, P\P 2 ). Jiny zapis 

{1.2-60} W = Fs cos a = F s s = F-s, (2.62) 

kde F s = F cos a je prumet sily F do smeru s. 

Informace: 

(a) Je-li 0° < a < 90°, je W > 0; a = 90° -*• W = 0; 90° < a < 180° -> W < 0. 

(b) Jednotka: [W] = N-m = 1 joule = 1 J(= kg-m 2 -s _2 ). 

(c) Pohyb je relativni, trajektorie pusobiste je v ruznych vztaznych soustavach ruzna. 

Tedy i prace je v tomto smyslu relativni, v ruznych vztaznych soustavach ma obecne 
ruznou hodnotu. 
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{obrl.2-45} 

{prl.2-9} 


{obrl.2-46} 

{1.2-61} 



Obr. 2.46: Priklad KP 2.5-2 — sily pusobici na sane. Prace sily F pri premisteni sanl z bodu 
Pi do bodu P 2 . 


KP 2.5-2- 

Pri deji znazornenem v obr. 2.46 je |Pi1 = 12m, a = 20°, fi = 10°, hmotnost sani 
m = 8 kg, F = 40 N, tecna slozka sily, kterou pusobi snih na sane (tj. sila treni), ma 
velikost Pi = 23 N. Urcete: 

(a) Praci W sily P; 

(b) Praci W\ sily Pi; 

(c) Praci Wq tihove sily. 

Resem: 

(a) W =?, W = Fs cos a = 40 N cos 20° 12 m = 451 J; 

(b) Wi =?, W\ = Pi cos(ZPi, P 1 P 2 ) s = 23N cos 180° 12 m = —276 J; 

(c) Wq =?, Wq = Gcos(ZG, P 1 P 2 ) s = Gscos(90° + (3) = 80-12 (— sin 10°) J = -167 J. 


2. Prace promenne sily pri obecnem pohybu pusobiste. Uvazujme o telese, ktere vykonava 
obecny pohyb a na ktere pusobi (krome pripadnych jinych sil) v jednom jeho bode Q sila 
P, ktera se (obecne) pri pohybu meni. Pusobiste Q necht’ se pohybuje v jednom smeru po 
trajektorii, kterou oznacime c (obr. 2.47a). Orientujeme ji ve smeru pohybu a zavedeme na 
ni drahovou souradnici s. Prace, kterou vykona sila P na liseku PiP2, je definovana takto: 
Rozdelime c na male elementy delky As a zavedeme prislusne vektory posunuti Ar, a to 
tak male, ze na kazdem z nich je sila P priblizne konstantni. Trajektorii c tak nahradime 
lomenou carou d (obr. 2.47b), ktera se lisi od c tim mene, cim jsou |Arj mensi. 



Obr. 2.47: Prace promenne sily pri obecnem pohybu pusobiste. 

Prace sily P na malem (elementarnim) useku Ar je dana vztahem (2.62), tj. je 
AW = FAr = Pcosa|Arj = P cos a As , 
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{1.2-62} 


{1.2-63} 


nebot’ |Ar| = As. V limite pro As —> 0 pak muzeme psat 
d W = F cos ads = F s ds. 


(2.64) 


Velicina F s je v ruznych bodech trajektorie ruzna, je funkci veliciny s, tj. F s = F s (s). 
V obr. 2.48a je tato zavislost znazornena krivkou C. Elementarm prace A IF dana vztahem 
(2.64), je umerna plosnemu obsahu jednoho vysrafovaneho prouzku (obdelnicku). 

Prace sily F na useku P 1 P 2 je priblizne rovna souctu vsech elementarnlch praci (2.63), tj. 

(2.65) 


W = = Ei cos Asi + F 2 cos a 2 As 2 + ... = ^ F-Ar. 


Definovana je (presne) jako limita souctu (2.65) pro As = Ar) —> 0, tj. jako Riemannuv 
integral (viz odst. 1.4) 


{1.2-64} 

{ram-37} 


/ S2 rs 2 rr 2 ^ 

F s (s)ds= / E(s) cos Q!(s) ds = / E-dr. definice prace (2.66) 
1 J si Jr% 

Zde jsme vyznacili, ze velicina F s i lihel a jsou funkcemi veliciny s. Dale: r\ a r 2 jsou 
polohove vektory bodu Ei,E 2 . Informace: 

F s a F s 4 





Cy 


eJ 



As 

y 




{obrl.2-47} 


Obr. 2.48: Geometricky vyznam prace sily E, jejiz prumet do smeru elementarniho posunuti dr 
je F s . 


(a) Velicina W, dana vztahem (2.66), je umerna plosnemu obsahu plochy pod krivkou C 
v obr. 2.48b. 

(b) Vypocet intgralu ve vztahu (2.66) vyzaduje v obecnem pripade casto dukladnou zna- 
lost integralniho poctu. Pro nas je dulezite zejmena to, ze jsou to v podstate soucty, 
znazornene plosnymi obsahy v diagramu typu obr. 2.48. Omezime se jen na vypocty 
matematicky dostupne. 

(c) Dulezita veta: Prace vyslednice nekolika sil pusobicich v jednom bode je rovna souctu 
praci jednotlivych sil. Tedy (E = Ei + E 2 + ... + F n ) —> (W = Wi + W 2 + ■ ■ ■ + W n ). 
Dukaz: Pri elementarnim posunuti Ar plati 

AW = F-Ar = (E 1 +E 2 +.. .+E n )-Ar = E r Ar+E 2 -Ar+.. .+E n -Ar = AWi+.. .+A W n . 

Celkova energie je rovna souctu elementarnlch praci. Secteme nejprve elementarm 
prispevky sily F\, tj. prispevky AI-Fi a dostaneme W\, pote secteme AIF 2 atd. Tim 
je uvedene tvrzeni dokazano. 
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Jeslize teleso vykonava translacni pohyb, plati analogicke tvrzenl i pro pripad, ze sily 
Fi, 2*2,..., F n nepusobi v jednom bode. To proto, ze vektory posunuti pusobist’ vsech 
sil jsou stejne. 


{prl.2-10} KP 2.5-3- 


Hmotny bod o hmotnosti m byl prenesen z bodu Pi (o vysce hi = 14 m) do bodu P 2 (o vysce 
h 2 = 6 m) po trajektorii c (obr. 2.49). Urcete praci, kterou pritom vykonala tihova sila. 

Re.se.ni: 


{1.2-65} 


rri rs 2 

Wq = / G-df= / Geos ads 

1 G cos a ds = mg \ 
lo, tedy d h < 0 , 
prepone |df|. Ted; 

M2 rh2 

Wq = / —mgdh = —mg / dh = — mg(h 2 — hi) = mgh\ — mgh 2 - (2.67) 

Jh-i Jhx 

To je vysledek, na nemz je pozoruhodne: Zacma-li trajektorie (kdekoliv) ve vysce h\ a konci-li 
ve vysce / 12 , pak prace tihove slly je Wq = mg {hi — h. 2 ), at’ ma trajektorie jakykoliv tvar. 


(d W =) Geos ads = mg |d/i| = —mgh. 

Pozn.: Na useku dr se h zmensilo, tedy dh < 0, takze |d/i| = — dh. Vztah |d/i| = cos ads 
plyne z pravouhleho trojuhelnlka o prepone |drj. Tedy 


{obrl.2-48} 



Pflklad KP 2.5-3. 

{prl.2-11} KP 2.5-4- 

Urcete praci vyslednice sil pusobicich na sane v obr. 2.46 (viz priklad KP 2.5-2) na useku P 1 P 2 . 
Reseni: 

Podle vety o praci vyslednice sil pusobicich na teleso pri translacnim pohybu plati pro praci 1U V 
vyslednice F v sil pusobicich na sane 

W Fv = W + W G + Wi + W 2 , 

kde W 2 je prace normalove slozky F 2 , tj. sily, kterou na sane pusobi naklonena rovina. Jezto 
F 2 T PiP 2 , je W 2 = 0 J• Veliciny W, Wq, Wi jsou vypocteny v KP 2.5-2, tedy po dosazeni 

W Fv = 451 J — 167 J — 276 J = 8 J. 
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{1.2.4D} 


{ 1 . 2 - 66 } 

{ram-38} 


{obrl.2-49} 


2.5.4 Kineticka energie hmotneho bodu, P k . 

V teto casti zavedeme fyzikalni velicinu „kineticka (neboli pohybova) energie hmotneho bodu, 
P k “ jakozto nejznamejsi typ (druh) energie. Je definovana vztahem (2.69). K teto definici jsme 
vedeni velmi dulezitym vztahem (2.68), ktery ma zakladni vyznam ve vsech uvahach o energii. 
Je to prvni ze vztahu mezi energiemi, praci a teplem, znazornenych schematicky v obr. 2.43, 
2.44 a 2.45. 

Zmineny zakladni vztah zni: Necht’ hmotny bod se pohybuje v inercialni vztazne soustave 
S (obr. 2.50) z bodu Pi do bodu P2 po libovolne trajektorii ucinkem ruznych sil. Necht’ F v je 
jejich vyslednice. Pak prace Wf v ,p 1 ->p 2 , kterou pritom vykona F v , je dana vztahem 

Wf v .p,-.p 2 = — ^mv\. zakladni vztah pro praci vyslednice sil (2.68) 

Zde v\ je velikost rychlosti hmotneho bodu v Pi, V 2 vehkost rychlosti hmotneho bodu v bode 
P2. Nejprve dukaz, potom komentar. 



Obr. 2.50: Prace vyslednice sil F v pri pohybu hmotneho bodu hmotnosti m po libovolne 
trajektorii. 


Dukaz: Orientujme trajektorii od Pi k P2 a zaved’me drahovou souradnici s (obr. 2.50). Podle 
definice (2.66) plati 


[A _ ^ rs 2 rs 2 rs 2 

r p vt p 1 - i p 2 = J F v dr = J F s ds = J ma s ds = J m—^ds. 


Zde jsme uzili vztahu: P v = ma (S je inercialni, P v vyslednice) —► F s = ma s , kde F s ,a s jsou 
prumety do orientovane teeny k trajektorii. Dale plati a s = dn s /dt, kde v s je drahova rychlost 
a dv s ,dt jsou diferencialy (odst. 1.4). Pak 

^ds = du s ^ =dv s v s , 
dt dt 

kde v s je drahova rychlost. Tedy 


Wf v ,Pi^P 2 


■jC 


mv s dv s = -mv 2 . = -rr, 


Jezto pro drahovou rychlost plati |u s | = |u| = v, dostavame vztah (2.68). 
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Co je na vztahu (2.68) pozoruhodne? To, ze k prechodu hmotneho bodu ze stavu 1, v nemz 
ma jeho rychlost velikost v\. do stavu 2 , v nemz je v = v^. je zapotrebi vykonat vyslednici sil 
vzdy stejnou praci Wf v ,p 1 ^p 2 - Tato prace nezavisi ani na poloze bodu Pi a P 2 , ani na tvaru 
trajektorie — zavisi jen na to, v%, 1)2 ■ Zname-li m, v±,V 2 , zname i Wp v ,p^p 2 . To umozhuje zavest 
novou fyzikalni velicinu Pk nazvanou „kineticka energie hmotneho bodu“ v uvazovane vztazne 
soustave defmicnim vztahem 

{1.2-67} 

{ram-39} 


{ 1 . 2 - 68 } 

{ram-40} 

Informace: 

1. Jednotky: [Pk] = kg-m 2 -s _2 ; 

2. Hodnota E k zavisi na volbe vztazne soustavy; 

3. Jestlize Wf v ,p 1 ^p 2 > 0, tj. kona-li vysledna sila F v kladnou praci, rychlost v se zvetsuje 
a Pk roste. Ke vzrustu Pk je tedy treba vykonat kladnou praci; 

4. Jeslize na hmotny bod pusobi jen sily zpusobene stykem s jinymi telesy, pak sily, kterymi 
pusobi hmotny bod na sve okoli, vykonaji pri pohybu hmotneho bodu z Pi do P 2 praci 
W' = -W = P k , 1 - P k)2 ■ 

5. Vztahy (2.68), (2.69), (2.70) i ostatni uvahy a informace plati i pro teleso konecnych 
rozmeru, ktere kona translacni pohyb. 


{prl.2-12} KP 2.5-5- 

Male teleso (hmotny bod) o hmotnosti m = 0,2 kg bylo vrzeno v bode Pi na povrchu Zeme 
rychlosti o velikosti v\ = 20 m/s sikmo vzhuru. V bode P 2 ve vysce /12 = 12 m melo rychlost 
o velikosti V 2 = 10 m/s. Urcete: 

1. Praci W v vyslednice sil pusobicich na hmotny bod na useku P 1 P 2 ; 

2. Praci tihove sily na useku P 1 P 2 ; 

3. Rozhodnete, zda na hmotny bod pusobila pri pohybu krome sily G jeste dalsi sila. Jestlize 
ano, uved’te ktera a urcete praci, kterou vykonala. 

Resem: 

1 . Wy =? Wy = P k ,2 - Pk,i = \mv\ - \mv\ = ... = -30 J; 

2. Wq =? Viz rovnice (2.67). Wq = mghi — mgh 2 = 0 — mgh 2 = ... = —24 J; 

3. Dalsi sila? W v ^ Wg, pusobila jeste dalsi sila, a to sila odporu vzduchu P Q . Pro praci W Q , 
kterou vykonala, plati 

Wy = W G + Wo —> Wo = Wy - W G = 30 J - 24 J = -6 J. 


Pk = ^ rrw 2 . definice kineticke energie hmotneho bodu (2.69) 

Tato velicina charakterizuje pohybovy stav hmotneho bodu. Z definicniho vztahu (2.69) a ze 
vztahu ( 2 . 68 ) plyne jeji nejdulezitejsi vlastnost, ktera je vyjadrena souvislosti prace vyslednice 
sil se zmenou kineticke energie 

Wp Vt p 1 ^p 2 = Pk,2 — Pk,i = APk . zakladni vlastnost kineticke energie (2.70) 
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Reste pffklady KP 1.4-1 az I\P 1.4-16 v textu Vybrane kapitoly z fyziky; KP 2.4-9 az KP 2.4-14. 


2.5.5 Vykon 

Vykon P je velicina, ktera charakterizuje rychlost, se kterou kona praci nejaka sila F (neboli 
rychlost, se kterou kona praci nejake zarizeni, napr. stroj, ktere na sve okoli pusobi silou F) 
v uvazovane vztazne soustave. 



/ 




{obrl.2-50} 


Obr. 2.51: Vykon sily F pri pohybu pusobiste rychlosti v. 


1. Definice vykonu 

Necht’ sila F kona praci behem urciteho casoveho intervalu. Prace, kterou vykona od zacatku 
deje, je funkci casu, W(t). 

a) Stredni vykon P s tf(At) sily F v casovem intervalu (t\. ^ 2 ) je definovan vztahem 


iW (At) = 


W(t 2 ) - W(t 1 ) 
h — h 


b) Vykon sily F v case t\ je definovan vztahem 


P(ti) = lim P sti (At) = lim 

V ’ At—>0 V ' t 2 ^ti 


w(t 2 ) - w(h) 

t2 — tl 


dw(h) 

d t 


2. Vyjadreni vykonu pomoci rychlosti pusobiste sily 

Necht’ pusobiste sily F se pohybuje v case ti v uvazovane vztazne soustave rychlosti v 
(obr. 2.51). Pak vykon teto sily v case t\ je podle definice 


^ , AW 

P = lim —— = 
At—>0 At 


F-Ar 

lim —-— = 
At— >0 At 


.. A r -> 

F- lim —— = F-v, 


At— >0 At 

kde Ar je posunuti pusobiste sily F v casovem intervalu (ti, t\ + At). Tedy 
P = F-v. 


Reste priklad KP 2.4-15. 

2.6 Gravitacm pole 

LvitacijliPaii} 

Nejprve jsou vylozeny obecne vlastnosti gravitacniho pole, pote je zavedena velicina 
„intenzita gravitacniho pole" a vysloven Newtonuv gravitacni zakon. V dalsi casti je 
vysetreno gravitacm pole z energetickeho hlediska. Je dokazano, ze gravitacni pole je 
konzervativni. Na zaklade teto vlastnosti gravitacniho pole je definovana potencialni 
gravitacni energie hmotneho bodu a potential gravitacniho pole. V posledni casti je 
podrobneji vysetreno gravitacm a tihove pole Zeme. 
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:nilnterakce} 


{1.2-69} 


I) Umet pouzit uvedene vztahy a zakony uvedene v rameccich, vysvetlit pojmy, 
veliciny a vysledky; 

II) Vylozit hlavni vlastnosti gravitacnich interakci, definovat a vysvetlit velicinu 
„intenzita gravitacniho pole“, vyslovit a vylozit Newtonuv gravitacni zakon; 

III) Vylozit pojem „konzervativni silove pole“, definovat potencialni energii hmot- 
neho bodu v gravitacnim poli a uzit ji k vypoctu prace gravitacnich sil. Defi¬ 
novat potencial gravitacniho pole; 

IV) Vysvetlit vlastnosti gravitacniho pole idealni a skutecne Zeme, vylozit sou- 
vislost gravitacni a tihove sily, vysvetlit vlastnosti tihoveho pole v blizkosti 
povrchu Zeme; 

V) Resit priklady resene v tomto textu a priklady typu KP 1.5-2 v textu Vybrane 
kapitoly z fyziky a KP 2.6-4 az KP 2.6-9. 

2.6.1 Newtonuv gravitacni zakon 

2.6.1.1 Gravitacni interakce 

Vysledky pozorovani a pokusu ukazuji, ze vsechny materialni objekty vytvareji (budi) ve svem 
okoli i ve svem vnitrku gravitacni pole. Toto pole se projevuje zejmena tim, ze pusobi na jine 
hmotne objekty silami, ktere se nazyvaji sily gravitacni. Vzajemne pusobeni teles prostrednic- 
tvim gravitacnich poll se nazyva gravitacni interakce. Je to jedno ze ctyr zakladnich pusobeni 
hmotnych objektu (viz odst. 2). Hovorime-li o hmotnych objektech, nemame na mysli jen ob¬ 
jekty latkove, sestavajici z atomu a molekul, nybrz i objekty s nulovou klidovou hmotnosti, napr. 
fotony, tj. castice elektromagnetickeho pole, neutrina, atd. Gravitacni pusobeni je univerzalni. 

Gravitacni pole kazdeho hmotneho objektu saha (teoreticky) do nekonecna a nelze jej odsti- 
nit. Jeho mohutnost se vsak s rostouci vzdalenosti rychle zmensuje, takze gravitacni pusobeni 
velmi vzdalenych objektu je vetsinou zanedbatelne male. Gravitacni interakce jsou ostatne ze 
znamych interakci nejslabsi. Napr. vzajemne gravitacni pusobeni objektu o hmotnostech srovna- 
telnych s hmotnosti lidskeho tela je velmi slabe a lze je zjistit jen citlivymi pristroji. Gravitacni 
interakce se neuplathuji ani ve svete atomu a atomovych jader. Presto vsak jsou gravitacni sily 
v dennim zivote nejbeznejsi, nebot’ zijeme na Zemi, tj. na telese s obrovskou hmotnosti. Ve svete 
planet, galaxii a v celem vesmiru maji gravitacni interakce dominujici postaveni: udrzuji pohro- 
made planetarni systemy i cele galaxie a ovliviiuji vyznamnym zpusobem vyvoj vsech vesmirnych 
objektu i vesmiru jako celku. 

K poznani zakladnich zakonitosti gravitacniho pole prispel rozhodujicim zpusobem I. Newton 
(1642-1727), ktery na zaklade tehdejsich poznatku o pohybu planet odvodil zakladni zakon 
gravitacniho pusobeni (rovnice (2.76)). V tomto stoleti to byl zejmena A. Einstein (1879-1955), 
ktery polozil zaklady obecne teorie relativity, jejiz podstatnou casti je teorie gravitacniho pole. 
Rada otazek gravitacnich interakci jeste neni vyjasnena. 

2.6.1.2 Intenzita gravitacniho pole, K g 

Presna mereni ukazala, ze gravitacni sily pusobici v urcitem bode P gravitacniho pole na ruzna 
mala telesa o stejnych hmotnostech, zhotovena vsak z ruznych latek (drevo, ocel atd.), jsou 
stejne. Dale, ze tyto sily jsou umerne hmotnostem teles, tj. ze plati 

F g - m, (2.71) 


& 
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kde F g je gravitacni sila amje velicina, ktera vystupuje v druhem pohybovem zakone F v = ma, 
tj. hmotnost telesa. Vztah (2.71) vyjadruje prirodni zakon a neni samozrejmy: mohlo by se totiz 
stat, ze gravitacm sily pusobici na 1 kg oceli a na 1 kg vody by byly ruzne. Pak by bylo nutno 
zavest tzv. gravitacm hmotnost, ktera by byla pro zminena telesa ruzna. Na zaklade ponekud 
slozitejsich livah, ktere zde nebudeme uvadet, se vyslovuje uvedeny zakon vyrokem „gravitacni 
hmotnost je umerna setrvacne hmotnosti“. 

Poznamenejme jeste, ze sila F„ nezavisi na pohybu hmotneho bodu. Z uvedeneho vztahu 
(2.71) plyne, ze vektorova velicina F g /m nebude jiz zaviset na hmotnosti uvazovaneho hmotneho 
bodu. Zavisi ovsem na mohutnosti gravitacniho pole v bode P a tedy toto pole po strance silovych 
ucinku v bode P charakterizuje. To vede k tomu, ze definujeme v obecnem bode P gravitacniho 
pole vektorovou velicinu K g . zvanou intenzita gravitacniho pole vztahem 



p 


{1.2-70} 

{ram-41} 

K„ = — intenzita gravitacniho pole 
& m 

(2.72) 


kde F g je gravitacm sila pusobici v bode P na libovolny hmotny bod o hmotnosti m. 
Informace: 


1. K g je vektorova velicina, ktera ma stejny smer jako F g . Jednotka: [K g \ = m/s 2 ; 

2. Jestlize je vztazna soustava, v niz gravitacm pusobeni zkoumame, inercialni a jestlize na 
hmotny bod pusobi jen sila gravitacm, ma hmotny bod v bode P zrychleni a g = Fg/m. 
Srovnanim se vztahem (2.72), dostaneme K g = a g . 


Gravitacm pole, v jehoz vsech bodech je K g stejne, se nazyva homogenni, jinak je neho- 
mogenni. Jestlize se K g s casern nemeni, nazyva se pole stacionarni. Na zaklade dosavadnich 
poznatku soudime, ze zmeny gravitacniho pole se jim siri rychlosti c, podobne jako zmeny pole 
elektromagnetickeho a ze gravitacni interakce jsou zprostredkovany „polnimi“ casticemi, ktere 
nazyvame gravitony. Gravitacm pole znazorhujeme nekdy prehledne graficky gravitacnimi si- 
locarami. Jsou to orientovane krivky, jejichz orientovana tecna v libovolnem bode silocary ma 
smer prislusneho vektoru K g . Na obr. 2.52 a obr. 2.53 jsou zakresleny plnymi carami silocary 
gravitacniho pole Zeme a soustavy Zeme-Mesic. 



{obrl 2-51} Obr. 2.52: Silocary gravitacniho pole Zeme (orientovane primky smerujici do jejiho stredu). 

Superpozice gravitacnich poll Z experimentu plyne, ze dva hmotne objekty Zy. budi 
gravitacm pole, jehoz intenzita K g v obecnem bode P je dana vztahem 

{1.2-71} K g = K gt i + K gi 2 , zakon superpozice (2.73) 

{ram-42} 

kde F gi i, K gt 2 jsou intenzity gravitacnich poll, ktere by buddy zdroje Z\. Z 2 samostatne (obr. 2.54). 
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{obrl.2-52} 


{obrl.2-53} 


{1.2-72a} 
{ram-43} 

{1.2-72b} 
{ram-44} 



Obr. 2.53: Silocary gravitacniho pole soustavy Zeme - Mesic (orientovane krivky). 


To znaci: Zdroje se v buzeni gravitacnich poll neovlivhuji a jejich pole se prekladaji (superponuji). 
Analogicky vysledek plat! pro libovolny pocet zdroju. Nazyva se zakon superpozice gravitacnich 
poll. 



Obr. 2.54: Zakon superpozice gravitacnlch poll. 


2.6.1.3 Newtonuv gravitacni zakon. 


Zakladni zakon gravitacni interakce zni: Hmotny bod Hi o hmotnosti mi (obr. 2.55) budi gravi¬ 
tacni pole, ktere pusobi na hmotny bod H 2 o hmotnosti rn 2 ve vzdalenosti r silou F g o velikosti 


mim 2 , T 0 . ^ 

Fg = k — 2 —> Newtonuv gravitacni zakon 

(2.74) 

ktera lezl ve spojnici HiH 2 a je orientovana smerem k H\. Pole buzene hmotnym bodem H 2 
pusobi na Hi silou F' g , pro niz plati 

F' s = —F g . Newtonuv gravitacni zakon 

(2.75) 


Konstanta k se nazyva gravitacni konstanta. Jeji (experimentalne zjistena) hodnota je k = 
6,670 • 10 -11 Nm 2 kg -2 . 

Vztah pro silu F g lze zapsat ve vektorovem tvaru 
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r 



{obrl.2-54} 


|f°| = 1 

Obr. 2.55: K Newtonovu gravitacnimu zakonu. 


{1.2-73} 

{ram-45} 



. mim y 

' r 2 


Newtonuv gravitacm zakon 


(2.76) 


kde r° = obr. 2.55. Zakon nazvany Newtonuv gravitacm zakon lze vyslovit 

strucne: Dva hmotne body se pritahuji stejne velkymi silami o velikosti dane vztahem (2.74). 
Informace: 

1. Platnost gravitacniho zakona, ktery vyvodil Newton rozborem pohybu planet kolem Slunce, 
byla overena astronomickymi mefenimi, studiem pohybu druzic i experimenty v labora¬ 
tories Naopak ze vztahu (2.74), (2.75) lze s uzitim pohybovych rovnic urcit teoreticky 
trajektorie planet i zakonitosti jejich pohybu, z nichz nektere vyvodil J. Kepler na za- 
klade astronomickych pozorovani jeste pred Newtonem (tri Keplerovy zakony). Nejvetsim 
uspechem a potvrzenim Newtonova gravitacniho zakona bylo predpovedni existence, teo- 
reticke urceni polohy a objeveni osme planety Slunce, planety Neptuna. Vypocty provedl 
r. 1840 U. Leverrier na zaklade studia malych odchylek drahy planety Uranu od elipticke 
trajektorie, po niz by se Uran pohyboval jen ucinkem gravitacniho pusobeni Slunce. 

2. Zakon vyjadreny vztahy (2.74), (2.75) plati tehdy, jsou-li hmotne body v klidu nebo kdyz 
se pohybuji rychlostmi mnohem mensimi nez je rychlost svetla. Pri velmi rychlych (relati- 
vistickych) pohybech se uplathuji jevy zpozdeni zpusobene konecnou rychlosti sireni zmen 
gravitacniho pole. 

3. Gravitacni sily, jimiz na sebe pusobi dve telesa Ti,T 2 obecneho tvaru a ktere tudiz nelze 
dale povazovat za hmotne body (tj. telesa, jejichz linearni rozmery nejsou zanedbatelne 
male vzhledem k jejich vzdalenosti), nelze urcit prostym uzitim vztahu (2.76), (2.75). 
Vzdyt’ pro takova telesa — napr. pro dva vedle sebe stojici domy — neni velicina r ve 
vztahu (2.76) vubec definovana. Gravitacm sily F g pusobici na T\ lze urcit napr. takto: 
Obe telesa Ti.T^ si predstavime rozdelena na tak male elementy, ze je lze povazovat za 
hmotne body. S uzitim vztahu (2.76), (2.75) urcime gravitacm sily, jimiz na sebe navzajem 
pusobi libovolne dva z techto elementu. Pote secteme (vektorove) vsechny sily, ktere pusobi 
na vsechny elementy telesa T\. Tim ziskame hledanou gravitacni silu F g . Tento postup je 
v obecnem pripade matematicky velmi narocny. 

Lze vsak dokazat — a to bud’s uzitim uvedeneho postupu nebo podstatne snadneji s uzitim 
postupu, jimz se dokazuje tzv. Gaussuv zakon elektrostatiky (viz [9], 1.2), tento dulezity 
vysledek: Dve koule o hmotnostech mi,m 2 , v nichz je hmotnost rozlozena s kulovou sy- 
metrii (obr. 2.56), napr. tedy i dve homogenni koule, jejichz stredy jsou od sebe vzdaleny 
o r, pusobi na sebe gravitacnimi silami danymi vztahy (2.74), (2.75). Tento vysledek je 
dulezity zejmena pro gravitacni pole Zeme. 

4. Intenzita gravitacniho pole hmotneho bodu a koule se soumerne rozlozenou hmotnosti. 
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{obrl.2-55} 


Obr. 2.56: Dve homogenni koule, jejichz stredy jsou od sebe vzdaleny o r, pusobi na sebe 
gravitacnimi silami danymi vztahy (2.74) a (2.75). 


{1.2-74} 


Oznacime-li hmotnost M, plyne ze vztahu (2.72) a (2.76), ze intenzita K g ve vzdalenosti 
r od hmotneho bodu nebo ve vzdalenosti r od stredu koule v jejim vnejsku (tj. pro r > R, 
obr. 2.57) je dana vztahem 




M 


(2.77) 


{obrl.2-56} 


Pro velikost Kg dostavame K g = nM/r 2 . V obr. 2.57 je zakreslen krivkami k\. h :2 prubeh 
veliciny K g pro homogenni kouli. Vne koule je to krivka k\. Lze dokazat, ze uvnitr koule 
je to cast primky (^ 2 )- 



Obr. 2.57: Zavislost velikosti vektoru intenzity gravitacniho pole K g na velikosti vzdalenosti r 
od stredu koule se symetricky rozlozenou hmotou. 


5. Silove pole, v nemz pusobi na male (bodove) teleso sily, ktere miri do jednoho bodu C, se 
nazyva centralni silove pole. Bod C se nazyva centrum. Gravitacni pole homogenni koule 
je tedy centralni. 


{prl. 2-13a} KP 2.6-1 - 

Urcete hmotnost Zeme za predpokladu, ze je to nerotujici homogenni koule (idealni Zeme) 
o polomeru Rz = 6,37 • 10 6 m a ze gravitacni zrychleni na jejim povrchu je a g = 9,8m/s 2 (= g ). 
Re.se.ni: 

Ze vztahu a g = K g a (2.77) plyne 

a g = kMz/Rj, ^M z = CLgRz/n = 9,80 • (6,37 • 10 6 ) 2 /6,67 • 10" 11 kg = 5,96 • 10 24 kg. 
Pozn.: tabulkova hodnota Mz = 5,974 • 10 24 kg. 
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2.6. GRAVITACM POLE 


2.6.2 Gravitacm energie 

V teto casti budeme uvazovat o gravitacnich polich buzenych telesy, ktera jsou v klidu v nektere 
inercialni vztazne soustave S, nebo ktera se vzhledem k m pohybuji pomalu. Takova gravitacm 
pole se nazyvaji staticka nebo kvazistaticka. 

2.6.2.1 Prace sil gravitacniho pole 

Pohybuje-li se hmotny bod v gravitacnim poli vzhledem ke vztazne soustave, v niz jsou zdroje 
gravitacniho pole v klidu (napr. druzice v poli Zeme), konaji gravitacm sily praci. Jednou z nej- 
dulezitejsich vlastnosti gravitacniho pole (kterou dokazeme) je, ze velikost teto prace je pri 
premisteni hmotneho bodu z nejakeho bodu Pi do libovolneho bodu P 2 zavisla pouze na poloze 
bodu Pi,P 2 , nikoliv vsak na tvaru trajektorie. V obr. 2.58 jsou tedy prace gravitacnich sil na 
trajektoriich t\ a t -2 stejne. 

P 2 


Pi 

Obr. 2.58: Hodnota prace gravitacnich sil pri premisteni hmotneho bodu o hmotnosti m 
{obrl .2-57} z bodu Pi do bodu P 2 nezalezi na tvaru trajektorie oba body spojujici. 




Obr. 2.59: K vyjadreni prace gravitacm sily (ktera je buzena hmotnym bodem mo a pusobi na 
hmotny bod m), ktera byla vykonana pri premisteni hmotneho bodu m z bodu Pi do bodu P 2 . 

{obrl.2-58} 


Dukaz: 


a) 


V gravitacnim poli buzenem hmotnym bodem mo (jenz je v S v klidu, viz obr. 2.59) necht’ 
se premisti hmotny bod m po trajektorii t z bodu Pi do P 2 . Gravitacm sila P g , ktera na 
nej pusobi, vykona praci 


W^ 2 = 


l 


dW, 


kde 


dW = P g • dr = — P g |drj cos a = —k m ° dr , 


protoze 


|drj cos a = dr 
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2.6. GRAVITACNI POLE 


{1.2-75} 

{ram-46} 

Dulezity vysledek: W \^2 nezavisi na tvaru trajektorie. Vztah (2.78) plati i v pripade, ze je 
gravitacni pole buzeno homogennl kouli o hmotnosti mo- Pritom r je vzdalenost hmotneho 
bodu od stredu koule. 


(viz trojuhelmk ABC). Tedy 

u/ r m ° m 

Wi - 2= L 


(2.78) 


b) Obecne gravitacni pole lze interpretovat jako pole vznikle superpozici gravitacnich poll 
hmotnych bodu, na nez lze zdroj obecneho pole rozlozit. Sila, kterou pusobi na hmotny 
bod vysledne pole, je rovna souctu sil od techto elementarnich poll. Dale: prace vyslednice 
sil je rovna souctu praci jednotlivych sil. Avsak prace techto jednotlivych sil podle (2.78) 
nezavisi na tvaru trajektorie. Tedy ani vysledna prace nezavisi na tvaru trajektorie. 
Vysledek: 

Prace Wi^2, kterou vykonaji gravitacni sily pusobici na hmotny bod pri jeho premisteni 
z bodu Pi do P 2 , nezavisi na tvaru trajektorie C, tj. integral 

fP 2 ^ fPi ^ 

{1.2-76} Wi —,2 = I F s ■ dr = m / K g ■ dr (2.79) 

JP\,C JPi,C 

nezavisi na tvaru krivky C. Premisti-li se hmotny bod po uzavrene krivce C, tj. vrati-li se 
do vychoziho bodu Pi, urcime praci gravitacnich sil takto: Volime na C dalsi bod P 2 , tim 
rozdelime C na dve casti C', C": C ... P 1 P 2 , C" ... P 2 P 1 . Prace W, vykonana gravitacnimi 
silami nacele krivce C, je danavztahem W = l , Pi^ 2 .C' + Ik^i.C" = l'l / i^ 2 ,C' — l'Pi^ 2 ,C"' = 
0. Tedy 


{1.2-77} 

w= l 

Fg ■ dr = rri ® K g ■ dr = 0. konzervativnost grav. pole 

(2.80) 

{ram-47} 

Jc 

Jc 



Silove pole, ktere ma tu vlastnost, ze prace sil, jimiz pusobi na pohybujici se hmotny bod, 
zavisi jen na pocatecni a vysledne poloze hmotneho bodu v poli (nikoliv vsak na tvaru 
trajektorie), se nazyva konzervativni silove pole. Nutna a postacujici podminka pro to, 
aby silove pole F(x,y, z) bylo konzervativni, zrejme je 

{1.2-78} ® F ■ dr = 0, podminka konzervativnosti siloveho pole (2-81) 

JC 

{ram-48} 

kde C je libovolna uzavrena krivka. Obecne gravitacni pole je tedy (vzhledem k platnosti 
rovnice (2.80)) konzervativni. 


2.6.2.2 Gravitacni energie hmotneho bodu 

Na zaklade vysledku predesleho odstavce muzeme vyslovit definici gravitacni potencialni energie 

Eg. 
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2.6. GRAVITACNI POLE 


Gravitacm potencialni energie hmotneho bodu (kratce: gravitacni energie hmotneho bodu) 
v obecnem bode P obecneho gravitacniho pole (buzeneho hmotnymi objekty lezicimi v konecne 
vzdalenosti od bodu P ), je definovana takto: 

1. V referencmm bode Po —> oo (v nekonecnu) je podle definice 

{1.2-79} E s (oo) = 0; (2.82) 


2. V obecnem bode P je 

E g (P) = -W Po ^p = Wp^ Po = W P ^ 0 o(= m J°° K s ■ dr), 

kde W P ->00 je prace, kterou vykonajl gravitacni sily pusobici na hmotny bod pri jeho 
premisteni z bodu P do oc po libovolne krivce (obr. 2.60) a kde K g je intenzita gravitacniho 
pole. 

dD 



{obrl.2-59} 


Obr. 2.60: Prace gravitacnich sil pusobicich na hmotny bod m pri premisteni tohoto hmotneho 
bodu z bodu P do Pq —> oo, ve kterem je zvolena E g = 0. 


Gravitacm energie hmotneho bodu o hmotnosti m v gravitacnim poli jineho hmotneho bodu 
o hmotnosti mo nebo homogenni koule v jejim vnejsku. 

V bode P (obr. 2.61) ma hmotny bod gravitacni energii danou vztahem (2.82). Pritom 
Wp-y oo je dano vztahem (2.78), kde r\ = r a r 2 —*■ oo. Tedy 

{1.2-80} .Eg(P) = Wp^ = —k, 1710171 . grav. energie dvojice hmotnych bodu (2.83) 

{ram-49} 

Vsimneme si: E g je zaporna, s rostoucim r roste, pro P —> oo je E g —> 0. Energii E„ danou vzta¬ 
hem (2.83) lze interpretovat i jako gravitacni energii soustavy „koule + hmotny bod“. Vysledek 
plati i pro dve koule nebo dva hmotne body. 

{pri. 2-13b} KP 2.6-2 - 

Urcete: 

1. Silu, kterou pritahuje Zeme Mesic; 

2. Intenzitu gravitacniho pole Zeme v oblasti Mesice; 

3. Zrychleni Mesice v geocetricke soustave; 

4. Gravitacni energii soustavy „Zeme + Mesic". 

Resem: 
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{obrl.2-60} 



Obr. 2.61: Gravitacm energie E g soustavy „koule o hmotnosti mo + hmotny bod m u v bode P 
(nachazejici se mimo kouli). 


1. F g =? Je orientovana do stredu Zeme. Ma velikost F g = k Mz 2 Mm . Dosadime hodnoty 
z tabulek na strane 401. F g = 1,99 • 10 2O N; 

2. K g =? K g tt -F gJ K g = = ... = 2,70 • 10" 3 m/s 2 ; 

3. a =? a = K g , 

4. E g =? E g = = ... = -7,62 • 10 28 J. 


2.6.2.3 Potencial gravitacniho pole 

Gravitacm pole lze charakterizovat nejen intenzitou gravitacniho pole K„. nybrz i skalarni veli- 
cinou (p g nazvanou potencial gravitacniho pole. Pri jeji definici vychazime z toho, ze podle (2.82) 
je gravitacm energie E g hmotneho bodu v libovolnem bode P gravitacniho pole urnerna jeho 
hmotnosti m. Skalarni velicina E g /m tedy na m nezavisi. Potencial gravitacniho pole ip g v jeho 
obecnem bode P definujeme vztahem 

{1.2-81} 

{ram-50} 

kde E g je gravitacm energie hmotneho bodu o (libovolne) hmotnosti m v bode P. 

Informace: 

1. Jednotky: [</? g ] = J • kg -1 ; 

2. Fyzikalni vyznam: Volime-li m = 1kg, je {^ g } = {W g }, tj. ciselne ...; 

3. Z predeslych uvah vyplyva, ze pro ip g plati zakon superpozice: Potencial tp g pole buzeneho 
zdroji Z \, Z 2 , ■ • • je dan vztahem tp g = ^g,i + ^g ,2 + • •kde ip gt 1 , <p s> 2 , ■ ■ ■ jsou potencialy 
gravitacnich poll, ktere by buddy jednotlive zdroje Fi, Z 2 ,..., kdyby existovaly samo- 
statne; 

4. Potencial gravitacniho pole hmotneho bodu. Podle (2.84) a (2.83) je potencial (p g v bode 
P gravitacniho pole buzeneho (hmotnym bodem o hmotnosti mo) dan vztahem 


potencial gravitacniho pole 


(2.84) 


{1.2-82} 


E g 1 / rrirriQ \ mo 

m m V r ) r 


(2.85) 
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Zde m je hmotnost jineho hmotneho bodu, vlozeneho do bodu P a E g jeho gravitacni 
energie v poli, vytvorenem hmotnym bodem mo. Vztah (2.92) plati i pro gravitacm pole 
buzene homogenni kouli (napr. idealni Zemi) v jejim vnejsku. 

5. Hladina stejneho potencialu (tez ekvipotenciala) gravitacniho pole je plocha, na niz ma 
potencial ip g vsude stejnou hodnotu. V gravitacnim poli buzenem hmotnym bodem, v nemz 
je cp g dano vztahem (2.85), jsou hladiny potencialu soustredne kulove plochy (r = konst.). 
Hladiny potencialu jsou vsude kolme na gravitacm silocary (viz obr. 2.52, 2.53). 

6 . Ze zakona superpozice gravitacnich poli plyne, ze gravitacm energie hmotneho bodu v gra- 
vitacnim poli buzenem nekolika zdroji (napr. Slunce + Zeme + Mesic + ...) je dana 
vztahem 

Eg = E gi i + Eg 2 + ... + Eg tD , 

kde E gt i,E gt 2 , ■ ■ ■ jsou gravitacm energie, ktere by hmotny bod mel v jednotlivych gravi- 
tacnich polich. 


Praci gravitacnich sil pusobicich v obecnem gravitacnim poli na hmotny bod pri jeho pre- 
misteni z bodu Pi do P 2 lze vyjadrit takto (obr. 2.62) 

(1 ■ 2-83} W^2 = Wi^oo - W 2 ^ 00 = E & i - Eg :2 . (2.86) 

Uzili jsme definicniho vztahu (2.82). Pomoci potencialu — rovnice (2.84) — lze praci vyjadrit 
takto 

{1.2-84} Wi ^ 2 = E gt i - E gt 2 = m(<pg,i - ^ g)2 ). (2.87) 

O 


O 

Obr. 2.62: K odvozeni prace gravitacnich sil pusobicich v obecnem gravitacnim poli na hmotny 
bod o hmotnosti m pri jeho pfemistem z bodu P\ do bodu P 2 vyjadrena pomoci potencialnich 
{obrl 2-61} energii E g j, E g _ 2 a potencialu <p g ,i, <p g ,2 urcenych v bodech Pi, resp. P 2 . 

{pri. 2-14} KP 2.6-3- 

Druzice o hmotnosti m = 4 000 kg, ktera se puvodne pohybovala ve vysce h = 4 000 km, pristala 
na Zemi. Urcete: 

1. Gravitacni energii druzice 

a) ve vysce h, 

b) na Zemi; 

2. Praci, kterou vykonala gravitacm sila pri sestupu druzice. 

Resem: 

1, a) E g , 1 =?£ g , 1 = -«^ = ... = -l,54.10“J, 
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{1.2-85} 


{ 1 . 2 - 86 } 


{1.2-87} 


b) E & 2 =? £ g ,2 = = ... = -2,50 • 10 11 J; 

2. IF =? W = E sA - E g} 2 = 9,6 • 10 10 J. 


2.6.3 Gravitacm pole Zeme 
2.6.3.1 Idealni Zeme 

predstavuje nerotujici kulove soumerne teleso o polomeru Rz = 6,37 • 10 6 m. Gravitacm sila F g 
pusobici na hmotny bod rn na povrchu Zeme je centralni a ma velikost 


_ M z m 
g ~ K Rl ' 

Gravitacm zrychleni a g miri rovnez do stredu Zeme a ma velikost 


a g — 


Fg M z 
m~ K R\~ 


.. = 9,80m/s 2 (= g). 


( 2 . 88 ) 


Gravitacm energie hmotneho bodu ve vzdalenosti r(> Rz) od stredu Zeme je dana vztahem 




mMz 

r 


(2.89) 


2.6.3.2 Skutecna Zeme 

ma tvar baiiate hrusky s vystouplym severnim polem. Gravitacm sily F g pusobici na hmotny 
bod i gravitacm zrychleni jsou v ruznych mistech povrchu Zeme (vzhledem ke zminovanemu ne- 
rovnomernemu rozlozeni hmoty) ruzne velke a nejsou presne centralni. Oznacime-li ap gravitacm 
zrychleni na polu a ap gravitacm zrychleni na rovniku, plati 

ap — or = 0,018 m/s 2 . 

Tyto vysledky byly ziskany v posledni dobe na zaklade zkoumani pohybu druzic Zeme. 
Vzhledem k tomu, ze Zeme v geocentricke vztazne soustave rotuje, je neinercialni vztaznou 
soustavou a na telesa na jejim povrchu pusobi i setrvacne sily. Jezto rotace Zeme je (temer) 
rovnomerna, pusobi na klidny hmotny bod na jejim povrchu ze sil setrvacnych jen setrvacna sila 
odstrediva 3 F* o vehkosti F* = mv 2 /r. Na rovniku je r = Rz, v = 465 m/s. Soucet sil F g a F* 
se nazyva tihova sila nebo tize nebo tiha. Znaci se G (obr. 2.63): 

G = F g + F*. (2.90) 

Ma nejvetsi velikost na polech ( G = F g ), nejmensi na rovniku (G = F g — F*). 

Rozdil vehkosti tihoveho zrychleni g definovaneho vztahem 

_ G 

9= m 

na severnim polu a na rovniku je gp — gn = (9,832 1 — 9,779 9) m/s 2 = 0,052 2m/s 2 . 

Fyzikalni pole, ktere se projevuje tihovymi silami, se nazyva tihove pole. 

3 Lze ji rovnez vyjadrit vztahem F* = —muj X (a; x R), kde R je polohovy vektor hmotneho bodu v soustave 
spojene se stredem Zeme. 


& 
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{obrl.2-62} 


{TihovaSila} 

{ 1 . 2 - 88 } 

{1.2-89} 

{1.2-90} 

{1.2-91} 



Obr. 2.63: Tihova sila G je dana vektorovym souctem gravitacni sily F g a odstredive setrvacne 
slly F*. 


Ke vztahu (2.90) poznamenejme, ze sila G je soucet gravitacni sily F g tj. sily skutecne 
a setrvacne sily F* (ktera se nekdy povazuje za neskutecnou, zdanlivou). Scitani sil ruzneho typu 
je opravnene proto, ze z hlediska ucinku neni mezi silami skutecnymi a setrvacnymi rozdil. Nadto 
je velmi pravdepodobne, ze sily setrvacne jsou zpusobeny gravitacnim pusobenim veskerych hmot 
vesmiru, takze mezi obema typy sil neni pravdepodobne podstatny rozdil ani z hlediska jeho 
vzniku. 


2.6.3.3 Tihove pole u povrchu Zeme 

v neprilis velke oblasti je homogenni. Tihova sila 

G = mg (2.91) 


pusobici na hmotny bod ma v teto oblasti vsude stejny smer a velikost. Je dana vztahem (2.90) 
— viz obr. 2.64a. Vektor G ma podle definice svisly smer. Priblizne plati 

GFF g . (2.92) 


Z predeslych uvah o obecnem gravitacnim poli i z vysledku prikladu 1.2-10 plyne, ze tihove 
pole je konzervativni, tj. ze plati 


) G ■ dr = 0, 


(2.93) 


JC 

kde C je libovolna uzavrena krivka. Premisti-li se hmotny bod z bodu Pi ve vysce hi (obr. 2.64b) 
do bodu P 2 ve vysce hi, vykona tihova sila G praci (viz priklad KP 2.5-3) 


& 


W G , 1—^2 = G(hi - h 2 ) = mghi - mgh 2 (= E G , 1 - E G , 2 = -A E G ) (2.94) 


nezavislou na tvaru trajektorie, na rychlosti pohybu a na tom, zda na hmotny bod soucasne 
pusobi i jine sily. Je-li hi > h 2 (obr. 2.64b), je W G > 0. Je-li hi < h 2 , je W G < 0 (obr. 2.64c). 

Na zaklade vztahu (2.94) definujeme potencialni energii hmotneho bodu v homogennim ti- 
hovem poli (kratce: tihovou energii), oznacenou E G , takto: 


1. Volime libovolnou vodorovnou rovinu a rovnobeznou s povrchem Zeme a pro kazdy jeji 
bod P polozime 


E G (P) = oj. 
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Obr. 2.64: Aproximace sily P g tihovou silou G u povrchu Zeme (a). Prace tihove sily, pusobici 
na hmotny bod po libovolne trajektorii (b), (c). Hladina nulove potencialni tihove energie a je 
{obrl .2-63} rovinou, v jejimz kazdem bode P polozime E G (P) = 0, je rovnobezna se zemskym povrchem. 


Pozn.: rovina a se nazyva hladina nulove tihove energie (obr. 2.64d). 

2. Zavedeme svislou osu Oh s pocatkem v rovine a, orientovanou nahoru. Tihova potencialni 
energie v bode P o souradnici h je podle definice 

{1.2-92} E G (P) = mgh. (2.95) 


Informace: 

1. Jednotka [E G \ = joule. Pro h > 0 je E G > 0, pro h < 0 je E G < 0. 

2. Z definicniho vztahu (2.95) a ze vztahu (2.94) plyne, ze plati (obr. 2.64) 

{1.2-93} 

{ram-51} 

Tento vztah je zvlastnim pripadem obecneho vztahu (2.86). 

3. Lze dokazat (viz odst. 2.9), ze tihova potencialni energie obecneho telesa, jez nelze pokladat 
za hmotny bod, je rovnez dana vztahem (2.95), pricemz h je souradnice jeho teziste. 

4. Za hladinu nulove tihove potencialni energie se voli nejcasteji povrch Zeme. 


Poznamka: Souvislost mezi vztahy (2.89) a (2.95). Potencialni energie hmotneho bodu v gra- 
vitacnim poli buzenem telesy rozlozenymi v ohranicene oblasti vesmiru (napr. telesy slunecni 
soustavy) byla definovana vztahy (2.82) tak, ze jsme volili hodnotu potencialni energie hmot¬ 
neho bodu v nekonecne vzdalenem bode Po rovnu nule, tj. P g (Po —*• oo) = 0. Tato volba byla 
ucelna, ale libovolna. 

Volme nyni bod Po, v nemz pro hmotny bod plati P g (Po) = 0, na povrchu idealni Zeme. Pak 
v obecnem bode P ve vzdalenosti r > R 2 bude mit hmotny bod gravitacni potencialni energii 

{1.2-94} P g (P) = + C. (2.97) 


W Gj p 1 —>p 2 = Pc (Pi) - EciP-i) = -A E g . prace tihove sily (2.96) 
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2.7. mechanickA energie hmotneho bodu, pohyb hmotneho BODU V GRAVITACNIM poli 


LickaE^rgiS} 


Konstantu C urcime z podminky, ze pro r = Rz ma byt E g {P) = E g (Po) = 0. Dosazenim 
do (2.97) dostaneme C = kuiMz/Rz- 

Ve vysce h(<C Rz) nad povrchem Zeme ma pak hmotny bod gravitacni potencialm energii 
priblizne rovnou tihove potencialm energii: 

mMz mMz , . ,mM z M z , . 

E g = -k— -— + k —— = -nmMz{Rz + h) + k —— = K—^-mh = mgh. 

(■Rz + n) Rz Rz Rz 

Pri uprave jsme uzili binomickeho rozvoje 

{Rz + h)- 1 = R~ x { 1 + h/Rz)- 1 = R^{ 1 - h/Rz) 

a vztahu (2.88). Hlavni vysledek: rovnice (2.95) je priblizny vztah plynouci z obecneho vztahu 
(2.97). 


Reste priklady KP 1.5-2 v v textu Yybrane kapitoly z fyziky; KP 2.6-4 az KP 2.6-9. 

2.7 Mechanicka energie hmotneho bodu, pohyb hmotneho bodu 
v gravitacmm poli 

Nejprve zde bude definovana mechanicka energie hmotneho bodu v tihovem a gravitac¬ 
mm poli, pote odvozen zakladni vztah mezi zmenou mechanicke energie hmotneho bodu 
a praci sil, ktere na nej pusobi — rovnice (2.102). Zvlastnim pripadem tohoto vztahu 
je zakon zachovani mechanicke energie, rovnice (2.107). V dalsi casti jsou nejprve od- 
vozeny zakonitosti idealniho sikmeho vrhu. Pote je odvozena energeticka podminka pro 
setrvani hmotneho bodu v gravitacmm poli nebo jeho uniku do nekonecna. V dalsim je 
diskutovan tvar trajektorii pri pohybu hmotneho bodu v centralnim gravitacnim poli 
a vysloveny zakonitosti tohoto pohybu (zobecneni Keplerovych zakonu). V zaveru jsou 
vysetreny tzv. kosmicke rychlosti. 

Cil: I) Vztahy a zakony uvedene v rameccich, vysvetlit pojmy, veliciny a vysledky 
v tomto textu; 

II) Definovat mechanickou energii hmotneho bodu v gravitacnim a tihovem poli, 
vysvetlit souvislost jejich zmen s praci pusobicich sil; 

III) Vyslovit a vylozit zakon zachovani mechanicke energie hmotneho bodu v gra¬ 
vitacnim a tihovem poli; 

IV) Odvodit a vysvetlit zakonitosti idealniho sikmeho vrhu; 

V) Odvodit a vysvetlit podminku setrvani hmotneho bodu v gravitacnim poli 
resp. jeho uniku, vysvetlit zakonitosti pohybu hmotneho bodu v centralnim 
gravitacnim poli — tvar trajektorii, zobecneni Keplerovych zakonu; 

VI) Vysvetlit pojem kosmickych rychlosti, odvodit vztahy pro velikost prvni a druhe 
kosmicke rychlosti, znat jejich velikosti; 

VII) Resit samostatne priklady uvedene v tomto textu a priklady typu KP 1.4-8 
az KP 1.4-18, KP 1.4-10 az KP 1.4-11, KP 1.5-1, KP 1.5-3 v textu Vybrane 
kapitoly z fyziky; KP 2.6-10 az KP 2.6-20. 
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2.7. mechanickA energie hmotneho bodu, pohyb hmotneho BODU V GRAVITACNIM poli 


2.7.1 Mechanicka energie hmotneho bodu v tihovem a gravitacnim poli 

2.7.1.1 Definice mechanicke energie 


Hmotny bod o hmotnosti rri, ktery se pohybuje v tihovem poli Zeme (napr. kamen vrzeny na 
povrchu Zeme), ma ve vztazne soustave dane povrchem Zeme (tj. v laboratorni vztazne soustave) 
kinetickou energii E k = \rriv 2 a potencialni tihovou energii E p = Eq = mgh (obr. 2.65a). 



a) b) c) 

Obr. 2.65: Mechanicka energie E m hmotneho bodu v tihovem poli Zeme (a), v gravitacmm poli 
{obrl 2-64} soustavy „Zeme + Mesic“ (b), v gravitacmm poli idealni Zeme (c). 


Hmotny bod, ktery se pohybuje v obecnem gravitacmm poli (napr. kosmicka sonda), ma 
v geocentricke (nebo heliocentricke) vztazne soustave (obr. 2.65b) kinetickou energii E^ = \rnv 2 
a potencialni gravitacni energii E p = E g . V obou pripadech definujeme mechanickou energii 
hmotneho bodu v uvazovane vztazne soustave vztahem 

{1.2-95} E m = E^ + E p . definice mechanicke energie hmotneho bodu (2.98) 

{ram-52} 

Tento obecny defmicni vztah nabyva v konkretnich pripadech tento tvar: 

1. hmotny bod v homogennim tihovem poli Zeme, v laboratorni soustave, obr. 2.65a: 

{1.2-96} E m =^mv 2 + mgh. (2.99) 


2 . hmotny bod v obecnem gravitacmm poli, v geocentricke (nebo heliocentricke) soustave, 
obr. 2.65b: 

{1.2-97} E m = -rnv 2 + E g . (2.100) 

Konkretni tvar funkce udavajici E g zavisi na uvazovanem gravitacnim poli — viz pri- 
klad KP 2.7-2. 


{1.2-98} 


3. hmotny bod v gravitacnim poli idealni Zeme, v geocentricke soustave, obr. 2.65c: 


( 2 . 101 ) 


Vyznam symbolu je zrejmy z obr. 2.65c. Analogicky vztah plati pro hmotny bod v gravi¬ 
tacnim poli Slunce, Mesice nebo obecne v gravitacnim poli hmotneho bodu. 
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2.7. mechanickA energie hmotneho bodu, pohyb hmotneho BODU V GRAVITACNIM poli 


{prl.2-15} 


{prl.2-16} 


{1.2-99} 

{ram-53} 


{ 1 . 2 - 100 } 


KP 2.7-1- 

Urcete mechanickou energii kamene o hmotnosti m = 0,2 kg, ktery se ve vysce h = 15 m 
pohybuje v tihovem poli Zeme rychlosti v = lOm/s. 

Resem: 

E m = ^mv 2 + mgh = ... = 40 J. 


KP 2.7-2- 

Urcete mechanickou energii kosmicke sondy v gravitacnim poli soustavy „Zeme + Mesic“, 
obr. 2.65b. Sonda ma hmotnost m = 1 000 kg, jeji rychlost v geocentricke soustave je v = 2 km/s, 
jeji vzdalenost od Zeme je r± = 3,80 • 10 5 km a od Mesice r 2 = 1,00 • 10 4 km. Gravitacni pole 
Slunce neuvazujte. 

Resem: 

Mechanicka energie sondy v geocentricke soustave je dana vztahem 


E m 


1 

2 


mv 2 + E g , 


kde Eg = 


rriMz 

-k - 

r i 


tuMm 

r-i 


Uzili jsme zakona superpozice. Dosazenim a uzitim tabulkovych hodnot dostaneme E m = 
4,6- 10 8 J. 


2.7.1.2 Prace a mechanicke energie 

TJvahy v teto casti navazuji na obecne uvahy o energii v odst. 2.5.2 a na uvahy o kineticke energii 
v odst. 2.5.4. Budeme vysetrovat energeticke pomery pri pohybu maleho telesa (hmotneho bodu) 
v tihovem a gravitacnim poli v laboratorni a geocentricke vztazne soustave S. 

Uvazujme o hmotnem bodu, ktery se pohybuje v homogennim tihovem poli Zeme — obr. 2.66a, 
(resp. v obecnem gravitacnim poli — obr. 2.66b) soucasnym ucinkem tihove sily G (resp. gra- 
vitacni sily F g ) a dalsich sil. Hmotnym bodem muze byt napr. raketa, na kterou pusobi krome 
konzervativni sily G (resp. F g ) sila odporu vzduchu F 0 a sila motoru F m . Oznacme E m ,i a E m ,i 
mechanickou energii hmotneho bodu ve dvou bodech P\, P^, jimiz hmotny bod prochazi v uve- 
denem poradi. Dokazeme, ze plati 

E m .2 — Em ,i = 1 Unekonz : souvislost zmeny mech. energie s praci (2.102) 

kde Wnekonz je soucet praci, ktere na liseku P 1 P 2 vykonaji vsechny sily jine nez konzervativni, 
tj. sily jine nez sila tihova G (resp. gravitacni F g ). V pripade rakety na obr. 2.66a je Wnekonz 
soucet praci sil odporu vzduchu F 0 a motoru rakety F m . 

Dukaz: Soucet praci vsech sil pusobicich na hmotny bod na liseku P1P2, tj. vysledna prace W v , 
je rovna zmene kineticke energie hmotneho bodu (viz odst. 2.5.4): 

\rnv% - l -mv 2 = W v , kde W v = W konz + W neko nz. (2.103) 

Pritom jsme vyjadrili W v jako soucet prace sily konzervativni (tihove resp. gravitacni), W konz , 
a prace vsech jinych sil, W neko nz- Prace W kon z je rovna rozdilu potencialnich energii, W konz = 
E p , 1 — Ep,2 , kde E p muze byt napr. Eq nebo E g , viz rovnice (2.94), (2.86). Dosadime-li do 
rovnice (2.103) a uzijeme-li definicniho vztahu (2.98), dostaneme po uprave dokazovany vztah 
( 2 . 102 ). 


V konkretnich pripadech nabude obecny vztah (2.102) tento tvar: 
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2.7. mechanickA energie hmotneho bodu, pohyb hmotneho BODU V GRAVITACNIM poli 




{obr 1.2-65} Obr. 2.66: Pohyb hmotneho bodu v tihovem poli Zeme (a) a v obecnem gravitacnim poli (b). 


{ 1 . 2 - 101 } 


1. hmotny bod v homogennim tihovem poli Zeme (obr. 2.66a) 

\mvl + mgh 2 - ( \mvl + mghA = W„ e konz; 


{ 1 . 2 - 102 } 


2 . hmotny bod v obecnem gravitacnim poli 


1 o „ (X 2 „ 

-mu 2 + P g , 2 - ~mv x + P g , : 


- IPnekonzj 


(2.104) 


(2.105) 


3. hmotny bod v centralnim gravitacnim poli idealni Zeme (obr. 2.66b) 

{1.2-103} ^ mvj - K 171 ^ - (^\ mv2 - K ' rn ^ S j = ^nekonz- (2.106) 

{prl.2-17} KP 2.7-3- 

Kamen (hmotny bod) o hmotnosti m = 0,1kg byl vrzen v bode Pi na povrchu Zeme sikmo 
vzhuru rychlosti v\ o velikosti v\ = 20 m/s. V bode P 2 ve vysce h 2 = 14 m mela jeho rychlost 
velikost v 2 = 10 m/s. Pro usek P\P 2 trajektorie urcete: 

1. Praci vysledne sily pusobici na hmotny bod; 

2. Praci tihove sily; 

3. Praci sily odporu vzduchu. 

Resem: 

1. W v =? W y = \mv\ - \mv\ = ... = -15 J; 

2. Wg =? Wq = mgh\ — mgh 2 = —mgh 2 = —14 J; 

3. W Q = Wnekonz = P m ,2 — P m ,i = + mgh\) = \mv\ + mgh 2 - 

\rnvl = ... = -13. [Nebo: W Y = W G + W Q —^ W Q = W v — Wq = ... = —1 J]. 


Poznamka: Sila odporu prostredi kona vzdy zapornou praci, nebot’ miri proti smeru pohybu. 
Pusobi-li na teleso pohybujici se v tihovem poli krome sily G jen sila odporu prostredi, E m 
klesa — viz rovnice (2.102). Tento proces premeny mechanicke energie hmotneho bodu v energii 
neusporadaneho pohybu molekul okolniho prostredi i jeho vlastnich se nazyva disipace energie. 
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2.7. mechanickA energie hmotneho bodu, pohyb hmotneho BODU V GRAVITACNIM poli 


{1.2-104} 

{ram-54} 

{1.2-105} 

{ram-55} 

{1.2-106} 

{ram-56} 

{1.2-107} 

{ram-57} 


{prl.2-18} 


2.7.1.3 Zakon zachovani mechanicke energie hmotneho bodu 

Jestlize se hmotny bod pohybuje v tihovem poli jen ucinkem tihove sily G (tj. jestlize na nej 
nepusobi jine sily) nebo jestlize se hmotny bod pohybuje v gravitacnim poli jen ucinkem sily gra- 
vitacni, je ve vztahu (2.102) Wnekonz = 0. Vyjadrime-li v tomto vztahu E m podle rovnice (2.98), 
dostaneme 

(Pk,2 + -Ep,2) — (-®k,l + Pp,l) = 0 ) tj- Ek,2 + Pp,2 = Pk,l + Pp,L- 
Jezto tyto vztahy plati pro libovolnou dvojici bodu P 1 P 2 nalezejicich trajektorii hmotneho 
bodu, plati behem celeho pohybu 



Zde jsou v, h,E g ,r promenne funkce casu. 

Vztah (2.107) nebo vztahy (2.108) - (2.110) vyjadruji zakon zachovani mechanicke energie 
hmotneho bodu v tihovem a gravitacnim poli. 

Informace: 

1. Vztah E m 2 — E m i = Wnekonz je jeden z typickych vztahu znazornenych schematicky 
v obr. 2.43. Nalevo je rozdil hodnot mechanicke energie ve stavech 1, 2, napravo je velicina 
Wnekonz charakterizujici urcitym zpusobem dej, kterym hmotny bod ze stavu 1 do stavu 2 
prechazi. 

2. Vztah (2.107) plati i tehdy, kdyz na hmotny bod pusobi i jine sily nez gravitacni nebo 
tihove, jestlize tyto sily nekonaji praci (W ne konz = 0) — viz priklad 1.2-19. 


KP 2.7-4- 

Startujici meteorologicka raketa o hmotnosti m = 1 kg mela v bode Pi ve vysce hi = 10 m nad 
Zemi rychlost Vi = 10 m/s a v bode P 2 ve vysce /12 = 50 m rychlost V 2 = 20 m/s. Povazujte 
hmotnost rakety na useku P 1 P 2 za stalou a reste ukoly: 

1. Urcete E^, Eq , E m v bodech Pi, P 2 5 

2 . Odhadnete praci, kterou na useku P 1 P 2 vykonala sila odporu vzduchu F 0 , jestlize motor 
rakety vykonal praci W mo t = 340 J (obr. 2.67). 

Reseni: 
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2.7. mechanickA energie hmotneho bodu, pohyb hmotneho BODU V GRAVITACNIM poli 


{obrl.2-66} 



Pk,i = ^ • 1 • 10 2 J = 50 J, 

Eg ,i = mghi = ... = 100J. 

Ek ,2 = ^ mv\ = ... = 200 J, 

Eg ,2 = m^/12 = ... = 250 J. 

P m ,i = Pk,i + Pg,i = 50 J + 100 J = 150 J, 

P m , 2 = 450 J; 

2. W mot =? Podle (2.102) plati W ne konz = -Era,2 - E^, i- Pritom W nekonz = W mo t + W Q , kde 
W Q je prace sily odporu vzduchu. Jezto W CJ < 0 (F 0 pusobi proti smeru pohybu), musi byt 
Wmot > Wnekonz = E m , 2 - E m , i = 300 J; 

3. Wo =? Wnekonz = W mo t + W Q , W G = W n ekonz ~ W mo t = 300 J - 340 J = -40 J. 


{prl.2-19} KP 2 . 7-5 - 

Teleso (hmotny bod) o hmotnosti m = 0,5 kg, zavesene na vlakne delky l = 80cm (obr. 2.68), 
bylo vychyleno z rovnovazne polohy (uhel a = 60°) a pusteno s nulovou pocatecm rychlosti. 
Zanedbejte odpor vzduchu a urcete: 

1. Kinetickou energii hmotneho bodu pri pruchodu rovnovaznou polohou; 


2. Silu Fi, kterou pusobi vlakno na hmotny bod v nejnizsim bode trajektorie. 


Resem: 

Teleso se pohybuje ucinkem sily G, ktera je stala, a sily F\, kterou na ne pusobi vlakno 
a ktera se pri pohybu mem. Oznaclme pocatecm bod Pi, nejnizsl bod trajektorie P 2 . 

1. Pk =? Vyjdeme ze vztahu (2.102), kde W ne konz je prace sily F\. Tato sila je trvale kolma 
na trajektorii, tedy W ne konz = 0. Mechanicka energie hmotneho bodu pri pohybu je tedy 
stala - viz rovnice (2.102): E m = konst. Tedy 


-mv\ + mgh 2 = -mvf + mghi, a zaroven v\ = 0 - 


is a) = ... = 2J. 


2. Fi(P 2 ) =? Pi + G = F v (obr. 2.68), P v = mv%/l (sila dostrediva) —> Pi = G + mv^/l = 
mg + 2P k , 2 /Z = ... = 10N. 
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{obrl.: 

{prl.: 


{obrl 



2-67} 


///////////////////// 

Obr. 2.68: Priklad KP 2.7-5. 


2-20} KP 2.7-6- 

Teleso je vrzeno na povrchu idealni Zeme svisle vzhuru rychlosti v = 7km/s. Predpokladejte, 
ze na ne pusobi jen gravitacm sila Zeme a urcete, do jake vysky vystoupi. 


2-68} 



Resent: 

Oznacime krajni body trajektorie Pi , P 2 (obr. 2.69). Plati: E m = konst., kde E m = m» 2 /2 — 
KmMz/r, \mv\ — — \rnv 2 — kde v\ = v, r% = Rz, V 2 = 0, r 2 = Rz + h. Po 

dosazenl a uprave dostaneme h = 4,09 • 10 6 m. 


2.7.2 Pohyb hmotneho bodu v tihovem a gravitacnim poli 
2.7.2.1 Pohyb hmotneho bodu v homogennim tihovem poli Zeme 

Vysetrime pohyb maleho telesa (hmotneho bodu) v homogennim tihovem poli Zeme, napr. pohyb 
hozeneho kamene nebo vystreleneho projektilu. Pohyb budeme zkoumat ve vztazne soustave 
dane povrchem Zeme, tj. v laboratorni vztazne soustave. 

Pri tomto pohybu pusobi na teleso tihova sila G = mg, sila odporu vzduchu F mip a navic 
pusobi 4 * Coriolisova sila Fq = —2 m(u X v), kde v je rychlost telesa v laboratorni soustave, a sila 
odtrediva F* = —muj 2 rn (viz rovnice 2.51). Zde se vsak omezime na vysetrovani idealizovaneho 
pohybu, pri nemz lze sily F 0 a p , F* i Fq zanedbat a pri nemz se teleso, jez lze povazovat za 
hmotny bod, pohybuje v relativne male oblasti, v niz je tihove pole homogenni. Takovy pohyb 
nazveme idealni sikmy vrh. 

Formulace ulohy: Na vodorovnem povrchu Zeme je v bode Po vymrsten v case t = 0 hmotny 
bod sikmo vzhuru rychlosti ho, ktera svira s vodorovnou rovinou uhel a. Predpokladejme, ze na 


4 Vzhledem k tomu, ze laboratorni vztazna soustava rotuje v geocentricke inercialni soustave spolecne se Zemi 

lihlovou rychlosti tu (viz obr. 2.63 a rovnice 2.51) a ze je tedy neinercialni. 
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{obrl.2-69} 


hmotny bod pusobi po vymrsteni jen tihova sila G = mg, kde g je v cele oblasti pohybu stejne. 



Obr. 2.70: Pohyb hmotneho bodu m v idealizovanem tihovem poli Zeme. 


tJkol: Urcete rychlost n(t) a polohovy vektor r(t) hmotneho bodu jako funkce casu. 

Resem: 

Zavedeme soustavu souradnic Oxyz podle obr. 2.70 tak, ze rovina Oxy je svisla azevni lezi 
vektor vq . Pri pohybu hmotneho bodu je polohovy vektor fa rychlost v funkci casu. Zrychleni 
hmotneho bodu a = g je stale. Je to pohyb se stalym zrychlenim. Plati (rovnice 2.1, 2.4 a 2.7) 

r(t ) = x(t)i + y(t)j + z(t)k, 


v{t) = v x (t)i + v y (t)j + v z (t)k 


Z_ d x(t)^ < d y(t) < d zjt) t 


-3+ ' 


d t 


a{t) = ~gj = 


-k. 


d t d t 

d Vx(t) d v y (t) d v z (t) t 

d t dt J dt 

Odtud plyne, ze k reseni ulohy staci urcit funkce v x (t), v y (t), v z {t) a funkce x(t), y(t), z(t) 
udavajici souradnice rychlosti v(t) a polohoveho vektoru f(t). Tyto frmkce musi splnovat pod- 
minky I. a II.: 

I.: 

. . . dx(t) . , 


(ay(t) : 


.dvyit) 
J dt 


( a Z {t ) =) 


dv z (t) 


d y(t) 
9 ’ dt 
dz(t) 

’ dt 


= vy(t); 

= v z (ty, 


II.: pocatecni podminky: pro t = 0 musi byt x(0) = y(0) = z(0) = 0, Ua;(0) = uocosa, 

^(0) = uosina, u z (0) = 0. 

To je ryze matematicka liloha. Resi se postupnou integraci danych funkci, tj. urcovanim jejich 
primitivnich funkci, analogicky jako v odst. 2.2.3. Tedy 


1. Souradnice v ose Ox: a x ,v x {t),x(t): 

a) v x {t) =? Je dano a x = 0, ^(0) = vo cos a 
Resem: 

{a x = rh ' : ^ , a x = o| —>■ v x (t) = C\, kde C\ je libovolna konstanta o jednotce m/s. 
Urceni konstanty C\: [v x (t) = C\, u s (0) = no cos cc} —> C\ = no cos a. 

Tedy v x (t ) = no cos a. 
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b) x{t) =? Je dano v x (t ) = no cos a, x(0) = 0. 

Resem: 

jur(i) = v x {t ) = vo cos a j —* x(t) = f v o cos adt = vo cos a ■ t + C 2. 

Urceni Ci\ {x(t) = vo cos a ■ t + C 2 , x(0) = 0} —* C 2 = 0. Tedy x(t) = vo cos a ■ t. 

2. Souradnice v ose Oy: a y , v y (t). y(t). Postup zcela analogicky: 

a) v y (t) =? Je dano a y = —g,v y (Q) = no sin a. 

Resem: 

{ a y = Oy = -5} ->• V y (t) = f -gdt = -gt + C 3 . C 3 =?: 

{v y (t) = —gt + C 3 ; Vy( 0) = no sin a} —> C 3 = no sin a. Tedy: v y (t) = — gt + no sin a. 

b) y(t) - analogicky: y{t) = f v y (t)dt = —\gt 2 + no sin a ■ t + C 4 . Dosadime t = 0, 
dostaneme C 4 = 0. Celkem y(t) = — ^gt 2 + vq sin a ■ t. 

3. Souradnice v ose Oz: a z ,v z (t), z{t). Analogickym postupem se dojde k vysledku v z (t) = 
0 ,z(t) = 0. 

Vysledek: 

TVajektorie lezi v rovine Oxy. Pohyb je popsan vztahy 

{1.2-108a} 

{i,2-108b} 


Vztahy (2.112) vyjadruji trajektorii v parametrickem tvaru (parametrem je cas t). Vylouce- 
nim parametru t dostaneme rovnici trajektorie ve tvaru 


{1.2-109} 

1 g 2 

y = tga-x 2 x . 

(2.113) 


2 Vq cos z a 



Vztah (2.113) je rovnice paraboly. Trajektorie hmotneho bodu pri idealnim sikmem vrhu je 
tedy parabola. 

Poznamky: Neni-li odpor vzduchu zanedbatelny, trajektorie neni parabola, nybrz tzv. balis- 
ticka krivka. Pri strelbe na velke vzdalenosti se uplathuje navic vliv Coriolisovy setrvacne sily 
a pripadne i vliv nehomogenity gravitacniho pole a nas puvodni predpoklad o idealnim tihovem 
poli Zeme jiz splnen neni. 

{pri.2-21} KP 2.7-7- 

Male teleso (hmotny bod) bylo vrzeno v case t = 0 v bode Pq na vodorovnem povrchu Zeme 
rychlosti ho, ktera svirala s vodorovnou rovinou uhel a = 60° a ktera mela velikost no = 30 m/s. 
Povazujte pohyb za idealni sikmy vrh a urcete: 

1. Polohu hmotneho bodu v case ti = 1 s; 

2. hi a jeji velikost v\ v case t\ = 2 s; 

3. Polohu nejvyssiho bodu P 2 trajektorie; 

4. Misto dopadu — bod P 3 (obr. 2.70). 

Resem: 



0 - 
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1. x(ti),y(ti) =? Uzijme rovnici (2.112): x\ = x(ti) = vocosa ■ t\ = 30 • cos60° • 2m = 30m. 
2/1 = y{t\) = uosina ■ t\ — \gt\ = ... = 32 m. 

2. vi =?, v\ =? Vi = v(ti) = v x (ti)i + Vy{t\)j. Zde v x (t\) = vocosa = ... = 15m/s, v y {t\) = 



3. P- 2 , =? V nejvyssim bode P 2 je v y = 0. Z teto podminky urcime prislusny cas t -2 a dosadime 

do ( 2 . 112 ): (v y (t 2 ) =) uosina — gt 2 = 0 —*■ t% = (^osina)/# = ... = 2,60s. Souradnice 
bodu P 2 : X 2 = xfa) = vo cos a -t 2 = 39,0 m, 1/2 = 2 /(^ 2 ) = vo sin a ■ £2 — = ... = 33,7 m; 

4. P 3 =? V bode P 3 je 2/3 = 2 /(^ 3 ) = 0. Z teto podmmky urcime £3 a dosadime do (2.112): 

( 2 /(^ 3 ) =) uosina • 1 3 — = 0 —> t ' 3 = 0 (start); tg (dopad), tg = (uosinQ!)/(| 5 ) = ... = 

5,2 s; X 3 = uq cos a • *3 = ... = 78 m. 


2.7.2.2 Podminka uniku hmotneho bodu z gravitacmho pole 

Uvazujme o hmotneho bodu, ktery se pohybuje v obecnem gravitacnlm poli buzenem objekty 
nachazejicimi se v ohranicene oblasti prostoru pouze ucinkem gravitacnich sil. Muze to byt napr. 
kosmicka sonda, ktera se pohybuje s vyrazenymi motory v oblasti slunecni soustavy, nebo teleso, 
ktere vniklo do slunecni soustavy ze vzdalenych oblasti vesmiru. Predpokladejme, ze v nekterem 
okamziku t\ zname polohu hmotneho bodu a jeho rychlost v inercialni vztazne soustave spojene 
s tezistem soustavy teles, jez jsou zdrojem uvazovaneho gravitacmho pole. 

Polozme si otazku, zda a za jakych podminek se hmotny bod bude pohybovat v ohranicene 
oblasti prostoru, (tj. kdy jeho pohyb bude finitni) a naopak, za jakych podminek se bude trvale 
vzdalovat do libovolne velkych vzdalenosti, tj. kdy unikne do nekonecna. 

Odpoved’ lze najit livahou o mechanicke energii hmotneho bodu. Pusobi-li na hmotny bod 
pri pohybu jen gravitacni sila (E p = E g ), je jeho mechanicka energie E m stala, tj. plati 


(E m =)^mv 2 + E g = E r 


(2.114) 


{ 1 . 2 - 110 } 


Zde v je (obecne se menici) velikost rychlosti hmotneho bodu v uvazovane vztazne soustave, 
E g jeho (obecne se menici) gravitacni energie a £ m) i jeho mechanicka energie v case t\. Gravitacni 
energie hmotneho bodu je pritom definovana tak, ze v nekonecne vzdalenem bode P^ ma hmotny 
bod gravitacni energii nulovou, tj. ze plati E gj00 = 0. Celkova mechanicka energie hmotneho bodu 
v bode Poo je tedy 



kde Voo je rychlost hmotneho bodu v nekonecnu. Ma-li tedy hmotny bod, jehoz energie E m je 
dana vztahem (2.114), uniknout do nekonecna, musi platit E m .i > 0. Plati-li E m j < 0, pak je 
pohyb hmotneho bodu finitni. Shriime vysledek uvah: 

Ma-li hmotny bod v nekterem bode gravitacmho pole takovou kinetickou energii E^ a takovou 
gravitacni energii E g , ze plati 


{ 1 . 2 - 111 } 


1. Pk + Eg < 0, tj. E m < 0, podminka finitniho pohybu 


(2.115) 


{ram-58} 


neunikne do nekonecna, jeho pohyb je finitni. 
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{1.2-112} 

{ram-59} 

2. Ek + Eg = 0, tj. E m = 0, mezni pripad uniku 

(2.116) 


muze uniknout (a lze dokazat, ze unikne) do nekonecna, kde ma limitni rychlost 

, = 0 

{1.2-113} 

{ram-60} 

3. Ek + Eg > 0, tj. E m > 0, podminka uniku 

(2.117) 


muze uniknout (a lze dokazat, ze unikne) do nekonecna, kde ma limitni rychlost 

3 > 0. 


Pritom se samozrejme predpoklada, ze hmotny bod se nesetka s jinym telesem (napr. ze 
nenarazi na Zemi). 


Je-li uvazovane gravitacm pole buzeno kulove soumernym telesem, tj. je-li centralni, je E g 
v podminkach (2.115) az (2.117) dano vztahem (2.83), tj. 


{1.2-114} 


£g = 


mM 


(2.118) 


kde m je hmotnost hmotneho bodu, M hmotnost telesa T budiciho gravitacm pole a r vzdalenost 
hmotneho bodu od stredu telesa T. 

{prl.2-22} KP 2.7-8- 

Vysetrete, zda je finitni pohyb telesa (druzice, kosmicke sondy), ktere se pohybuje pouze ucin- 
kem gravitacniho pole Zeme tak, ze ve vysce h = 3 000 km nad Zemi ma rychlost, jez ma velikost 
v = 6,00 km/s a jez je orientovana smerem od Zeme. 

Resem: 

Je nutno rozhodnout, ktery ze vztahu (2.115) az (2.117) plati, pricemz E g je dano vztahem 
(2.89). Tedy 


E m = m (\v 2 — k ^ = ... = m - (—1,80 • 10 7 m 2 • s 2 ) < 0. 

\2 Rz + hJ 

Za Mz a R.z jsme dosadili tabulkove hodnoty. Odsud a ze vztahu (2.115) plyne, ze pohyb 
telesa je finitni, teleso neunikne do nekonecna. 


2.7.2.3 Pohyb hmotneho bodu v centralnim gravitacnim poli 

intralniPole} 

Tvar trajektorie a zakonitosti pohybu hmotneho bodu v centralnim gravitacnim poli s centrem 
C (napr. druzice v poli Zeme, planety v poli Slunce atd.) lze vysetrit teoreticky na zaklade New- 
tonova gravitacniho zakona a pohybove rovnice F v = ma s uzitim diferencialniho a integralniho 
poctu. Zde uvedeme pouze vysledky. Budeme uzivat vztazne soustavy, v niz je silove centrum 
C v klidu, a budeme o ni predpokladat, ze je inercialni. V teto soustave plati: 

I. Mozne trajektorie hmotneho bodu jsou kuzelosecky — elipsy (a jejich zvlastni pripady 
kruznice) hyperboly a paraboly (ve zvlastnim pripade to mohou byt i pfimky jdouci centrem C ). 
Jedno z jejich ohnisek (nebo stred kruznice) lezi v centru. Oznacime-li E m celkovou mechanickou 
energii hmotneho bodu v uvazovanem poli, pak trajektorie je 

elipsa nebo kruznice *—> E m < 0, 
parabola 4 — ► E m = 0, 

hyperbola «—* E m > 0. 

{rcim-61} 




& 
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{obrl.! 


{prl.: 


Tvar trajektorie tedy zavisi na pocatecni poloze a pocatecni rychlosti hmotneho bodu. Na 
obr. 2.71 jsou znazorneny trajektorie druzic vystrelovanych ve vodorovnem smeru ve velke vysce 
nad povrchem Zeme s postupne se zvetsujicimi rychlostmi. Krivka t muze byt napr. i hyperbo- 
licka trajektorie objektu priletajiciho k Zemi z vesmiru. 



Obr. 2.71: Trajektorie druzic vystrelovanych ve velke vysce nad povrchem Zeme s postupne se 
>- 70 } zvetsujicimi rychlostmi. 

II. Plochy d S obecnych trojuhelniku ABC, A'B'C opsanych pruvodicem hmotneho bodu ve 
stejnych dobach d t na jedne trajektorii (libovolneho typu) jsou stejne. Plosna rychlost dS/dt, na 
jedne trajektorii je stala. 

III. Pri pohybu hmotneho bodu na dvou libovolnych uzavrenych trajektoriich v temze poli 
plati 

T i _ o? 

Ti ~ 4’ 

Zde T\ je obezna doba na jedne trajektorii (elipse nebo kruznici), a\ je delka jeji hlavni 
poloosy nebo polomer kruznice. Stejny vyznam maji T 2 , (12 na druhe trajektorii. 

Zvlastnim pripadem techto zakonitosti jsou tri Keplerovy zakony, ktere vyslovil astronom 
J. Kepler pro pohyb planet kolem Slunce na zaklade astronomickych pozorovani. Vyslovte je 
samostatne! 

2.7.2.4 Kosmicke rychlosti 

Kosmickymi rychlostmi se obvykle nazyvaji tri rychlosti, ktere jsou vyznacne z hlediska pohybu 
telesa (hmotneho bodu) v gravitacnim poli Zeme a Slunce. 

1. Prvni kosmicka rychlost v\ (tzv. kruhova rychlost) je velikost rychlosti, se kterou by se 
pohyboval hmotny bod vzhledem ke geocentricke vztazne soustave po kruznici kolem Zeme 
v tesne jeji blizkosti, kdyby nebylo odporu vzduchu. 

>-23} KP 2.7-9 - 

Urcete prvni kosmickou rychlost. 

Resem: 

Uvazujme o hmotnem bodu, ktery se pohybuje v centralnim gravitacnim poli idealni Zeme 
(Mi - Rz) v geocentricke vztazne soustave (GCS) po kruznici o polomeru R.z (obr. 2.72). 
GCS je priblizne inercialni, jestlize se v ni zanedba gravitacni sila Slunce (viz odst. 2.4), 


& 
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{obrl.2-71} 


Obr. 2.72: Priklad KP 2.7-9. 


plati v nx tedy F = ma. Zde F = G, kde G = mg, pricemz g je tihove zrychleni na polu 
(,g = 9,80m/s 2 ). 

Zrychlenl a: a ff F g , a = vf/Rz■ Tedy mv\/Rz = mg —> 


{1.2-115} 


v\ = y/gRz = 7,9km/s. prvm kosmicka rychlost 


(2.119) 


{ram-62} 

Priblizne touto rychlosti se pohybovala prvm umela druzice Zeme — Sputnik. 


2. Druha kosmicka rychlost V 2 (tzv. parabolicka rychlost) je minimalni velikost rychlosti, 
kterou by musel mit na povrchu Zeme hmotny bod, aby unikl do nekonecna, kdyby nebylo 
Slunce a planet a kdyby odpor vzduchu byl zanedbatelny (hmotny bod by se pohyboval 
do nekonecna po parabole nebo primce). 

{prl. 2-23a} KP 2.7-10- 


Urcete druhou kosmickou rychlost v^- 
Resem: 

Podle rovnic (2.12), (2.13) unikne hmotny bod pohybujici se v gravitacnim poli idealni 
Zeme do nekonecna tehdy, kdyz pro jeho mechanickou energii bude platit E m > 0, tj. 



Odtud plyne (pro v = V 2 , r = Rz) 


{1.2-116} 



( 2 . 120 ) 


kde g je tihove zrychlem dane vztahem (2.88). Ze vztahu (2.120) plyne 


{1.2-117} 


V 2 = \/2gRz = 11,2 km/s. druha kosmicka rychlost 


( 2 . 121 ) 


{ram-63} 


3. Treti kosmicka rychlost V 3 (tzv. unikova rychlost) je minimalni velikost rychlosti merene 
v geocentricke soustave, kterou by musel mit na povrchu Zeme hmotny bod, aby pri za- 
nedbatelnem odporu vzduchu unikl ze slunecni soustavy do nekonecna. Jeji hodnota je 
V 3 = 16,7 km/s. 
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Reste priklady I\P 1.4-8 az I\P 1.4-18, KP 1.4-10 az KP 1.4-11, KP 1.5-1, KP 1.5-3 v textu 
Vybrane kapitoly z fyziky; KP 2.6-10 az KP 2.6-13 a KP 2.6-14 az KP 2.6-20. 

2.8 Mechanika hmotnych soustav 

.kaHmSoustav} 

TJvod k eastern 2.9, 2.10: 

Pri zkoumani pohybu skupiny hmotnych bodu nebo teles (tuto skupinu budeme nazyvat 
„hmotna soustava“) je casto obtizne (a nekdy i nemozne) vysetrovat detailne pohyb jednotlivych 
cast! soustavy jako celku. Proto se zavadeji vhodne veliciny charakterizujici soustavu jako celek 
— energie soustavy, celkova hybnost soustavy, moment hybnosti soustavy a zkoumaji se jejich 
zmeny v zavislosti na silach, ktere na soustavu pusobi. Vysledky se vyslovuji ve forme fyzikalnich 
vet a zakonu. Zvlastnim pripadem techto zakonu jsou tzv. zakony zachovani. V casti 2.9 jsou 
odvozeny vztahy mezi zmenami energie hmotne soustavy a vysloven zakon zachovanl energie. 
V casti 2.10 jsou odvozeny vztahy mezi zmenou hybnosti soustavy a momentem pusobicich 
sil. Jsou to pohybove rovnice hmotne soustavy. Jejich zvlastnim pripadem je zakon zachovani 
hybnosti soustavy a zakon zachovani momentu hybnosti soustavy. 

2.9 Energie hmotnych soustav 

jieHmS^lsEa^} 

Hlavni poznatky obsazene v teto casti jsou: Hmotne soustavy (HS) maji pri mecha- 
nickem pohybu mechanickou energii, ktera sestava z energie kineticke a potencialnl, 
jejimz zvlastnim pripadem je energie elasticka. Zmeny techto energii souviseji zcela ur- 
citym zpusobem s praci zcela urcitych sil pusobicich na soustavu. Zvlastnim pripadem 
hmotne soustavy jsou izolovane soustavy. Probihaji-li v nich pouze mechanicke deje, 
plati zakon zachovani mechanicke energie. Probihaji-li v nich i jine deje (napr. che- 
micke, elektromagneticke atd.), plati pro ne zakon zachovani energie v obecne forme. 
Dulezite veheiny definovane pro hmotnou soustavu jsou hmotny stred (neboh teziste) 
a moment setrvacnosti telesa vzhledem k primee. 

Cil: I) Definovat a vysvetlit pojmy a veliciny: hmotna soustava, kineticka energie, 
potencialni energie, elasticka energie a mechanicka energie hmotne soustavy; 

II) zpameti vztah (2.129) mezi Aa praci vsech sil, vztah (2.137) mezi AE P 
a praci konzervativnlch sil a vztah (2.145) mezi A E m a praci nekonzervativ- 
nlch sil, vysvetlit je a naznacit postup jejich odvozenl; 

III) zpameti definici hmotneho stredu a momentu setrvacnosti telesa vzhledem 
k primee, vysvetlit hlavni vlastnosti, vyznam a uziti; 

IV) zpameti a na prikladech vysvetlit zakon zachovani mechanicke energie a obeeny 
zakon zachovani energie; 

V) vztahy pro urceni kineticke energie rotujiciho telesa a obecne se pohybujiciho 
se telesa; 

VI) zpameti vztahy a zakony uvedene v rameccich a podtrzene plnou carou v tomto 
textu. 

VII) resit samostatne priklady uvedene v tomto textu a priklady typu KP 1.4-9, 

KP 1.4-22, KP 1.4-23 a KP 1.6-3, KP 1.6-4 v textu Vybrane kapitoly z fyziky; 

KP 2.6-21 az KP 2.6-27. 
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{1.2.7A} 


2.9.1 Hmotna soustava, hmotny stred 

2.9.1.1 Hmotna soustava 


Hmotnou soustavou zde budeme rozumet skupinu objektu, ktere maji nenulovou klidovou hmot- 
nost — telesa (nebo jen jedno teleso), castice, molekuly atd. Tuto skupinu vyclenime (myslen- 
kove) z ostatnich teles, a to ve slozeni, jez se nam jevi ucelne a uvazujeme o ni jako o jednom 
objektu. Jako priklad je na obr. 2.73 znazornena hmotna soustava HSi sestavajici ze Zeme 
a druzice a hmotne soustavy HS 2 sestavajici ze Zeme druzice a Mesice. Jednotlive casti hmot¬ 
nych soustav budeme nazyvat prvky nebo elementy hmotne soustavy. 


/ 

I 

\ 


/ \ 

\ 

/(Orf* \ 

°u\ 


l 

\ r;f\ F - 1 

hs 2 / 

\VhSv 7 

/ 


Obr. 2.73: Vnejsi (horni index „ext“) a vnitrni (index „int“) sily pusobici na hmotne objekty 
soustavy HSi, ktera se sklada ze Zeme a druzice. Dale je zde vyznacena hmotna soustava HS 2 , 
{obrl.2-72} sestavajici ze Zeme, druzice a Mesice. 


Prvky hmotne soustavy se v obecnem pripade pohybuji ucinkem sil, jez delime do dvou 
skupin: 

1. Sily vnitrni, neboli interni, jez oznacujeme F mt . jsou sily, kterymi na sebe navzajem pusobi 
prvky soustavy bud’ pri vzajemnem dotyku, nebo prostfednictvim svych poll. Napr. v HSi 
jsou to gravitacni sily, kterymi na sebe navzajem pusobi Zeme a druzice. 

2. Sily vnejsi, neboli externi, jez oznacujeme F ext , jsou sily, kterymi na prvky soustavy pusobi 
objekty, ktere do ni nepatri. Napr. v HSi jsou to gravitacni sily, kterymi na Zemi a na 
druzici pusobi Slunce, Mesic a planety. Ktere sily jsou vnitrni v soustave HS 2 ? 


Dulezite vlastnosti vnitfnich sil: jejich (vektorovy) soucet je roven nule, tj plati 


{1.2-118} 

{rELm-64} 

F( nt + F| nt + ... + F™ 1 = 0. soucet vnitfnich sil 

(2.122) 


Tento vztah plyne z toho, ze vnitfni sily splnuji treti Newtonuv pohybovy zakon - soucet dvou 
sil, jez jsou ve vztahu akce a reakce, je roven nule (odstavec 2.4.3). 

Izolovana hmotna soustava je soustava, na niz nepusobi vnejsi objekty, takze vnejsi sily 
nepusobi, jsou nulove: 

{1.2-119} 

{ram-65} 

F ext = 0. izolovana hmotna soustava 

(2.123) 


Izolovane hmotne soustavy ve skutecnosti neexistuji, nebot’ na kazdy objekt pusobi gravitacni 
pole vsech ostatnich objektu vesmiru. Casto vsak jsou vnejsi sily ve srovnani s vnitrnimi zane- 
dbatelne male. Nekdy vnejsi sily male nejsou, pusobi vsak tak, ze hmotna soustava se chova jako 
izolovana — uvidime to na konkretnich prikladech. Pro pohyb izolovanych hmotnych soustav 
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plati vsechny zakonitosti, jimiz se ridi pohyb obecnych soustav, tyto zakonitosti vsak naby- 
vaji jednodussiho tvaru. Nektere veliciny charakterizuji pohybovy stav soustavy, napr. energie 
soustavy, hybnost soustavy atd., se v izolovanych soustavach nemeni. Tyto vysledky jsou vyslo- 
vovany jako „zakony zachovani“. 

2.9.1.2 Hmotny stred (teziste) 

Hmotny stred neboli teziste hmotne soustavy je bod C, ktery je definovan takto (obr. 2.74): 
Hmotnou soustavu rozdelime na tak male casti (elementy), ze je muzeme povazovat za hmotne 
body a ocislujeme je. Jejich hmotnosti necht’ jsou mi, m 2 ,.... m n , celkova hmotnost hmotne 
soustavy jem = mi + m 2 + ... + m n . Zavedeme (libovolne) soustavu souradnic Oxyz a polohove 
vektory hmotnych bodu hmotne soustavy oznacime rj, 7 ^ 2 ,... E n . Hmotny stred hmotne soustavy 
je podle definice ten bod C. jehoz polohovy vektor re je dan vztahem 


{1.2-120} 1 

fc = —(mifl + 777,2^2 + . . . + m n f n ). 
m 

definice hmotneho stredu 

(2.124) 

{ram-66} 1 



Odsud plyne 

%C = + m 2 X2 + 

... + m n x n ), 


{1.2-121} 

yc = + m 2 y 2 + • 

■ • ■ + rn n y n ), 

(2.125) 


z c = ^{mizi + m 2 z 2 + . 

.. + m n z n ). 



Tyto vztahy plynou ze vztahu (2.124) tak, ze v nem vyjadfime vsechny vektory rc,r\,... ,r n 
v semikartezskem tvaru fc = xcT+ ycj + z ck, r\ = x\T+ yij + z\k atd. a porovname postupne 
cleny obsahujici i, j, k. 



Obr. 2.74: Polohovy vektor hmotneho stredu C (teziste) hmotne soustavy je definovan jako 

rc = ^-• 

E m 

{obri.2-73} 


Informace: 

1. Hmotny stred C ma tyto vyznacne vlastnosti (pro ktere se vlastne zavadi): jeho pohyb 
zavisi jen na vnejsich silach pusobicich na hmotnou soustavu a s jeho uzitim lze snadno 
vyjadrit: celkovou hybnost hmotne soustavy, otacivy moment tihovych sil, pripadne po- 
tencialni energii hmotne soustavy v tihovem poli Zeme atd. 

2. Lze dokazat (zde to nebudeme dokazovat), ze poloha bodu C nezavisi na volbe soustavy 
souradnic Oxyz. 

3. Polohovy vektor fc pro teleso se spojite rozlozenou hmotnosti M je definovan vzta¬ 
hem (2.126) analogickym vztahu (2.124). Ziskame jej takto: O telese budeme uvazovat 
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jako o souboru elementu o hmotnostech dm, pro kazdy element vytvorlme soucin rdm, 
kde r je polohovy vektor elementu a vsechny takto vznikle vektory secteme a dellme M. 
V limite bude 5 : 

{1.2-122} ? c =— rdm. (2.126) 

M Jm 

Tohoto vztahu vsak nebudeme v dalslm uzlvat. 

4. Hmotny stred hmotne soustavy sestavajlcl z nekolika teles o hmotnostech Mi, M 2 , ■ ■ ■, M n 
lze urcit takto: 

(a) Najdeme hmotne stredy C\, C 2 , ■ ■ ■, C n vsech teles; 

(b) do bodu Ci, C 2 , ■ ■., C n vlozlme hmotne body o hmotnostech Mi, M 2 ,..., M n ; 

(c) urclme hmotny stred C' teto soustavy hmotnych bodu. Tento bod je totozny s hmot- 
nym stredem C soustavy teles. 

Dukaz: Dukaz provedeme pro jednoduchost jen pro hmotnou soustavu sestavajlcl ze dvou 
teles Ti,T 2 (obr. 2.75). 

Teleso Tj. povazujeme za soubor hmotnych elementu (hmotnych bodu), ktere oclslujeme 
1,2,... k. Podobne teleso T 2 , jehoz elementy oclslujeme ( k + 1), (k + 2),..., n. Zave- 
deme libovolnou soustavu souradnic Oxyz a podle rovnice (2.125) a urclme xc- xc = 
Mi +m 2 ( TO 1 X 1 + m ^ x 2 + • • • + m n x n ) (Ml + M 2 )x c = Ml • ^-(mixi + m 2 x 2 + . •. + 
m k x k ) + M 2l ^{m k+1 x k+1 + m k+2 x k+2 + ... + m n x n ) = Mxx Cl + M 2 xc 2 ■ Tedy 

xc = j^iMixc! + M 2 xc 2 ) = xc>, kde M = Mi + M 2 . 


Podobne se urcl yc,zc■ 


^ c — Q c 

Ci 62 

jfr^O 

x 

Obr. 2.75: K vypoctu hmotneho stredu C (teziste) hmotne soustavy sestavajlcl ze dvou teles 
{obr 1.2-74} Tl a P 2 . 


5. Hmotny stred homogennlch rotacne symetrickych teles lezl na jejich ose soumernosti. Du¬ 
kaz se provede tak, ze se zvoll souradnicova soustava Oxyz tak, aby osa Oz splyvala s osou 
soumernosti telesa. Teleso se rozdell na dvojice stejne hmotnych elementu soumerne polo- 
zenych vzhledem k ose Oz. Ze vztahu (2.125)a, b pak plyne xc = 0,yc = 0. Analogicky 
platl: Stred soumernosti homogennlch bodove soumernych teles je jejich hmotnym stredem. 
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{obrl.2-75} 

{prlh2-24} 


{1.2-123} 


y . 


>77ii 


c 



a 

Obr. 2.76 


KP 2.9-1 - 

Urcete hmotny stfed soustavy sestavajici se ze tfi hmotnych bodu o hmotnostech mi = 2 g, 
m 2 = 0,8 g, m 3 = 1,2 g, rozmistenych podle obr. 2.76, kde a = 40 cm, b = 30 cm, c = 28 cm. 
Resem: 

K urceni polohy bodu C muzeme zavest libovolnou soustavu soufadnic Oxyz. Soufadnice xc, yc , zc 
vypocteme podle vztahu (2.125). V konkretm situaci zavedeme Oxyz tak, aby vypocet byl co 
nejjednodussi. V uvazovanem pfipade zavedeme soustavu Oxy napf. podle obr. 2.76. Pak 

xc = mi +X+rn^ miX l + m 2 X 2 + m 3 X 3 ) = 

= - -ir-—(2 • 0,1 + 0,8 • 0,4 + 0) • 10 " 3 kg • m = 0,13 m, 

( 2 + 0 , 8 +l, 2 )- 10 -3 kg' ’ ’ ’ ’ 6 ’ ’ 

yc= -, 1 —:-(TTiiyi + 77727/2 + rn 3 y 3 ) = 1 (2 • 0,28 + 0 + 0) ■ 10 ~ 3 kg ■ m = 0,14m. 

7771 + 7772 + 7773 4 • 10~ d kg 

Doplnujlcl ukol: Urcete bod C tak, ze zavedeme jiny (opet vhodny) system souradnic. 


2.9.2 Kineticka energie hmotne soustavy 

Kineticka energie hmotne soustavy v urcite vztazne soustave S je definovana na zaklade tohoto 
duleziteho vysledku (ktery pozdeji dokazeme): 

Necht’ se hmotna soustava pohybuje (vzhledem k S) a necht’ pritom na ni (obecne) pusobi 
vnitfni a vnejsi sily. Oznacime vi,V 2 , ■ ■ ■ ,v n vektorove funkce casu udavajici rychlosti hmotnych 
bodu hmotne soustavy o hmotnostech mi,m 2 , ■ ■ ■ ,m n . Vyslednici vnitfrhch sil pusobicich na 
k -ty hmotny bod oznacime F™1. vyslednici vnejsich sil oznacime (obr. 2.77). V nekterem 
okamziku necht’ je hmotna soustava v urcitem pohybovem stavu 1 , charakterizovanem polohami 
a rychlostmi jejich hmotnych bodu (obr. 2.77). tJcinkem vnitfnich a vnejsich sil se jeji pohybovy 
stav meni, takze v nekterem pozdejsim okamziku je jeji pohybovy stav 2. Prikladem muze byt 
napr. startujici bezec: V okamziku startu je jeho pohybovy stav 1, pak se bezec pohybuje ucinkem 
vnejsich sil (tihova sila, sila od povrchu Zeme na jeho chodidla, sila odporu vzduchu) a vnitfnich 
sil (vzajemna pusobeni svalu a kosti). Po nekolika sekundach je v jistem pohybovem stavu 2. 

Oznacime t+ v ,i ->2 soucet praci, ktere vykonaly pri prechodu 1 —> 2 vsechny sily, tj. vnejsi 
i vnitfni, pusobici na hmotnou soustavu v uvazovane inercialm vztazne soustave S. Pak plati 


(1 2 1 2 
-7771U! + -m 2 v 2 H 


A 2 1 2 1 

-m lV i + -m 2 v 2 + ... + -m n ' 


kde symboly ()i, () 2 oznacuji hodnoty uvedenych vyrazu ve stavu 1 a 2 . 


(2.127) 


5 Viz tez prechod od vztahu 1.21 ke vztahu 1.22. 
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{obrl.2-76} 


{1.2-124} 

{ram-67} 

{1.2-125} 

{ram-68} 


{1.2-126} 



Obr. 2.77: K vypoctu zmeny kineticke energie hmotne soustavy. 


Na zaklade tohoto vysledku definujeme kinetickou energii E k hmotne soustavy v libovolne 
(inercialm i neinercialni) vztazne soustave vztahem 

Ek = \nivf + + ... + ^m n v^, definice kineticke energie hmotne soustavy (2.128) 

tj. jako soucet kinetickych energii jejich hmotnych bodu. Pak lze vztah (2.127), platny v inercialni 
vztazne soustave, psat ve tvaru 

Ek ,2 ~ /?k.l = W Vtl ^ 2 . zakladni vztah mezi kinetickou energii a praci vsech sil (2.129) 

Dukaz: Dukaz vztahu (2.127): Uvazujme o pohybu fc-teho hmotneho bodu hmotne soustavy 
v inercialm vztazne soustave S (obr. 2.76). Jeho pohybova rovnice (druhy Newtonuv pohybovy 
zakon - rovnice 2.36) zni 

m k a k = + F™1. 

Pri pohybu hmotne soustavy ze stavu 1 do stavu 2 vykonaji sily a , ktere na nej 
pusobi na trajektorii t k , celkovou praci W k ,i~, 2 , P r o kterou plyne ze vztahu (2.68) 

Wk, 1^2 = ^rn k vl 2 - ^m k vl A . (2.130) 

Napiseme-li tyto rovnice pro k = 1,2,..., n, a tyto rovnice secteme, dostaneme vztah (2.127). 


Informace: 

1. [-Ek] = kg • m * 1 2 3 • s -2 = joule; 

2. Ek zavisi jen na velikostech rychlosti vi,V 2 ,... ,v n , nezavisi na jejich smeru. V ruznych 
vztaznych soustavach je ruzna; 

3. Zmena E ^2 — 71k.i zavisi jen na souctu praci, vsech vnejsich a vnitrnich sil. Nezavisi na 
tvaru trajektorii hmotnych bodu ani na rychlostech behem prechodu 1 —> 2 v uvazovane 
vztazne soustave; 
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4. Vztah (2.129) je zcela analogicky vztahu (2.70) platnemu pro hmotny bod; 

5. Pri vypoctu kineticke energie hmotne soustavy se spojite rozlozenou hmotnosti (napr. te- 
lesa) na zaklade vztahu (2.128) je nutno nahradit soucet konecneho poctu clenu integralem 

E k = 1 2 J v p(P)v 2 dV, 

kde p(P)dV je hmotnost maleho elementu o objemu dV obsahujiciho bod P. Tento vztah 
uvadime pouze pro informaci, nebudeme jej pouzivat. 

6. Poznamenejme vyslovne, ze uvahy jsme provedli pouze pro nerelativisticke rychlosti, pri 
nichz hmotnosti hmotnych bodu jsou stale. S timto omezenim je definovana napr. (2.128) 
i kineticka energie E^. 


Priklady deju, pri nichz se meni kineticka energie soustavy ucinkem vnejsich nebo vnitfnich 
sil. 


© 



— £k,l= Wg + Wi+ Wodp (= kPnekonz) 

{obrl.2-77} Obr. 2.78: Tuhy valec valici se po drsne naklonene rovine. 



Obr. 2.79: Sikovny experimentator na koleckovych bruslich se uvadi do pohybu odtlacovanim 
{obrl.2-78} od zdi. 


1. Na obr. 2.78 je znazornen tuhy valec, ktery se vali na drsne naklonene rovine. Na valec 
pfitom pusobi jednak vnitrni sily (elementy valce pusobi na sebe navzajem), jednak vnejsi 
sily: G - tihova sila (je vnejsi, i kdyz pusobi v celem objemu valce, nebot’ ji vyvolava 
vnejsi tihove pole), F\ - sila, kterou pusobi na valec naklonena rovina, F 0 - sila odporu 
vzduchu. Tyto sily vykonaji pri prechodu 1 —> 2 prace Wq,Wi,W q . Plati: E^p . — E^.i = 
Wq + Wi + W 0 , nebot’ vnitrni sily v tuhem 6 telese nekonaji praci. 

6 Tuhe teleso ma nepromenne vzdalenosti jednotlivych svych elementu, tedy pritomne vnitrni sily (ktere jej 
udrzuji pohromade) nemohou konat praci. 
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2. Na obr. 2.79 je znazornen sikovny experimentator na koleckovych bruslich (bez treni), 
ktery se uvadi do pohybu odtlacovamm ode zdi. Vnejsi sily jsou: F - tihova sila, Ff xt - 
stena na jeho ruce, Ff xt - sila na jeho brusle (je svisla). Prace kazde z techto sil je nulova. 
Clovek ziskava pohybovou energii jen praci vnitrnich sil: E ^ 2 — -Ek.i = W mt . kde W mt je 
prace vnitrnich sil. 

3. Na obr. 2.80 je naznacena idealizovana jizda automobilu se zanedbatelnym valivym odpo- 
rem i zanedbatelnym odporem vzduchu. Vnejsi sily G. i^^ xt , F| xt konaji praci nulovou — 
automobil se v jistem smyslu „odtlacuje“ od silnice tak, jak v obr. 2.79 clovek ode zdi, a to 
silou Ff xt ■ Zrnena jeho vnitrni energie je rovna praci jeho vnitrnich sil: F k 2 — F k j = W mt . 



2 ^ F k , 2 - F k)1 = W int 

Obr. 2.80: Idealizovana jizda automobilu (se zanedbatelnym valivym odporem 
(obr 1.2-79} a zanedbatelnym odporem vzduchu), ktery se pohybuje silou F| xt . 

2.9.3 Potencialm energie hmotne soustavy 

Potencialni energie hmotne soustavy je velicina, ktera charakterizuje, podobne jako kineticka 
energie, urcitym zpusobem stav hmotne soustavy. Kineticka energie hmotne soustavy zavisi na 
rychlostech jejich elementu — viz rovnice (2.128) a jeji zmena zavisi na praci vsech (tj. vysled- 
nici) sil pusobicich na hmotnou soustavu — viz rovnice (2.129). Potencialni (neboli polohova, 
konfiguracm) energie hmotne soustavy vsak zavisi jen na polohach elementu hmotne soustavy — 
viz napr. rovnice (2.131) a jeji zmenu lze vyjadrit pomoci prace konzervativnich sil pusobicich 
na soustavu — viz rovnice (2.137). 

2.9.3.1 Potencialni energie hmotne soustavy v poli vnejsich konzervativnich sil 

{1.2.7C} 

Pohybuje-li se hmotna soustava vzhledem k nejake inercialni vztazne soustave, pusobi na jeji 
elementy obecne sily vnejsi a vnitfni (obr. 2.76). Uvazujme konkretne napr. o detskem auticku 
na pero, ktere jede po naklonene rovine smerem vzhuru. Na auticko, jez povazujeme za hmotnou 
soustavu, pusobi sily vnejsi (sila tihova, sila od podlozky, sila, kterou pusobi vzduch) a vnitfni 
(jednotlive elementy auticka vcetne pruziny na sebe navzajem). Pohyb auticka zkoumame v labo- 
ratorni soustave, v niz je tihove pole homogenni a casove nemenne. Sily tihove jsou konzervativni. 
Prejde-h hmotna soustava (tj. auticko) ze stavu 1 (obr. 2.81) do stavu 2, vykonaji tihove sily 
praci (viz rovnice (2.67)) 

(1.2-127} W G ,i ^2 = ( gmihi + gm 2 h 2 + .. • + gm n h n ) i - (gmihi + gm 2 h 2 + ... + gm n h n ) 2 , (2.131) 

kde h\, h 2 ,..., h n jsou vysky hmotnych elementu o hmotnostech mi, m 2 ,..., m n nad povrchem 
Zeme. Na zaklade tohoto vysledku definujeme potencialni energii hmotne soustavy v tihovem 
poh, kratce tihovou energii hmotne soustavy, vztahem 
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{1.2-128} 

{ram-69} 

Eg = gmihi + < 77772/12 + ... 

+ gm n h n . definice tihove energie hmotne soustavy 

(2.132) 


Vztah (2.131) lze psat ve tvaru 



{1.2-129} 

Wg, l-*2 = Eq,X ~ Eg,2 - 

vyjadreni prace tihove sily pomoci tihove energie 

(2.133) 

{ram-70} 





Jestlize auticko po naklonene rovine stoupa, pusobi tihove sily proti smeru pohybu a konaji 
zapornou praci, Wg, i ->2 < 0. Tedy Eg, i < Eg, 2 , tj. Eg roste. 



{obr 1.2-80} Obr. 2.81: Prace tihovych sil pri prechodu auticka ze stavu 1 do stavu 2. 

Vyjadrem potencialm energie obecne hmotne soustavy v homogenmm tihovem poli pomoci 
teziste. Definicm vztah (2.132) pro Eq lze s uzitim vztahu (2.125) upravit takto: 

{1.2-130} Eg = g(rriihi + rri 2 h 2 ■ ■ ■ + m n h n ) = gmhc, (2.134) 

kde m = mi + m 2 + ... + m„, je celkova hmotnost uvazovane soustavy. Fyzikalm obsah vztahu 
(2.134): Potencialm energie hmotne soustavy o hmotnosti m v tihovem poli je rovna tihove 
energii hmotneho bodu o hmotnosti m umisteneho ve vysce teziste C (obr. 2.82). 



Obr. 2.82: Potencialm energie hmotne soustavy o hmotnosti m v tihovem poli je rovna 
{obrl .2-81} potencialm energii hmotneho bodu o hmotnosti m umisteneho ve vysce teziste C. 


Informace: 

1. V jinem poli nez homogenmm, napr. v obecnem gravitacnim poli, potencialm energie 
pomoci polohy teziste vyjadrit nelze. 

2. Vztahy (2.131) az (2.134) plati nezavisle na tom, zda na hmotnou soustavu soucasne pusobi 
ci nepusobi i jine sily. 

Zcela analogicky jako tihova energie se definuje potencialm energie hmotne soustavy v li- 
bovolnem jinem vnejsim konzervativnim silovem poli, napr. potencialm energie hmotne 
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{ ra 

{1.2-132} 


{1.2-133} 

{ram-72} 
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soustavy v obecnem gravitacmm poli, nebo potencialni energie soustavy elektricky nabi- 
tych castic v elektrostatickem poli. Napf. potencialni energie hmotne soustavy ve (vnejsim) 
gravitacmm poli (kratce: gravitacni energie) je definovana vztahem 


E s = E g ,i + Eg 2 + ... + E Sjn , definice potencialni energie hmotne soustavy v grav. poli 

(2.135) 

i-71} 

kde Eg,i je potencialni gravitacni energie prvniho elementu hmotne soustavy atd. Pro 
zmenu gravitacni energie plati, analogicky vztahu (2.133), vztah 

Wgji—>2 = E &1 - Eg; 2 , (2.136) 

kde Wg, 1^2 je prace, kterou vykonaji sily vnejsiho gravitacniho pole pusobiciho na soustavu 
pfi jejim pfechodu ze stavu 1 do stavu 2. 


2.9.3.2 Potencialni energie hmotne soustavy v poli vnitfnich sil 

Podobne jako vnejsi sily mohou i vnitfni sily v hmotne soustave byt konzervativni (napr. sily 
gravitacni v soustave Zeme - Mesic, nebo sily elasticke neboli pruzne, nebo sily elektrostaticke), 
tak nekonzervativni (napr. sily vnitfniho tfeni v latkach). Vnitfni konzervativni sily maji tuto 
dulezitou vlastnost: Jestlize v hmotne soustave probehl nejaky dej a jesthze pritom vzajemne 
polohy jejich elementu byly na konci deje stejne jako na jejich zacatku (rikame, ze konfigurace 
soustavy se nezmenila), pak konzervativni sily vykonaly behem deje nulovou praci. 

Z teto vlastnosti konzervativnich sil plyne, podobne jako drive, ze ma hmotna soustava v poli 
vnitrnich sil potencialni energii, kratce vnitfni potencialni energii f?™*, pro kterou plati: Pfejde- 
li hmotna soustava pfi nejakem deji ze stavu 1 do stavu 2, vykonaji vnitfni konzervativni sily 
praci 2 , pro kterou plati 



2.9.3.3 Celkova potencialni energie hmotne soustavy 

Celkova potencialni energie hmotne soustavy E p , \ je rovna podle definice souctu vsech jejich 
potencialnich energii v poli vnejsich i vnitfnich konzervativnich sil. Napf. potencialni energie E p 
auticka na obr. 2.81 je soucet jeho tihove energie Eq a jeho vnitfni potencialni energie pruznosti, 
E e \ast (tj. elasticke energie jeho pruziny). Pfejde-li hmotna soustava pfi nejakem deji ze stavu 1 
do stavu 2, vykonaji vnejsi i vnitfni konzervativni sily praci Wk,i ^2 danou vztahem 

Wk,i ^2 = E p ,i — Ep ,2 = —Ahip . zmena potencialni energie soustavy (2.137) 

Napf. pfi pohybu auticka podle obr. 2.81 konaji (vnejsi) tihove sily zapornou praci (a tihova 
energie roste), pruzne (vnitfni) sily konaji praci kladnou (a elasticka energie klesa). Soucet obou 
praci muze byt kladny, zaporny nebo nulovy. 

Informace: Pfi uvahach o potencialni energii hmotne soustavy v poli vnejsich sil lze postupovat 
takto: K telesum uvazovane hmotne soustavy pficlenime navic teleso, ktere je zdrojem vnejsiho 
siloveho pole. Tim dostaneme novou (sirsi) hmotnou soustavu HS 7 , v niz se staly sily, ktere 
v hmotne soustave byly sily vnejsi, silami vnitfnimi. Napf.: Pfi pohybu druzice D v gravitacnim 
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poli Zeme bud’ povazujeme druzici za hmotnou soustavu, ktera se pohybuje ve vnejsim gravitac- 
nim poli Zeme, nebo povazujeme druzici a Zemi za jedinou soustavu HS'. V teto nove soustave 
HS' = (D + Z) jsou gravitacni sily, kterymi na sebe navzajem pusobi druzice a Zeme, silami 
vnitrnimi. Potencialni energie teto nove soustavy je pak jeji potencialni energii v poli vnitfnich 
sil, ktera zavisi jen na vzajemnych polohach teles soustavy, tj. na jeji konfiguraci. 


{prlp2-25} KP 2.9-2- 

Dve mala telesa (hmotne body) o hmotnostech mi, m 2 , spojena pruznym vlaknem o zanedba- 
telne hmotnosti, byla vyhozena vzhuru na vodorovnem povrchu Zeme (obr. 2.83). V case t' 
mela telesa souradnice y'- a rychlosti u'- (j = 1,2), (stav 1), v case t"(> t') byly souradnice y" 
a rychlosti v" (stav 2). Predpokladejte, ze veliciny mi , m 2 , y[, y ' 2 , v' 2 , y'[ , , v'[ , V 2 , g jsou dany. 

Uvazujte o teto dvojici hmotnych bodu jako o soustave (hmotne soustave) a reste ukoly: 

1. Vyjmenujte vsechny sily, ktere pusobily na hmotnou soustavu behem pohybu 1 —> 2; 

2. Urcete soucet praci vsech sil, ktere pusobily na hmotnou soustavu; 

3. Urcete praci, kterou vykonaly tihove sily; 

4. Urcete soucet praci, ktere vykonaly ostatni sily (tj. sily od vlakna a sily odporu vzduchu). 
Re.se.ni: 

1. Pusobily tihove sily G\, G 2 , sily od vlakna a sily odporu vzduchu; 

2. Wi_>2 = A E k = E kj 2 ~ -Ek,i = \miv" 2 + \m 2 v- (\mivf + \m2V2 ); 

3. Wg, 1^2 = lUk onZj i— >2 = -AU P = E g , 1 - E G , 2 = g{nny[ + m 2 y' 2 ) - g{miy'{ + m^)-, 

4. lUnekonz, 1 —>2 = Wi^2 ~ U4onz,1^2 = Wi^ 2 ~ U / G,1^2- 



Obr. 2.83: Dve mala telesa (hmotne body) a o hmotnostech m\ a m 2 spojena pruznym 
{obrl.2-82} vlaknem o zanedbatelne hmotnosti vyhozena vzhuru nad vodorovnym povrchem Zeme. 


2.9.4 Elasticka energie hmotne soustavy 
2.9.4.1 Elasticka energie pruzneho telesa 

V teto casti pojedname strucne o energetickych pomerech pri deformovani (zmene tvaru) pruz- 
nych teles pusobenim jinych teles nebo silovych poli. Deformace teles je z hlediska fyzikalmho 
slozity dej, jehoz prubeh zavisi na molekularni strukture teles, na casovem prubehu pusobicich sil 
a na mnoha dalsich faktorech. Zvlastni skupinu teles tvori telesa pruzna, tj. takova telesa, ktera 
se po odstraneni vnejsich pricin deformace sama vraci do stavu velmi blizkeho stavu puvodnimu. 
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{obrl.2-83} 


{1.2-134} 

{ra 

{1.2-135} 

{ram-74} 


{1.2-136} 


Idealizovane teleso, ktere se vrati presne do puvodniho stavu, se nazyva dokonale pruzne teleso. 
Skutecne telesa se dokonale pruznemu telesu pri malych deformacich svymi vlastnostmi vetsinou 
velmi blizi. 

Deformujeme-li dokonale pruzne teleso, ktere bylo zpocatku v klidu a ktere bylo jiz jistym 
zpusobem deformovano (stav 1) a prevedeme je do (obecne jineho) stavu 2, v nemz je opet v klidu 
a v nemz je deformovano (obecne) jinak, vykonaji vnejsi sily na ne pusobici (mezi tyto sily patri 
i sila tihova) jistou praci Wi _>2 (obr. 2.84). Tato prace nezavisi u dokonale pruzneho telesa na 
zpusobu, jakym teleso preslo ze stavu 1 do stavu 2, nybrz jen na pocatecmm a konecnem stavu. 
Tento vysledek plyne z definice dokonale pruzneho telesa a jeho priblizna platnost pro realna 
telesa je overena experimentalne. 

G a F jsou vnejsi sily s tav 



Obr. 2.84: Elasticka energie pruzneho telesa pri prechodu ze stavu 1 do stavu 2. 

Na zaklade uvedeneho vysledku definujeme potencialni energii pruznosti, neboli elastickou 
energii telesa, E e i ast , takto 

• V nedeformovanem stavu, ktery oznacime indexem 0, je E e i ast .o = 0. 

• V deformovanem stavu (stav 1) je E e i ast ,i = kde Wq ^ 1 , je prace, kterou vykonaly 

pri deformaci vnejsi sily pusobici na teleso za predpokladu, ze v pocatecmm i vyslednem 
stavu bylo teleso v klidu. 

(definice elasticke energie telesa) (2.138) 

i-73} 


Z teto definice plyne pro elasticke energie E e i ast l , E elast2 ve dvou stavech 1, 2 vztah 

-^eiast^ — Eeiast.i = W'7^2 ^ prace vnejsich sil pri pruzne deformaci (2.139) 

kde 2 j e prace, kterou vykonaji vnejsi sily pusobici na teleso pri deformovani telesa ze stavu 
1 do stavu 2. 

Dukaz: 


E e last,2 = W^2 = W£$i _2 = 1 + Wg 2 = E elast ,! + W^ 2 ^ W& 2 = £ elast)2 - E elast)1 . 

Prace sil, kterymi pusobi pruzne teleso na okoli pri deformaci 1 —* 2, je W^ 2 = — Wf^ 2 ■ Tedy 

W^ 2 = E elast)1 - E e i ast 2 = -AE e i ast . (2.140) 

V technickych zarizenich pruzna telesa (napr. pruziny) v nekterych fazich deje energii prijimaji, 
v jinych fazich ji opet vydavaji (vzduchove pistole, pruziny ventilu, tlumicu atd.). 
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Poznamenejme, ze elasticka energie je vnitrm energii soustavy. Nekdy vsak (pri obecnych 
uvahach) se z vnitrm energie vycleiiuje a uvadi zvlast’. 


2.9.4.2 Elasticka energie idealni pruziny 

Idealni pruzina je pruzina, ktera ma zanedbatelne malou hmotnost (m = 0). ktera je dokonale 
pruzna a ktera spliiuje Hookuv zakon (protazeni ~ pusobici sila, A l ~ F. viz odst. 1.4, obr. 2.20). 
Pruzne vlastnosti pruziny jsou charakterizovany velicinou k, ktera se nazyva tuhost pruziny 
a ktera je definovana vztahem 



F 


{1.2-137} 1 

{ram-75} 1 

k = -. —r. definice tuhosti pruziny 

M 

(2.141) 


Zde F je velikost sily pusobici deformaci a x je jeji prodlouzeni (x > 0) nebo zkraceni (x < 0), 
obr. 2.85; [fc] = N/m. 





{obrl.2-84} 


Obr. 2.85: Sila F zpusobuje deformaci pruziny - jeji prodlouzeni (x > 0) nebo zkraceni 

(x < 0 ). 


Z defmicniho vztahu E e i ast = W ext , viz definici (2.138) a ze vztahu (1.24) plyne 

{1.2-138} 

{ram-76} 

{prl.2-26} KP 2.9-3 

Pruzina ventilu je stlacena o 8 mm silou o velikosti 40 N. Urcete jeji tuhost a jeji elastickou 
energii. Povazujte pruzinu za idealni. 

Resent: 

1 . k = F/\x\ = 40N/(8 ■ 10" 3 m) = 5 ■ 10 3 N/m; 

2. Eei as t = \kx 2 = |5 ■ 10 3 ■ (8 ■ 10- 3 ) 2 J = 0,16 J. 


^eiast = \kx 2 \ elasticka energie pruziny 


(2.142) 
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gieSoustavy} 

{1.2-139} 

{ram-77} 


{obrl.2-85} 


{1.2-140} 


2.9.5 Mechanicka energie hmotne soustavy 
2.9.5.1 Mechanicka energie hmotne soustavy 

Mechanicka energie E m hmotne soustavy v urcite vztazne soustave je definovana vztahem 

E m = Ek + E p , definice mechanicke energie hmotne soustavy (2.143) 

kde Ek je jeji kineticka energie — rovnice (2.128) a E p jeji potencialni energie — odst. 2.9.3. 1. 
Napr. mechanicka energie hmotne soustavy tvorene stoupajici kabinou zdvize o hmotnosti mi, 
v niz na pruzine kmita teleso T o hmotnosti m 2 , je (v laboratorni soustave) soucet kinetic- 
kych energii vsech jejich prvku, tihovych energii vsech jejich prvku a elasticke energie pruziny 
(obr. 2.86). 



Obr. 2.86: Mechanicka energie hmotne soustavy. 

Mechanicka energie hmotne soustavy je velicina velmi dulezita v technicke praxi. Jeji zmeny 
pri ruznych dejich souviseji s praci sil, ktere na hmotnou soustavu pusobi, a to podle vztahu 
(2.145) pripadne podle vztahu (2.147), ktery je zvlastnim pripadem predesleho vztahu. V dalsim 
oba vztahy odvodime a vysvetlime. 

Uvazujme konkretne o hmotne soustave znazornene na obr. 2.86, tj. o soustave „kabina 
+ pruzina + teleso T“. Budeme predpokladat, ze vliv vzduchu v kabine na prubeh deje je 
zanedbatelne maly. V urcitem case je hmotna soustava ve stavu 1, pozdeji je ve stavu 2. Pri 
prechodu hmotne soustavy ze stavu 1 do stavu 2 vykonaji vsechny sily pusobici na soustavu 
(vnejsi i vnitfni) celkovou praci W / V .i^ 2 , pro kterou podle vztahu (2.129) plati 

-Ek,2 - E^i = Wv : i_> 2 , (2.144) 

kde Ek je kineticka energie hmotne soustavy. Vyjadfime W v ,i ^2 takto: Sily pusobici na hmotnou 
soustavu rozdelime na dve skupiny: 

1. konzervativni (to jsou sily tihove a elasticke) a 

2. vsechny jine (sila od lana, sily odporu vedeni a vzduchu). 

Pri deji 1 —> 2 vykonaji konzervativni sily praci Mkonz.i^ = E p j — E p 2 , viz rovnice (2.137). 
Soucet praci vsech jinych sil oznacime Wnekonz,i^ 2 - Vztah (2.144) pak lze upravit takto 

-®k,2 — -E'k.l = kkv,!—>2 = kkkonz,l—>2 + kknekonz,l—>2 = -®p,l -®p,2 + B^nekonz,!—>2- 
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{1.2-141} 

{ram-78} 


{1.2-142} 

{prl.2-27} 


{obrl.2-86} 


Odtud plyne upravou 


(^k,2 + E&) — (-Ek,l — -E p ,l) — ^nekonz, 1— >2 ? 


tj- 

-Em ,2 — E m ,i = Wnekonz.i —>2 ■ nejdulezitejsi vztah pro E m (2.145) 

Pripomenme: E m je mechanicka energie hmotne soustavy. V pripade hmotne soustavy na obr. 2.85 
je E m = Ek + Eg + E e last- Velicina bF n ekonz,i ^2 je prace jinych sil nez konzervativnich. V pri- 
pade hmotne soustavy na obr. 2.86 je to soucet praci sily F\. kterou pusobi lano na kabinu 
a (zaporna) prace, kterou vykonaji sily odporu. V technicke praxi je kP n ekonz vetsinou prace sil, 
kterymi pusobi na uvazovanou hmotnou soustavu ostatni telesa, s nimiz je hmotna soustava 
ve styku. Rovnice (2.145) je nejdulezitejsim vztahem v cele casti 2.9 . Poznamenejme, ze ji lze 
napsat i ve tvaru 

A E k + AEp = A E m = W nekonz, 1 —>2 • (2.146) 

KP 2.9.5-1- 

Na idealni nezatizenou pruzinu (rn = 0. F = k\x\) zavesime teleso o hmotnosti m (obr. 2.87). 
Nejprve je pridrzime a pote pustime s nulovou pocatecni rychlosti, takze teleso zacne kmitat. 
Puvodni stav soustavy oznacime 1. Po urcitem case (po nekolika kmitech) se soustava dostane 
do stavu 2 naznaceneho na obr. 2.87b, v nemz mefenim zjistime, ze teleso ma rychlost v. Urcete: 

1. Mechanickou energii soustavy ve stavu 1 a 2; 

2. Praci W 0 , kterou vykonaly sily odporu vzduchu. 



Resem: 

1. a) -E m ,i = -Ek,i + E Gi1 + -Eeiast^ = 0 + mgh + 0, 
b) E m> 2 = \mv 2 + mg(hi — d) + \kd 2 ; 

2. W 0 = IPnekonz = -E m ,2 ~ F m i = ...(< 0). Pozn.: Krome sily odporu vzduchu pusobi na 
soustavu sila F v miste uchyceni. Jeji pusobiste je v klidu, jeji prace je tedy nulova. Proto 
plati IPnekonz = W 0 + W F = W Q . 
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2.9.5.2 Zakon zachovani mechanicke energie 

Pri mnoha dejich probihajicich v hmotne soustave je velicina W ne konz,i ->2 v rovnici (2.145) velmi 
mala, terrier nulova. Zejmena v izolovanych soustavach, v nichz je navic zanedbatelne male 
vnitrni trem, je W ne konz,i ^2 = 0, takze vztah (2.145) nabude tvar 

{1.2-143} 

{ram-79} 


1 . Nekonzervativnl sily pusobici na hmotnou soustavu jsou tak male, ze jejich prace W / ne konz,i ^2 
je ve vztahu (2.145) temer rovna nule. Priklady: hmotna soustava znazornena na obr. 2.83 
v pripade, ze slly odporu a vnitfniho trem jsou zanedbatelne. Nebo: srazka dvou dokonale 
pruznych micu nebo pruzna srazka dvou molekul plynu. 

2. Nekonzervativnl sily jsou zanedbatelne male, konaji vsak nulovou praci. Priklady: 

a) Vozik na toboganu za predpokladu, ze sily treni jsou zanedbatelne male (obr. 2.88a). 
Sila F n (od kolejnic) je kolma na smer pohybu, kona tedy nulovou praci. Plati rov- 
nice (2.147); 

b) hmotna soustava sestavajici z idealni pruziny a telesa, ktere na ni kmita (obr. 2 . 88 b). 
Na soustavu pusobi v bode A pruziny sila F n (^ 0), kterou vyvozuje zaves. Bod A je 
v klidu, sila F n kona nulovou praci, plati rovnice (2.147); 

c) Zcela analogicka je situace u matematickeho kyvadla na obr. 2.88c; 

d) Dve kulicky spojene idealni pruzinou se pohybuji po dokonale hladke naklonene rovine 
(obr. 2.88d). Sily F n od podlozky jsou kolme na smer pohybu kulicek, jejich prace je 
nulova, plati rovnice (2.147). 


E m = konst., zakon zachovani mechanicke energie, , , 

E k + E p = konst, (je-li ^ 1-1 = 0) 1L ' ' 

Kazdy z techto vztahu vyjadruje zakon zachovani mechanicke energie. 

Diskuse: V odst. 2.9.1 jsme uvedli, ze izolovana soustava neexistuje. Kdy tedy plati zakon 
zachovani, vyjadreny vztahy (2.147)? Plati vzdy, kdyz ve vztahu (2.145) plati B / ne konz,i ^2 = 0, 
tj. tehdy, kdyz: 


{obrl.2-87} 



Obr. 2.88: Priklady, kdy plati zakony zachovani mechanicke energie (nekonzervativnl sila F n 
kona nulovou praci). Vozik na toboganu (a), teleso na idealni pruzine (b), matematicke kyvadlo 
(c) a hmotne body spojene pruzinou pohybujrcr se po dokonale hladke naklonene rovine (d). 


{prlu2-28} KP 2.9.5-2 - 

Na idealni nedeformovanou pruzinu o tuhosti k = 50 N/rn upevnenou v bode A podle obr. 2.88b, 
zavesrme teleso o hmotnosti m = 0,4 kg a pustrme je s nulovou pocatecnr rychlosti, takze zacne 
volne kmitat. Odpor vzduchu je zanedbatelny; g = 10 m • s -2 . Uvazujte o soustave „pruzina + 
teleso" a vyreste ukoly: 
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1. Rozhodnete a zduvodnete, ktere z velicin E m , Eg, F e i ast se men! a ktere nikoliv; 

2. Urcete nejvetsi protazem pruziny; 

3. Rychlost telesa v okamziku, kdy je pruzina protazena o 10 cm. 

Reseni: 

1. Vyjdeme ze vztahu (2.145), v nemz W ne konz je soucet praci sily F n (obr. 2.88b) a nulove 

sily odporu vzduchu. Je tedy Wnekonz = 0, takze E m = konst. Veliciny Eq, E e i as t se 

mem. 

2. Oznacime h (promennou) vysku telesa nad zemskym povrchem. Stav, v nemz je teleso 
v nejnizsim bode, oznacime 2. Pak A/ max = h\ — h?- Platl: 

a) v nejvysslm bode E mj i = £k,i + Eg ,i + -E e iast,i = 0 + mgh\ + 0 

b) v nejnizsim bode E m , 2 = 0 = mgh 2 + \k(h\ — h?) 2 

E m , 1 = E m> 2 —> mgh\ = mgJi 2 + ^k(hi — / 12) 2 —^ 

1) hi = h ,2 - trivialni 

2) AZmax = hi - h 2 = ^ = • • • = 0,16m. 

3. Oznacime indexem 3 stav v nemz je pruzina protazena o A l = 10 cm. Pak E m \ = £’ m3 =k 

mghi = mghz + \mv | + \k{h\ — /13) 2 ; h\ — h% = A l = AZ(2^ — ^A l) V 3 = 

... = ^0775 = 0,87m-s" 1 . 


Pokyn: Reste priklady KP 2.6-21, KP 1.4-9, KP 1.4-22, KP 1.4-23 v textu 
z fyziky; KP 2.6-22 az KP 2.6-24. 

2.9.6 Kineticka energie tuhych teles 

iTuhychTeles} 

Tuhym telesem (nebo „dokonale tuhym“ telesem) se nazyva takove teleso, v nemz jsou vzajemne 
vzdalenosti jeho elementu stale. Tuhe teleso je abstrakce, model realnych teles, jez se pri pusobeni 
sil vzdy deformuji, v nichz jsou molekuly v neustalem pohybu atd. Yysetrime vlastnosti kineticke 
energie tuhych teles pri rotacnim a pri obecnem pohybu. 

2.9.6.1 Kineticka energie rotujiciho telesa. Moment setrvacnosti 

Dokazeme toto tvrzeni: Kinetickou energii tuheho telesa, rotujiciho uhlovou rychlosti u kolem 
osy p pevne v soustave S (inercialni nebo neinercialni) (obr. 2.89), lze v teto soustave vyjadrit 
ve tvaru 

{1.2-144} 

{ram-80} 

Zde I je velicina nazvana „moment setrvacnosti telesa vzhledem k prirnce p u , definovana takto: 
Rozdelime teleso na tak male elementy, ze je muzeme povazovat za hmotne body a ocislujeme 
je. Hmotnost j-teho elementu oznacime m 3 , jeho vzdalenost od primky p oznacime r ? . Pak 


£k = ■ kineticka energie rotujiciho telesa 


(2.148) 


& 


Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brne 


125 




2.9. ENERGIE HMOTNYCH SOUSTAV 


{1.2-145} 

{ram-81} 


{obrl.2-88} 


{1.2-146} 

{prl.2-29} 


{1.2-147} 



Obr. 2.89: K vypoctu kineticke energie rotujiciho telesa. 

Dukaz: Do vztahu (2.128) pro E k dosadime v 2 = Vj ■ Vj =| u X © | 2 = (rjUj) 2 (obr. 2.89) 
a dostaneme 

Ek = ^rrii(riu) 2 + ^m 2 (r 2 w) 2 + ... + ^ m n (r n uj ) 2 = ^w 2 (mir 2 + m 2 rf + ... + m n r 2 ). 
Zavedeme-li I definicmm vztahem (2.149), dostaneme vztah (2.148). 


Informace: 

1. Vztahem (2.149) je definovan i moment setrvacnosti libovolne soustavy hmotnych bodu, 
nejen telesa. Pri konkretnlm vypoctu I pro teleso se spojite rozlozenou hmotnostl na 
zaklade definice (2.149) je nutno nahradit soucet konecneho poctu clenu integralem 

1= [ r 2 (P)p(P)dV, (2.150) 

Jv 

kde p(P) je hustota telesa v elementu o objemu dV v bode P ve vzdalenosti r od prrmky 
p. Jednotka [I] = kg • m 2 . 

KP 2.9.5-3- 

Urcete moment setrvacnosti vzhledem k ose Oy soustavy hmotnych bodu naznacene 
v obr. 2.76. 

Resem: 

I = mir 2 + m 2 r| + m 3 r| = mi(a — 5) 2 + m 2 o 2 + m 30 2 = 2- 10 _3 kg-0,l 2 m 2 + 0,8- 10 _3 kg- 
0,4 2 m 2 = 1,48 • 10 -4 kg ■ m 2 . 


2. Moment setrvacnosti / vzhledem k libovolne primce telesa sestavajiciho z nekolika casti 
o momentech setrvacnosti Ji, J 2 ,..., I n (vzhledem k teze primce) je dan vztahem 

I = I\ + 1% + «.. + I n - (2.151) 

Dukaz: Soucet na prave strane definicniho vztahu (2.149) rozdelime na n souctu vztazenych 
k jednotlivym telesum a dostaneme primo vztah (2.151). 
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3. Steinerova veta 

Moment setrvacnosti I p libovolneho telesa vzhledem k primce p (obr. 2.90) a jeho moment 
setrvacnosti I 0 vzhledem k primce o jdouci hmotnym stredem C rovnobezne s p jsou vazany 
vztahem 

{1.2-148} I p = I 0 + md 2 , Steinerova veta (2.152) 

{ram-82} 

kde m je hmotnost telesa a d je vzdalenost prirnek p a o. 

Uziti: Vypocet I p integralem (2.150) je mnohdy obtizny, vypocet I Q je vetsinou snadnejsi, 
nadto je I 0 pro radu teles jednoduchych tvaru tabelovano. Napr. pro kotouc na obr. 2.90 
je I a = mr 2 /2. Vztah (2.152) lze dokazat s uzitim definicniho vztahu (2.149) a jednoduche 
geometricke uvahy. 


p o 



{obrl.2-89} Obr. 2.90: Pfiklad KP 2.9.5-3. 

{prl.2-30} KP 2.9.5-4- 

Kotouc na obr. 2.90 ma parametry m = 6 kg, r = 30 cm. Urcete: 

1. I o', 

2. I p pro d = 20 cm. 

Resem: 

1. / 0 = ^mr 2 = i 6kg-0,3 2 m 2 = 0,27kg-m 2 

2. I p = I a + md? = (0,27 + 6 • 0,2 2 ) kg • m 2 = 0,51 kg • m 2 . 

{prl.2-31} KP 2.9.5-5- 

Kotouc zadany v KP 2.9.5-4 (predesly pfiklad) se otaci uhlovou rychlosti u = 4s _1 kolem 

1. primky o, 

2. primky p. 

Urcete v obou pripadech jeho kinetickou energii. 

Resem: 
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{1.2-149} 

{1.2-150} 


{obrl.2-90} 


{1.2-151} 

{ram-83} 


1. E k = § I Q UJ 2 = |0,27 kg • m 2 4 2 s -2 = 2,16 J; 

2. E' k = | I p u 2 = ^0,51 kg • m 2 4 2 s -2 = 4,08 J. 


2.9.6.2 Kineticka energie hmotne soustavy pri obecnem pohybu s uzitim tezisfove 
soustavy 

Kinetickou energii E k libovolne hmotne soustavy v libovolne inercialni vztazne soustave S 
(obr. 2.91) lze vyjadrit takto: Oznacime m jeji hmotnost a vc rychlost jejiho hmotneho stredu 
C. Zavedeme vztaznou soustavu Sc s pocatkem v C, ktera kona v S translacm pohyb. Nazveme 
ji „tezist’ova soustava“. Oznacime E ki c kinetickou energii hmotne soustavy v soustave Sc- Pak 
plati 

= 2 mv C + E\s.,C = -Ek,trans + E kj C- (2.153) 

Velicina 

-Ek.trans = (2.154) 

se nazyva energie translacniho (postupneho) pohybu hmotne soustavy ve vztazne soustave S. 
Udava kinetickou energii, kterou by hmotna soustava mela, kdyby vykonavala ve vztazne sou¬ 
stave S postupny pohyb rychlosti vc, kterou v ni ma jeji teziste. Naproti tomu velicina E kj c 
na volbe vztazne soustavy S nezavisi, udava tedy kinetickou energii vnitfniho pohybu hmotne 
soustavy. Vztah (2.154) nebudeme dokazovat. 



Obr. 2.91: Kineticka energie hmotne soustavy urcovana ve vztazne soustave S je dana jeji 
celkovou hmotnosti m a rychlosti jejiho hmotneho stredu vc (vzhledem k soustave S). 

Vztah (2.154) samozrejme plati i pro tuhe teleso. Jeho E kj c lze vyjadrit takto: Teziste C je 
v Sc pevne, teleso tedy kona v Sc otacivy pohyb kolem pevneho bodu C. Lze dokazat (zde to 
nebudeme dokazovat), ze rychlosti elementu tuheho telesa v Sc jsou v kazdem okamziku takove, 
jako kdyby se teleso prave otacelo kolem jiste (s casern promenne) primky o jdouci bodem C 
(obr. 2.92). Je tedy E k c energii rotacniho pohybu, tj. E k Q = E kvot . Oznacime-li moment 
setrvacnosti telesa vzhledem k o symbolem I Q a symbolem u> jeho okamzitou uhlovou rychlost, 
pak kinetickou energii tuheho telesa, ktera kona v S zcela obecny pohyb, lze vyjadrit ve tvaru 

E k = -Ek. trans + Kk. rot = - mv 2 ; + -I a J 1 . kineticka energie tuheho telesa (2.155) 

Tedy: Kineticka energie tuheho telesa konajiciho obecny pohyb je rovna souctu kinetickych 
energii translacniho a rotacniho pohybu. 
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{obrl .2-91} Obr. 2.92: Teleso se otaci kolem pohybujici se primky p jdouci tezistem C. 


Mechanicka energie tuheho telesa pohybujiciho se v homogennim zemskem tihovem poli je 
dana vztahem 

Em = 2 mv C + 2 IoUj2 + m 9 hc, 

kde vyznam symbolu je zrejmy. 

{prl.2-32} KP 2.9.5-6- 

Po klidne vodorovne podlozce se vali piny valec o polomeru R a o hmotnosti rn rychlostl v. 
Urcete jeho kinetickou energii. 

Resem: 

Nenl-li v zadanl uvedeno vyslovne, ve ktere vztazne soustave se ma energie urcit, povazujeme 
vetsinou za samozrejme, ze jde o laboratorni soustavu, tj. zde o soustavu spojenou s podlozkou. 
Uvedeme dva zpusoby vypoctu. 


(obrl. 2-92} Obr. 2.93: Priklad KP 2.9.5-6. 



{1.2-152} 


1. Zavedeme opet soustavu Sc - viz obr. 2.93. V ni se valec otaci kolem sve osy soumernosti 
o uhlovou rychlostl u = v/R ve smeru otaceni hodinovych rucicek. Uzijeme vztah (2.155) 
a dostaneme 

Ek = ^mvl + ^I 0 u 2 = X -mv 2 + l - = ^mv 2 . (2.156) 


2. Valivy pohyb valce lze v kazdem okamziku interpretovat jako jeho otaceni kolem osy dane 
primkou dotyku p, a to uhlovou rychlostl u/ = vc/R = v/R{= u). Kineticka energie valce 
je tedy 

-^k = 2 IpU 2 ! 

kde I p je moment setrvacnosti valce vzhledem k ose p. Ze Steinerovy vety (2.152) plyne 
1 3 

Ip = I 0 + m R 2 = 2 m R 2 + mR 2 = 2 mR 2 . 

Dosadime-li do predesleho vztahu, dojdeme k vysledku 

„ 1 r 2 1 3 2 3 O 

Ek = 2 T p^ = g 2 mR “ = 1 mV ’ 
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{1.2-153} 


{1.2-154} 

{ram-84} 


{1.2-155} 

{ram-85} 


ktery je shodny s (2.156). 


2.9.7 Zakon zachovam energie 

Pri dosavadnich livahach o energii hmotnych soustav jsme uvazovali jen o jejich mechanicke 
energii. Hmotne soustavy vsak maji i jine formy energie. Priklady: Atomy a molekuly ve vsech 
latkach konaji neusporadany (tepelny) pohyb a v ruznych vzajemnych vzdalenostech na sebe 
pusobi pritazlivymi nebo odpudivymi silami. V dusledku toho maji latky tzv. vnitfni energii, 
kterou obvykle znacime U. Dale: V atomech a molekulach jsou v interakci atomova jadra s elek- 
trony elektronoveho obalu. V dusledku tohoto vzajemneho pusobeni maji latky energii, ktera se 
meni napr. pri chemickych reakcich (avsak i pri jinych dejich — napr. pri ozarovani), proto se 
nazyva energie chemicke vazby, kratce energie chemicka. Dale: Soustava castic tvoricich atomove 
jadro — proton a neutrony — ma energii, ktera se nazyva energie jaderna £j a d- Zmagnetovany 
kus oceli ma energii magnetickou, nabity elektricky kondenzator ma energii elektrickou. Celkova 
energie hmotne soustavy je definovana jako soucet vsech jejich energii: 

E = E k + E p + U + A'chem + ■ ■ ■ • (2.157) 

Pri dejich probihajicich v hmotnych soustavach se (obecne) meni jak jednotlive formy (neboli 
druhy) energie, tak i celkova energie soustavy. 

Z mnoha experimentu konanych s nejruznejsimi soustavami v makroskopickem i atomarnim 
meritku vyplyva, ze energie hmotne soustavy, ktera neni v interakci s okolim, tj. ktera je izo- 
lovana, se nemeni. Celkova energie izolovane soustavy zustava stala pri vsech dejich, ktere v ni 
probihaji. Plati: 

E = konst, zakon zachovam energie (2.158) 

Tento vysledek se nazyva zakon zachovam energie. Je jednim z nejdulezitejsich fyzikalnich za- 
konu, ma obecnou platnost. 

Prechazi-li izolovana soustava z jednoho stavu (1) do druheho (2), plyne z rovnice (2.158), 
ze plati Ei = E 2 , tj E 2 — Ey = 0, neboli 

A£ = 0, tj. AE k + AE p + AU + ... = 0. (2.159) 

Pri konkretnich dejich se mohou nektere z energii zmensovat, jine zvetsovat a nektere se 
nemusi menit vubec (malokdy se meni napr. £j a d). Vime-li pri zkoumani urciteho deje predem, 
ze urcity druh energie se pri nem nemeni, pak ve vztazich (2.159), (2.158) prislusny clen obvykle 
vubec nevypisujeme. Meni-li se napr. jen mechanicka energie hmotne soustavy, prejde vztah 
(2.158) na vztah (2.147). 

Zakon vyjadreny vztahem (2.158) se v literature casto nazyva take „zakon zachovam a pre- 
meny energie". 

Reste priklady KP 1.4-9, KP 1.4-22, KP 1.4-23 v textu Vybrane kapitoly z fyziky; KP 2.6-21 
az KP 2.6-27. 


Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brne 


130 
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2.10 Pohybove rovnice soustavy castic 

{ 1 - 2 . 8 } 

Nejprve jsou zavedeny veliciny, ktere charakterizuji pohybovy stav hmotne soustavy 
jako celku: celkova hybnost hmotne soustavy P (charakterizuje pohybovy stav hmotne 
soustavy z hlediska postupne slozky jejiho pohybu). Prvni (resp. druha) pohybova 
rovnice 7 pro hmotnou soustavu vyjadruje souvislost casove zmeny hybnosti (resp. mo- 
mentu hybnosti) hmotne soustavy se silami (resp. s momenty sil), ktere na hmotnou 
soustavu pusobi. Prvni a druha impulsova veta vyslovuje tvrzeni o zmenach uvedenych 
velicin v casovem intervalu konecne delky. V zaveru je vysetrena pohybova rovnice pro 
teleso, ktere kona otacivy pohyb kolem pevne osy. 

Cil: I) Umet pouzit vztahy a zakony uvedene v rameccich, vysvetlit pojmy, veliciny 
a vysledky v tomto textu; 

II) Vyslovit a vylozit prvni pohybovou rovnici a prvni impulsovou vetu pro hmot¬ 
nou soustavu, vysvetlit jejich souvislost a vylozit analogii s pohybovou rovnici 
a impulsovou vetou pro hmotny bod. Vyslovit zakon zachovani hybnosti, vy¬ 
lozit podminky jeho platnosti; 

III) Vysvetlit zakonitosti, jimiz se ridi pohyb hmotneho stredu soustavy; 

IV) Vysvetht a vylozit druhou pohybovou rovnici a druhou impulsovou vetu pro 
hmotnou soustavu, vysvetlit jejich souvislost. Vysvetlit analogii a rozdil mezi 
prvni a druhou pohybovou rovnici. Vyslovit zakon zachovani momentu hyb¬ 
nosti, vylozit podminky jeho platnosti; 

V) Vysvetlit zakonitosti rotacniho pohybu tuheho telesa kolem pevne osy. Vy¬ 
svetht formalm analogie mezi pohybovou rovnici rotujiciho telesa a pohybovou 
rovnici hmotneho bodu; 

VI) Resit samostatne priklady resene v tomto textu a priklady KP 1.4-3, KP 1.4-4, 

KP 1.6-1, KP 1.6-2 v textu Vybrane kapitoly z fyziky; KP 2.6-28 az KP 2.6-38. 

2.10.1 Prvm pohybova rovnice a prvni impulsova veta pro hmotne soustavy 

Uvedena rovnice a veta vyslovuji tvrzeni o souvislosti hybnosti hmotnych soustav se silami, ktere 
na soustavu pusobi. Dale v textu uvedene rovnice (2.161) resp. (2.162) jsou formalne shodne 
s pohybovou rovnici (2.38) pro hmotny bod resp. s rovnici (2.59) vyslovujici impulsovou vetu 
pro hmotny bod. Prvni pohybova rovnice i prvni impulsova veta jsou dusledkem pohybovych 
rovnic pro hmotny bod. 

2.10.1.1 Definice celkove hybnosti hmotne soustavy 

P f ....... . ^ 

Celkova hybnost P hmotne soustavy je dalsi z velicin, ktere charakterizuji jeji pohybovy 
stav. Zakonitosti, jez celkova hybnost hmotne soustavy splnuje, umozni ziskat uzitecne informace 
o pohybu hmotne soustavy jako celku, aniz bychom detailne zkoumali pohyb jejich jednotlivych 
casti. 

Celkova hybnost hmotne soustavy v urcite vztazne soustave S je vektorova velicina P defi- 
novana vztahem 

7 V nektere literature byva obsah techto vet pojmenovavan jako L, respektive II. impulsova veta, ktere jsou v 
tomto textu vyhrazeny k pojmenovani mirne odlisnych tvrzeni - viz nize. 
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{obrl.2-93} 

{1.2-156} 

{ram-86} 

{prl.2-33} 


{obrl.2-94} 


I s 

\ 


\N 

pA \ 


fin 

n/ 


Obr. 2.94: Celkova hybnost P hmotne soustavy HS je dana vektorovym souctem hybnosti 
jednotlivych jejich elementu. 


P = pi+ P 2 + ■■■ + Pm definice celkove hybnosti hmotne soustavy (2.160) 

kde pi,p 2 ,... ,p n jsou hybnosti jejich elementu tak malych, ze je lze povazovat za hmotne body 
(obr. 2.94). Vektor P lze zakreslit kamkoliv, nejcasteji se umist’uje do teziste soustavy. Pri pohybu 
soustavy jsou vsechny vektorove veliciny ve vztahu (2.160) obecne funkcemi casu. 

KP 2.10-1- 

Urcete celkovou hybnost P soustavy sestavajici ze dvou teles Ti,T 2 o hmotnostech mi, m 2 = 
2mi, pohybujicich se podle obr. 2.95a. Urcete velikost a smer teto hybnosti. 


hi 



Obr. 2.95: Pfiklad KP 2.10-1. 


Resem: 

a) P =?; P = pi +P2, viz obr. 2.95b. Pritom \v2\ = \vi\, P2 = Jtt-2^2 = 2 miV 2 = 2 miVi = 2pi. 

b) P =?,a =?; P = y/p\ +P 2 = y/pi + {2pi) 2 = Vh ■ pi = Vh ■ mini; a = arctan^i = 
arctan | = 27°. 

Pozn.: Hybnost jsme urcih v laboratorni soustave. Urcete hybnost teze hmotne soustavy ve 
vztazne soustave S' spojene s telesem T} (v soustave S' je nj = 0, U 2 = V 2 — v\, obr. 2.95). 


2.10.1.2 Prvni pohybova rovnice a prvni impulsova veta pro hmotne soustavy 

Prvni pohybova rovnice pro hmotnou soustavu a prvni impulsova veta pro hmotnou soustavu 
jsou nejdulezitejsimi vztahy, jez splhuje celkova hybnost P hmotnych soustav. Jsou to analogie 
druheho Newtonova pohyboveho zakona a vety o impulsu sily pro hmotny bod, viz rovnice (2.38), 
(2.59). 
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Prvni pohybova rovnice pro hmotnou soustavu zni: Necht’ se hmotna soustava pohybuje 
v inercialm vztazne soustave S ucinkem vnejsich sil (F ext ) a vnitfmch sil (F mt ), obr. 2.96. Jeji 
hybnost P(t) se pritom (obecne) mem tak, ze plati 

{1.2-157} = = XT ^ Xt = ^v Xt - prvm pohybova rovnice pro hmotne soustavy (2.161) 

k=i 

{ram-87} 

Slovy: Derivace vektoru celkove hybnosti P hmotne soustavy podle casu je rovna souctu vnejsich 
sil (tj. vyslednici F^ xt vnejsich sil), ktere na ni pusobi. To znaci, ze vnitfni sily nemaji na P vliv. 



Obr. 2.96: Prvky hmotne soustavy HS se pohybuji v inercialm vztazne soustave S ucinkem 
{obrl 2-95} vnejsich (F ext ) a vnitfmch sil (F mt ). 


Dukaz: Napiseme pohybove rovnice (viz rovnice (2.38)) vsech elementu hmotne soustavy ve 
vztazne soustave S, ktera je podle predpokladu inercialni, a secteme je. Dostaneme 


d Pk 
dt 


= F?* + Fj?,k = l,2,..., n ; 



= E^r*, 


pricemz jsme uzili toho, ze soucet vnitfmch sil, ktere splhuji tfeti Newtonuv pohybovy zakon (viz 
strana 60), je roven nule. Uzijeme-li v poslednim vztahu vztah, ktery dostaneme derivovanim 
rovnice (2.160) podle casu, dostaneme vztah (2.161). Srovnejte tuto rovnici s (2.38). 


Prvni impulsovou vetu, rovnice (2.162), dostaneme takto: Necht’ uvazovana hmotna soustava 
naznacena na obr. 2.96 ma v case t\ hybnost Pi a v pozdejsim case t 2 hybnost P%. V prubehu 
deje 1 —> 2 se v malem casovem intervalu delky dt zmeni vektor P o diferencial dP, pro ktery ze 
vztahu (2.161) plyne d P = F^ xt dt. kde F^ xt je vyslednice vnejsich sil. Secteme-li vsechny tyto 
zmeny v celem casovem intervalu (fi, * 2 ), tj- integrujeme-li obe strany rovnice (2.161) podle casu 
v intervalu (fi,t 2 ), dostaneme vztah 


{1.2-158} 

P 2 J 

- f t2 ^ 

Pi = / F^ dt. prvni impulsova veta pro hmotne soustavy 

(2.162) 

{ram-88} 





Vektor dany integralem na prave strane je impuls vnejsich sil v casovem intervalu (ti, ^ 2 ), srov¬ 
nejte rovnice (2.56) a (2.59). Impuls sily se znaci I. 

Vztahy (2.161), (2.162) jsou sice formalne shodne se vztahy (2.38), (2.59) platnymi pro 
hmotny bod, maji vsak obecnejsi fyzikalni obsah. Poznamenejme, ze vztahy (2.161), (2.162) 
jsou teoreticky ziskane z vysledku plynoucich z Newtonovych pohybovych zakonu. 
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{prl.2-34} 


{obrl.2-96} 


{1.2-159} 

{ram-89} 


KP 2.10-2 - 

Vystreleny delostrelecky granat o hmotnosti m explodoval v case t±, kdy mel hybnost Pi. Urcete 
celkovou hybnost vsech strepin a produktu exploze v pozdejsim case t^. Predpokladejte, ze odpor 
vzduchu byl zanedbatelny a ze zadna cast granatu jeste nedopadla na zem (obr. 2.97). 



"\(D 


i 

\ ° 

\ 



\ 


j 

h 


/////////////////////// 


mgfo - h ) 


Pi 


Obr. 2.97: Priklad KP 2.10-2. 


Resem: 

Granat i s nalozi povazujeme za hmotnou soustavu. Pri pohybu v casovem intervalu (^ 1 ,^ 2 ) na 
ni pusobily vnitrni sily a z vnejsich sil, podle predpokladu, pouze sily tihove, jejichz vyslednice 
byla G = mg. Z prvm impulsove vety (2.162) dostaneme (obr. 2.97): 

-> P 2 

Pi = Pi + / Gdt = P± + mg(t2 - ti). 

Jt i 


2.10.1.3 Zakon zachovani hybnosti hmotne soustavy 

Je-li soucet vnejsich sil pusobicich na hmotnou soustavu roven nule, plyne ze vztahu (2.161), ze 
plati dP/dt = 0, neboli ze je 

P = konst., tj. pi+P 2 +- ■ ■+p n = konst., zakon zachovani celkove hybnosti hmotne soustavy 

(2.163) 

kde Pi-P 2 - ■ ■ ■ -Pn jsou hybnosti jejich elementu. Celkova hybnost takove soustavy je tedy stala. 
Hybnosti jednotlivych elementu se mohou menit, jejich (vektorovy) soucet je vsak konstantni. 
Vztah (2.163) vyjadruje zakon zachovani hybnosti. Je-li zejmena na pocatku pohybu P = 0, je 
YlPk = 0 v kazdem dalsim okamziku. Tento zakon plati napr. pro izolovane soustavy, plati vsak 
i pro soustavy, ktere izolovane nejsou a na ktere pusobi i vnejsi sily, jejichz soucet je vsak nulovy. 

Priklady uziti zakona zachovani hybnosti 

a) Na obr. 2.98a je clovek v lod’ce na klidne vode. Puvodne byla soustava „clovek + lodka“ 
v klidu, pote zacal clovek kracet doprava. Odpor vody byl zanedbatelny. Na soustavu 
pusobily tyto vnejsi sily: celkova tihova sila G a vztlakova sila vody, F = —G. Jejich 
vyslednice byla trvale rovna nule, F® xt = G + F = 0. Ze vztahu (2.161) plyne, ze hybnost 
soustavy je konstantni — nulova, nebot’ byla nulova v puvodnim stavu. Lodka se tedy 
zacne pohybovat doleva tak, aby pro jeji hybnost P 2 platilo p 2 = —pi, kde p\ je hybnost 
cloveka (v laboratorni soustave). 

b) Na obr. 2.98b jsou dve telesa tesne pred srazkou (stav 1) a tesne po ni (stav 2). Byl-li 
impuls vnejsich sil pri srazce zanedbatelne maly, pak hybnost soustavy zustala konstantni 
nezavisle na tom, zda srazka byla pruzna nebo nepruzna. Mechanicka energie soustavy se 
ovsem mohla zmenit. 
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Obr. 2.98: Pffklady uziti zakona zachovani hybnosti: clovek v lod’ce (a), srazka dvou teles (b) 
{obrl 2-97} a rotujici setrvacnik (c). 


c) Na obr. 2.98c je rotujici soumerny setrvacnik s volnou osou, na ktery pusobi pouze dve 
vnejsi sily: F\ a Fi = —F\. Jezto soucet vnejsich sil je roven nule, hybnost setrvacniku se 
nemeni, i kdyz se jeho rotacni pohyb a jeho kineticka energie mem. 


2.10.1.4 Souvislost zmen hybnosti hmotne soustavy s pohybem jejiho hmotneho 
stredu 

Hmotny stred C hmotne soustavy, neboli teziste hmotne soustavy, je bod, jehoz poloha je 
definovana vztahem (2.124). Pri dejich, jez probihaji v hmotne soustave, nebo jichz se hmotna 
soustava zucastnl, se teziste (obecne) pohybuje. Ukazeme, ze jeho pohyb souvisi s celkovou 
hybnosti hmotne soustavy a jejimi zmenami. 




a) Vyjadreni hybnosti hmotne soustavy pomoci rychlosti teziste. 

Oznacime-li vc rychlost teziste C hmotne soustavy o celkove hmotnosti m v libovolne 
vztazne soustave (obr. 2.99) a je-li P jeji celkova hybnost, pak plati 

{ 1 . 2 - 160 } P = mv C - (2.164) 


{obrl.2-98} 


Skutecne je: P = m\V\ + m 2 U 2 + ... + m n v n = mi^ + rri 2 ^f + ■ ■ ■ + = £i( m A + 

mYr-iF ■ ■ . + m n r n ) = ^ (rnfc) = mvc■ Pritom jsme uzili vztahu (2.124). Vysledek (2.164) 
lze vyjadrit slovy takto: Hybnost hmotne soustavy o hmotnosti m je stejna jako hybnost 
hmotneho bodu o hmotnosti m pohybujiciho se rychlosti hmotneho stredu. 


hmotny bod 



m = m\+ m 2 + ... +m. 


Obr. 2.99 
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{obrl.2-99} 


{1.2-161} 

{ram- 


•bovaRovnice} 


b) Veta o pohybu hmotneho stredu 


Tato zajimava a uzitecna veta zni: Hmotny stred hmotne soustavy o hmotnosti m, ve ktere 
pusobi vnitrni a vnejsi sily (tyto pak o vyslednici Fy Xt ), se pohybuje v inercialni soustave 
stejne jako hmotny bod o hmotnosti m, na ktery pusobi sila Fy Xt (obr. 2.100). Vnitfni sily 
nemaji na pohyb hmotneho stredu vliv. 

hmotna soustava 



Tato veta vyplyva ze vztahu (2.165), ktery odvodime: Pro celkovou hybnost P soustavy 
plati vztah (2.164). Jeho derivovanim podle casu dostaneme 


dP 

d t 


d , ^ x d v c 

—(mvc) = m— = ma c , 


kde ac je zrychleni hmotneho stredu. Dosadime-li sem za dP/dt velicinu F^ xt ze vztahu 
(2.161) platneho v libovolne inercialni soustave, dostaneme 


F® xt = mac■ zrychleni hmotneho stredu (2.165) 

-90} | 


Vztah F v = ma je vsak pohybova rovnice hmotneho bodu o hmotnosti m, na ktery pusobi 
sily o vyslednici F v . Ze vztahu (2.165) plyne, ze hmotny stred ma stejne zrychleni jako zmineny 
hmotny bod. Maji-li hmotny bod a hmotny stred stejne pocatecni rychlosti, pohybuji se po 
stejnych trajektoriich, viz obr. 2.100. 

Priklady uziti vztahu (2.165): 

1. Je-li F(? xt = 0 (hmotna soustava je napr. izolovana), plyne ze vztahu (2.164) ac = 0- 
Hmotny stred je bud’ v klidu nebo se pohybuje rovnomerne primocafe. 

2. Pohybuje-li se libovolna hmotna soustava jen ucinkem homogenniho tihoveho pole (bez 
odporu vzduchu), je soucet vnejsich sil dan vztahem Fy Xt = G = mg. Ze vztahu (2.165) pak 
plyne ac = <7- To znaci: hmotny stred hmotne soustavy se pohybuje obecne po parabole. 
Na obr. 2.101 je znazornen skokan. Po odrazu od zeme se jeho teziste pohybuje po parabole, 
nezavisle na tom, jake pohyby atlet behem letu kona. Podobne se po parabole pohybuje 
i teziste soustavy strepin vybuchleho granatu znazorneneho na obr. 2.97. 


2.10.2 Druha pohybova rovnice a druha impulsova veta pro hmotne soustavy 

Uvedeme vety vyslovujici zakonitosti, ktere se vztahuji k rotacni casti obecneho pohybu obecne 
hmotne soustavy. Jeji hlavni smysl vysvethme na pohybu desky znazornene v obr. 2.102. Ho- 
mogenni ctvercova deska, na kterou nepusobi vnejsi sily, necht’ se v nekterem okamziku otaci 
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{obrl.2-100} 


parabola 


7777777777777777777777777 

Obr. 2.101 


v inercialni soustave S kolem pfimky q. Jeji hybnost P je rovna nule, nebot’ celou desku lze 
povazovat za soustavu dvojic hmotnych elementu o stejnych hmotnostech polozenych soumerne 
vzhledem k primce q, pro nez plat! p\ + P 2 = 0 (obr. 2.102). (Pozn.: takovy pohyb lze realizovat 
v kosmu nebo v soustave, ktera je v nezatizenem stavu). 



mi = m 2 , pi = —p2, Pi +P2 = 0 


(obrl.2-101} 


Obr. 2.102 


Polozme si otazku: Muze se deska sama od sebe, jen pusobenlm vnitfnich sil, zacit otacet 
rychleji nebo pomaleji? Tusime, ze ne. Prvni pohybova rovnice vsak na tuto otazku nedava 
odpoved’, tvrdi jenom, viz rovnice (2.163), ze P = konst., tj. v nasem pripade P = 0. Tento 
vztah by ovsem platil, i kdyby deska zmenila svoji uhlovou rychlost. Tedy: Zmena rotacniho 
pohybu hmotne soustavy bez pusobeni vnejsich sil neni v rozporu s prvni pohybovou rovnici pro 
hmotnou soustavu. To, ze zmena rotacniho pohybu izolovane soustavy neni mozna, vyplyva az 
z tzv. druhe pohybove rovnice pro hmotnou soustavu, rovnice (2.169), kterou v dalsim odvodime. 
Nejprve vsak budeme definovat veliciny, ktere se uplathuji pri rotacnim pohybu — moment 
hybnosti a moment sily. 


(obrl.2-102} 


2.10.2.1 Moment hybnosti, moment sily 

a) Moment hybnosti hmotneho bodu vzhledem k bodu P je vektorova velicina definovana 
takto: Necht’ hmotny bod se pohybuje vzhledem k nejake soustave S v urcitem okamziku 
bodem A rychlosti v, takze ma hybnost p. Volme libovolne bod P a sestrojme vektor 
r = pA (obr. 2.103). Moment hybnosti hmotneho bodu vzhledem k bodu P je vektorova 
velicina l definovana vztahem 
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{i,2-161a} 

{ram-91} 

Informace: 

(a) [l\ = kg • m 2 ■ s" 1 

(b) Vektor l se umist’uje do bodu P, ktery se nazyva pol. Velikost i smer vektoru l zavisi 
na volbe bodu P. Velikost vektoru l :| l \= rp sin a = rrnv sin a, kde 0° < a < 180° 
(obr. 2.103). Smer vektoru l : l X r,p, vektory r, p, l umlstene v jednom bode tvon 
pravotocivy trojhran, pritom postupujeme od r k p nejkratsl cestou (a < 180°). 
Pozn.: Urcenl smeru l zde casto cinl potlze. 

(c) Vsimnete si: Je-li pol P pevny a hmotny bod se pohybuje rovnomerne po prlmce 
(p = konst.), je l = konst. 

(d) Za pol P se nejcasteji voll pocatek souradnic, P = O. 


I = r x p = r x mv. definice momentu hybnosti hmotneho bodu vzhledem k bodu 

(2.166) 


{obrl.2-103} 


b) Celkovy moment hybnosti L hmotne soustavy vzhledem k bodu P je definovan jako (vek- 
torovy) soucet momentu hybnosti vsech jejich elementu vzhledem k bodu P (obr. 2.104), 

tj- 



jl . 2-162} L = li + l 2 +.. . + l n = rixpi +.. . + f n xp n ■ definice L pro hmotnou soustavu (2.167) 

{ram-92} 

V obr. 2.104 je pro prehlednost zakreslena hmotna soustava sestavajici pouze ze dvou hmot- 
nych bodu. Pohybuji-li se elementy hmotne soustavy, pak momenty hybnosti h,h, ■ ■ ■ An, 
a L se obecne mohou, ale take nemusi, menit. 
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{prl.2-35} KP 2.10-3 - 

Urcete moment hybnosti bicykloveho kola rotujiciho uhlovou rychlosti uj kolem osy o 
podle obr. 2.105, a to vzhledem k polu P lezicimu ve stredu kruznice k. Predpokladejte, 
ze hmotnost m kola je rozlozena na kruznici k o polomeru R. 

Resent: 

Kolo povazujeme za hmotnou soustavu sestavajici z malych elementu - hmotnych bodu 
o hmotnostech Ami,Am 2 ,..., A m n a rychlostech vi, V 2 , ■ ■ ■, v n , jez majl stejne velikosti, 
v\ = V 2 = ■ ■ ■ = v n = Ruj. Hybnost /c-telio elementu oznaclme A p^, jeho moment hybnosti 
vzhledem k polu P oznacime A 1^. Pak plati 


{obrl.2-104} 


L = ^ A l k = Ali + A l 2 + ... + A l n = f\ x Api + r 2 x Ap 2 + .. . + r n x A p n , 

k=1 

kde fk je polohovy vektor fc-teho elementu vzhledem k polu P. 

Vsechny vektory Aik = Tk x A Pk, k = 1,2..... n maji smer osy o. Jejich velikosti jsou 

\Alk\ = \rk\ ■ \Apk\ ■ sin90° = RAmkVk ■ 1 = RAmkRw = ArrikR 2 uj. 

Jezto vsechny vektory maji stejny smer, ma jejich (vektorovy) soucet velikost (obr. 2.105) 

\L\ = AfJ = J2 l Ar fcl = E Arn kR 2 u = 
lfc=l I k=1 fc=1 

kde / je moment setrvacnosti kola vzhledem k ose o. 



c) Moment sily F vzhledem k bodu P. Necht’ na nejaky hmotny bod nebo na nejake teleso 
v jeho bode A pusobi sila F (obr. 2.106). Volme (libovolne) pol P a oznacme r = PA. 
Moment sily F vzhledem k bodu P je vektorova velicina M definovana vztahem 

{1.2-163} M = rxF. definice momentu sily vzhledem k bodu (2.168) 

{ram-93} I 
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{obrl. 



Informace: 

(a) [M] = N • m(= kg ■ m 2 • s -2 ); uziva se N ■ m; 

(b) Vektor M se umlst’uje do polu P. Vektor M zavisi na poloze polu. 

Ma velikost: 

|M|(= M) = rFsin /$, 0° < £ < 180°. 

Smer: 

M A r,F. 

Vektory r, F, M umistene v jednom bode tvori pravotocivy trojhran (rovnez: pravidlo 
pravotociveho sroubu). Viz obr. 2.106; 

(c) tJsecka PQ. kde Q je pata kolmice spustene z P na nositelku sily F, tj. pfimku / 
v obr. 2.106, se nazyva rameno sily F. Jeji delka d = r sin fj se nekdy rovnez nazyva 
rameno sily. Pak lze psat 

M = Frsin(3 = Fd. 

(d) Z pfedchoziho plyne, ze posouva-li se pusobiste A po primce /, zustava M = konst; 

(e) Velicina M charakterizuje otacivy ucinek sily umistene v bode A, vzhledem k bodu 
P. Proto se nazyva otacivy moment sily; 

(f) Pusobi-li v bode A nekolik sil, F\, F 2 ,..., F ni (viz obr. 2.106), pak z experimentu 
plyne, ze jejich celkovy otacivy ucinek je stejny, jako otacivy ucinek jejich vyslednice 

F v = F x + F 2 + ... + F n . 

Moment vyslednice sil je tedy roven souctu momentu jednotlivych sil, M v = Mi + 
M 2 + ... + M n . Tento vysledek plyne i matematicky ze vztahu (2.65). 


2.10.2.2 Druha pohybova rovnice a druha impulsova veta pro hmotnou soustavu 

Pohybova rovnice pro hmotnou soustavu zni: Necht’ se soustava pohybuje v inercialni vztazne 
soustave S ucinkem vnejsich sil (F ext ) a vnitfnich sil (F mt ), obr. 2.107. Jeji celkovy moment 
hybnosti L vzhledem k libovolnemu (ale v S pevnemu) bodu P je (obecne) funkci casu a meni 
se tak, ze plati 
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{1.2-164} 

{ram-94} 


{obrl.2-106} 


d L{t) 
d t 


= M* xt , 


druha pohybova rovnice pro hmotnou soustavu 


(2.169) 


kde M® xt je vysledny moment jednotlivych vnejsich sil pusobicich na soustavu. 



V obr. 2.107 jsou znazorneny vektory L a M(; xt v case t. V elementarnim casovem intervalu 
(t, t + dt) zmeni se L{t ) na L{t + d t) = L(t ) + d L, kde podle vztahu (2.169) je d L = M® xt dt. 
Dukaz: Povazujme hmotnou soustavu za soubor hmotnych elementu o hmotnostech mi, m 2 , ■ ■ ■, m n , 
o hybnostech pi,P 2 , ■ ■ ■ ,Pn a o momentech hybnosti l\, I 2 , ■ ■ ■, l n - Oznacme r 1 , r 2 ,..., r n jejich 
polohove vektory vzhledem k P, dale F ext , F mt , atd. vnejsi a vnitrni sily, ktere na ne pusobi, 
a M ext , M int atd. momenty odpovidajicich sil vzhledem k P. Pak plati 


^ = j t {h+h+..Mn) = ^(riXp 1 +r 2 xp 2 +.. .+r n xp n ) = ^(n xpi)+^(r 2 xp 2 )+. •-+^(r n xp n ). 
Jednotlive cleny upravime s uzitim vztahu 

^ ^a(t) x = axb + axb, 

ktery se dokazuje ve vektorove analyze. Napiseme pouze upravu prvniho clenu: 

^-(rixpi) = ^ xpi+fi x = viXpi+fix(FZ xt +F{ nt ) = 0+fi x Ff xt +r\ x_Fj nt = M® xt +M{ nt . 
dr dr dr 


Zde jsme uzili toho, ze v\ {{ pi a toho, ze soustava S je inercialni a ze plati pohybove rovnice 

= F v . 


d Pl _ pext , pirn 

d T~ Fi +Fl 


Secteme-li tyto cleny, dostaneme 
d L 


i , =E ^ Xt + E^ = E ^ Xt + 0 = (= My) 


Zde jsme uzili toho, ze vnitrni sily splhujici treti pohybovy zakon (akce a reakce), takze je 
lze seskupit do dvojic sestavajicich ze stejne velkych opacne orientovanych sil lezicich na jedne 
primce. Moment kazde z techto dvojic vzhledem k libovolnemu bodu je nulovy. Dukaz je tim 
proveden. 


Informace: 
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1. Pohybova rovnice (2.169) ma tvar analogicky tvaru prvni pohybove rovnice (2.161). Plati 
i tehdy, kdyz pohyb hmotne soustavy zkoumame v tezist’ove soustave a bod P lezi v jejim 
pocatku, tj. v tezisti hmotne soustavy. Dukaz nebudeme provadet, lze jej najit napr. [1], 
strana 307. 

2. Pusobi-li na rotujici hmotnou soustavu, napr. na tuha telesa, otacive momenty, reaguji na 
ne hmotne soustavy zpusobem, ktery je pro nezasveceneho pozorovatele necekany. Uve- 
deme priklady: 

a) Na obr. 2.108 je znazornen symetricky setrvacmk sestavajici ze dvou homogenmch 
kotoucu spojenych hridelem rotujici v nekterem okamziku kolem sve osy soumernosti. 
Hridel je ulozen pomoci loziska zavesenem na vlakne v miste, kde je teziste C cele 
soustavy, a je vodorovny. Moment vnejsich sil vzhledem k polu P = C je roven 
nule, = 0. Ze vztahu 2.169 plyne, ze moment hybnosti setrvacmku, ktery ma 
smer osy symetrie, se nemem, L = konst. Setrvacmk tedy rotuje stalou uhlovou 
rychlosti a smer jeho osy se nemem. Zacne-li na setrvacmk pusobit silova dvojice 
(Pj, F^) o momentu M| xt , vektor L se zacne souhlasne s 2.169 menit. Jeho zmena 
v elementarmm casovem intervalu delky d t bude dL = M^dt = Mf xt dt. Smer 
vektoru dL je tedy rovnobezny se smerem vektoru M| xt , ktery lezi ve vodorovne 
rovine a je kolmy na osu setrvacmku. Osa setrvacmku se zacne otacet ve smeru 
naznacenem v obr. 2.108 sipkami §i, § 2 , takze zustane vodorovna. Konce hndele se 
budou pohybovat kolmo na smer pusobicich sil. 

/3) Na rotujici soumernou kacu podeprenou v bode P pusobi tihove sily momentem 
M® xt = rc x G (viz obr. 2.109). Jezto podle vztahu (2.169) plati dL = M® xt dt, 
pohybuje se konec vektoru L ve smeru danem okamzitym smerem vektoru M® xt . Osa 
setrvacmku tedy opisuje kuzel K a soucasne opisuje (jiny) kuzel i vektor ALJ; xt . Oba 
kuzely maji spolecnou osu o a vrchol P. Takovy pohyb setrvacmku se nazyva precesni. 
Podobny precesni pohyb kona i Zeme vlivem sil nehomogenniho gravitacniho pole 
Slunce a jimi zpusobeneho momentu. Osa Zeme se pohybuje (priblizne) po kuzelove 
plose s vrcholem v tezisti Zeme s periodou, ktera se nazyva Platonsky rok, 7 r = 2,6-10 4 
roku. 

3. Zakon plosne rychlosti pro pohyb hmotneho bodu v centralnim silovem poli. Pri pohybu 
telesa (hmotneho bodu) v centralnim silovem poli, napr. pri pohybu druzice v gravitacnim 
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{obrl.2-109} 


poli Slunce, jsou plochy, opsane pruvodicem r hmotneho bodu v casovych intervalech 
stejne delky na jedne trajektorii, stejne (viz ods. 2.7.2.3, druhy Kepleruv zakon pro pohyb 
planet). Tento zakon nynl dokazeme. 

Dukaz: Necht’ hmotny bod se pohybuje v centralnim silovem poli s centrem A, jenz je 
v klidu v inercialni vztazne soustave (viz obr. 2.108). Uzijeme pro hmotny bod vztah 
(2.169), pricemz P volme v bode A. Plati: 

= M® xt , tj. ^-(r x mv) = rx F = 0, 
at at 

nebot’ sila F je orientovana do bodu P. Odtud plyne (L =)rx mv = konst. Jezto L A r, v, 
plyne odtud, ze trajektorie je rovinna. Vypocteme velikost vektoru L (vyznam uzitych 
symbolu je zrejmy z obr. 2.110): 

Pohled shora 



i Fi r • ds . ds 0 O i rds o „d S 

L \= L = rmvsma = mr— sma = mr—— = m2 -*—— = m2——, 

11 dt dt dt dt 

kde d5 je plosny obsah obecneho (v obr. 2.108 vysrafovaneho) trojuhelnika, opsaneho za 
dobu dt pruvodicem hmotneho bodu. Jezto L = konst., dostavame 

dS , 

= konst, 
dt 
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Druha impulsova veta obsahuje tvrzeni o zmene momentu hybnosti hmotne soustavy v ca¬ 
sovem intervalu konecne delky. Svym obsahem a formou zapisu je analogicka prvni vete 
impulsove, rovnice (2.162). Zm takto: Necht’ se hmotna soustava pohybuje v inercialni 
vztazne soustave S ucinkem vnejsich sil. Oznacme M® xt (obecne casove promenny) mo¬ 
ment hybnosti vzhledem k bodu P. ktery je vzhledem k S v klidu. Necht’ celkovy moment 
hybnosti soustavy vzhledem k P v case t\ je L\ a v case i 2 (> ti) je L%. Pak plati 


{1.2-165} 

t2 

L <2 — Li = J M{ xt dt. druha impulsova veta pro hmotne soustavy 

(2.170) 

{ram-95} 

ti 



Vektorova velicina na prave strane se nazyva impuls momentu sil v casovem intervalu 
(h;t 2 ). Vysledek (2.170) se nazyva druha impulsova veta. Plyne z rovnice (2.169) jeji 
integraci v casovem intervalu (ii; £ 2 )- Zustava v platnosti i tehdy, kdyz pohyb hmotne 
soustavy zkoumame v tezist’ove soustave a bod P lezi v jejim pocatku, tj. v tezisti hmotne 
soustavy. Impuls momentu sil se oznacuje L. 


2.10.2.3 Zakon zachovani momentu hybnosti 

Jestlize moment vnejsich sil pusobicich na hmotnou soustavu je roven nule (M® xt = 0), pak 
z rovnice (2.169) plyne, ze celkovy moment hybnosti L hmotne soustavy se nemeni, tj. ze plati 
L = konst. Podminka M® xt = 0 je splnena zejmena u izolovane soustavy. 

Plati tedy: Pohybuje-li se izolovana hmotna soustava v inercialni vztazne soustave, pak jeji 
celkovy moment hybnosti vzhledem k pevnemu bodu P je staly, 

{1.2-166} L = konst, zakon zachovani celkoveho momentu hybnosti izolovane soustavy (2.171) 

{ram-96} 

Tento vysledek zustava v platnosti i pri zkoumani pohybu hmotne soustavy v jeji tezist’ove 
soustave P umistenym v tezisti hmotne soustavy. 

Vysledek vyjadreny vztahem (2.171) se nazyva zakon zachovani momentu hybnosti. 

Dusledky zakona zachovani momentu hybnosti: 

a) Setrvacnikovy (gyroskopicky) kompas. Umely horizont v letadle. Symetricky setrvacnik 
rotujici kolem sve osy symetrie vznasejici se v beztiznem stavu ve volne letici druzici, na 
ktery nepusobi otacive momenty, zachovava vzhledem k inercialni soustave (napr. helio- 
centricke nebo geocentricke) jednak smer svoji osy, jednak svoji uhlovou rychlost 
({ dL/dt = M{ xt , My Xt = 0 } —> L = konst.) Jeho osa miri trvale do urciteho smeru vesmiru, 
tj. k nektere ze stalic (obr. 2.111). Je-li setrvacnik upevnen v tzv. Cardanove zavesu, je 
moment vnejsich sil (za predpokladu, ze sily treni v loziskach a sily odporu vzduchu jsou 
zanedbatelne) rovnez nulovy. Osa tohoto setrvacniku, roztoceneho kolem osy jeho symet¬ 
rie, je v geocentricke soustave stala, i kdyz je setrvacnik umisten napr. na povrchu Zeme. 
Umistime-li takovy setrvacnik napr. v letadle, lze vhodnym mechanizmem, jehoz je setrvac¬ 
nik soucasti, trvale registrovat podelny i pricny sklon letadla vzhledem k vodorovne rovine 
(umely horizont). Setrvacnik umisteny ve vhodnem zavesu zaujima pri pohybu na povrchu 
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{obrl.2-110} 


(obrl.2-111} 


laKolemPevne} 



Zeme smer mistniho poledniku (setrvacnikovy kompas). Setrvacniku se uziva k navigaci 
lodi, letadel a kosmickych sond, k jejich stabilizaci i k jejich automatickemu rizeni. Presna 
teorie setrvacniku je slozita. 

b) Uvede-li se do chodu rucni elektricka vrtacka zavesena podle obr. 2.112, ktera byla zpo- 
catku v klidu a jejiz celkovy moment hybnosti v laboratorm soustave byl nulovy, L\ = 0, 
zustane L = 0 i pri otacem rotoru, nebot’ M® xt = 0. Nabude-li rotor moment hybnosti I 2 , 
tak musi byt tento vektor takovy, aby stale platilo l\ + I 2 = L 2 = 0. Pouzdro vrtacky se 
tedy zacne otacet opacnym smerem nez rotor. 



Obr. 2.112 


2.10.3 Pohybova rovnice tuheho telesa otacejiciho se kolem pevne osy 

V teto casti se budeme zabyvat zakonitostmi rotacniho pohybu tuhych teles a budeme studovat 
prislusnou pohybovou rovnici (2.179), ktera vyjadruje souvislost kinematicke veliciny e (viz 
vztah 2.23) s dynamickou velicinou M (rovnice 2.168). 

2.10.3.1 Definice hlavnich velicin 

Uvazujeme o tuhem telese T, ktere kona otacivy pohyb kolem osy o, pevne v inercialni vztazne 
soustave S (obr. 2.113). Muze to byt napr. ozubene kolo v rychlostni skrini, nebo setrvacnik, 
nebo fyzicke kyvadlo. Pohyb telesa je charakterizovan uhlovou rychlosti u a uhlovym zrychlenim 
e, ktere jsou (obecne) jistymi funkcemi casu. Na teleso pritom pusobi vnejsi a vnitfni sily. (Sily 
nejsou pro prehlednost v obr. 2.113 zakresleny.) 
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{1.2-167} 

{ram-97} 

{1.2-168} 

{ram-98} 


{1.2-169} 

{ram-99} 



Obr. 2.113 


Pohybovy stav rotujiciho telesa je charakterizovan velicinou celkovy moment hybnosti telesa 
vzhledem k ose o, ktery se oznacuje L r) a ktery budeme v dalsim definovat. Povazujeme teleso za 
soustavu hmotnych elementu, jez se vsechny pohybuji po kruznicich a jejichz vzajemne vzdale- 
nosti se nemenni (teleso je tuhe). Elementy ocislujme indexem k a oznacme m k hmotnost k -teho 
elementu, r k polomer kruznice, po nlz se tento element pohybuje, a Vk jeho (obecne promennou) 
rychlost. Moment hybnosti fc-teho elementu vzhledem k ose o je definovan takto: Oznacime f) c 
polohovy vektor fc-teho elementu vzhledem ke stredu jeho trajektorie (bod Ck v obr. 2.113) 
a jeho moment hybnosti l a ^ vzhledem k ose o definujeme vztahem 


j* _ _ _ definice momentu hybnosti fc-teho 

°’k rfc X mkVk ' hmotneho bodu vzhledem k ose o 


(2.172) 


Tato vektorova velicina, ktera je rovnobezna s vektorem lo, se umist’uje do bodu Ck- Celkovy 
moment hybnosti telesa vzhledem k ose o se znaci L 0 . Je definovan souctem 


L 0 = ^ l 0 ,k = X] x m kVk- 

k=1 k=1 


definice celkoveho momentu hybnosti 
hmotne soustavy vzhledem k ose o 


(2.173) 


Vektor L 0 je rovnobezny s vektorem u a ma velikost, kterou lze vyjadrit ve tvaru 


\L 0 \ 


E l °’k = ^2 I l °’ k I = r k m kVk ■ sin 90° = ^2 rkm k r k u = 

|fc=l | k=X k=1 k= l 


= E" 


\fe=i j 

kde I je moment setrvacnosti telesa vzhledem k ose rotace. Rovnost mezi druhym a tretim 
vyrazem plyne z toho, ze vektory l C) ,k maji stejny smer. Jezto plati L a j} cJ, muzeme psat 


L 0 = Iu). 


vztah mezi L 0 a u 


(2.174) 
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Moment sily vzhledem k ose o, tj. M 0 , je vektorova velicina, ktera charakterizuje otacivy 
ucinek sily pusobici na teleso, jez se muze otacet kolem osy o. Nazyva se otacivy moment sily 
vzhledem k ose o. 

Moment sily F k pusobici na k-ty element telesa T (obr. 2.114) definujeme takto: Silu F k 
rozlozime na dve navzajem kolme slozky F k ^ a F k ±. z nichz prvni je rovnobezna s osou o a druha 
lezi v rovine kolme na osu o. Z bodu C k (viz obr. 2.113-2.114) vedeme opet polohovy vektor fk 
(kolmy na osu o) a moment M„.k sily F k vzhledem k ose o definujeme vztahem 

{1.2.-170} 

{ram-100} 

Tento vektor se umist’uje do bodu C k ■ Je bud’ souhlasne nebo nesouhlasne rovnobezny s vektorem 
to. Zvolime-li kladny smysl otaceni tim, ze osu o orientujeme a prumet vektoru M o k do oriento- 
vane osy o oznacime M„ k . pak muze byt bud’ M o k > 0 (sila ma otacivy ucinek v kladnem smyslu), 
anebo M 0 .k < 0 (sila ma otacivy ucinek v zapornem smyslu), pricemz |Af ofc | = r k F k ± sin a k . 
Z obr. 2.114 je patrny smysl uzitych symbolu (napr. a k je vzdy kladny uhel, ktery sviraji vektory 
fk a Fk _ l ). Pokud bude a k = 0°, pripadne 180°, je M o k = 0 a sila F k nema otacivy ucinek na 
k-ty element telesa. 

Vysledny moment sil pusobicich na teleso vzhledem k ose o je definovan jako soucet 


{1.2.-171} 

{ram-101} 


M 0)V = ^2 M 0 ,k- vysledny moment sil pusobicich na teleso vzhledem k ose o (2.176) 
k=1 


Mo.fc = f k x F k ±. moment sily F k vzhledem k ose o 


(2.175) 


2.10.3.2 Pohybova rovnice pro rotacni pohyb telesa 

Analogii druheho pohyboveho zakona ma = F v pro hmotny bod je rotacni pohyb telesa kolem 
pevne osy (viz rovnice 2.179). Odvodime ji uvahou o momentech hybnosti vzhledem k ose o 


& 
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jednotlivych elementu telesa. Tedy pro k -ty element plat! 


{1.2-172} 


dl 0 k d . d r k dtlt -» 

—j^- = ^(rfcXmfcUfc) = ~^-xmv k +r k xm k — = 0+r fe xm fc a fc = r k xF k = r k x(F k +Fj^+F kJL l ). 

(2.177) 

Pri upravach jsme uzili vztahu ma k = F k , kde F k je vyslednice sil pusobicich na k- ty element. 
Tuto silu jsme vyjadrili jako soucet vyslednic vnitfmch sil (F{ nt ) a vnejsich sil (F k xt ) pusobicich 
na bod k. Vyslednici vnejsich sil jsme dale rozlozili na dve slozky: F k xt = F^ xt + Fj? viz 
obr. 2.114. Secteme nyni vsechny rovnice, ktere dostaneme z (2.177) dosazenhn k = 1,2,... ,n, 
a uzijeme vztahu 2.173. Vychazi 


{1.2-173} 


d L 0 
d t 



x ^ + yj k x jjf+y; r k x — 0+0+^ (2.178) 

fc=l k =1 k =1 k =1 


Pri upravach jsme pouzili toho, ze: 

1. Vnitrni sily splnuji zakon akce a reakce a pusobi na spojnici bodu, lze je tedy usporadat 
do dvojic, z nichz kazda ma nulovy moment vzhledem k ose o; 

2. Vektor dL 0 /dt lezi na ose o, zatimco kazdy z vektoru r k X F k xt je, pokud se sam nerovna 

nule, na osu o kolmy. Jezto posledni clen na prave strane (tj. )P r k x FF±) lezi v ose o, 

k =1 

musi tedy platit 

X^xF fe e f = 0. 

k =1 

Ze vztahu (2.178) a (2.174) dostavame 


d L 0 -> t 

d u -> t -> t d 2 0 -> t 

= tj. I^-Ug 

pohybove rovnice 

^ = M„ ex v \ 
d t ’ 

telesa otacejiciho se 
kolem pevne osy 

{1.2-174} 

{ram-102} 


(2.179) 


Informace: 

1. Zopakujme fyzikalni vyznam velicin ve vztahu (2.179): Skalarni velicina I je moment setr- 
vacnosti vzhledem k ose o, viz definice (2.149). Charakterizuje setrvacne vlastnosti telesa 
pri jeho otaceni kolem pevne osy. Uhlove zrychleni telesa e je kinematicka velicina, ktera 
charakterizuje casovou zmenu uhlove rychlosti telesa. Vektorova velicina - vysledny 
moment vnejsich sil vzhledem k ose o - charakterizuje otacivy ucinek sil vzhledem k ose. 
8 Vektory L 0 ,uj,s,M^ lezi v ose o. Pro konkretni vypocty je uzitecne rovnice (2.179) 
prepsat do skalarniho tvaru. 

2 . Analogie mezi pohybovymi rovnicemi pro hmotny bod a pro tuhe teleso rotujici kolem 
pevne osy o: 

{1.2-177} ^ = F v , ma = F v , ma x = F v y, = M$, Is = Is = (2.180) 


s Nezamenujte s momentem vyslednice vnejsich sil! 
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{obrl.2-114} 



Obr. 2.115 


3. Pro prumety vektoru do osy o muze platit kterykoliv ze vztahu M® xt ^ 

0, M^ xt % 0. Znamenko zavisi na volbe kladneho smyslu rotace a na smyslu otaciveho 
ucinku pusobicich sil, viz nasledujici priklady. 


{prl.2-36} KP 2.10-4- 

Kotouc o polomeru R a o momentu setrvacnosti I vzhledem k ose o obr. 2.115 rotuje s uhlovou >;N,| ? 

rychlosti uo- V case t = 0 s na nej zacne pusobit tocna sila F podle obr. 2.115. Urcete: 

1. Uhlove zrychleni e kotouce; 

2. Uhlovou rychlost kotouce jako funkci casu; 

3. Cas, v nemz se kotouc zastavi. 

Resem: 


1. e =? Smysl otaceni kotouce budeme povazovat (zvolime za) kladny, tj. osu o orientujeme 
za nakresnu. Velicinu e urcime s pomoci rovnic (2.180), tj. le = kde M® xt = —RF. 

(Pozn.: Vektor M = R x F rniri pred nakresnu, takze jeho prumet do orientovane osy je 
zaporny). Tedy: 

RF 


u(t)=? s=*£- 


RF 

J = u o- —t; 


h =? oj{t i) = 0, tj. ujq - = 0 ->■ %i = ^ . 


{prl.2-37} KP 2.10-5 - 

Na pine homogenni kladce Tj o hmotnosti mi, polomeru R a momentu setrvacnosti I = \rn\R? 
je navinuto vlakno, na jehoz konci je pripevneno teleso T 2 o hmotnosti m 2 (viz obr. 2.116). 

Reste ukoly: 

1. Kladka je zajistena proti otaceni kolikem K. Urcete tah ve vlakne; 

2. Kladka je uvolnena, treni v lozisku je zanedbatelne. Urcete 
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{obrl.2 


{prl. 


{obrl.2 



-115} Obr. 2.116 

a) zrychleni telesa T 2 , 

b) tah ve vlakne. 

Re.se.ni: 

1. F =? Pohybova rovnice telesa T 2 zni: m 2 a = G 2 + F. kde a = 0. Tedy F = — G 2 , 
F = m 2 gi 

2. a'x =? Pohybova rovnice telesa T 2 : m 2 a! = G 2 + F' —> m 2 a^, = G 2 — F'. Pohybova 

rovnice kladky: zvolime kladny smer otaceni podle obr. 2.116, pak Ie = kde = 

+F'R, £ = Tedy 

= F'R -> J = (G 2 - m 2 a' x )R ^ a x = G 2 /{I/R 2 + m 2 ); 

F' =? F * 1 = G 2 — m 2 a’ x = ... 

Doplhkovy ukol: Urcete silu, kterou kladka pusobi na hridel v pripadech 1 a 2. (Vysledek: 
1) F v = g(mi + m 2 ); 2) F v = gm\ + (-F') = ...) 



Fyzicke kyvadlo je libovolne teleso, ktere se kyve kolem vodorovne osy v homogennim tihovem 
poli Zeme (viz obr. 2.117). Reste ukoly: 

1. Rozhodnete, ktere veliciny musime znat, abyste mohli urcit zrychleni fyzickeho kyvadla; 
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2. Urcete uhlove zrychlenl fyzickeho kyvadla naznaceneho na obr. 2.117. 

Re.se.ni: 

Kyvadlo kona otacivy pohyb (kyve se) kolem osy o. Zvolme kladny smysl otaceni podle obr. 2.117, 
tim orientujeme osu o pred nakresnu. Pohybova rovnice kyvadla znl 

Is = M^, 

kde je prumet vysledneho (otaciveho) momentu vsech tihovych sil pusobicich na elementy 
kyvadla vzhledem k ose o do teto osy (orientovane pred nakresnu). Je obr. 2.117 

= —migxi - migxi - ... - m n g n x n = —g(m\x\ + 777 , 2 x 2 + ... + m n x n ) = —gmxc, 
kde xc je souradnice teziste C. Tedy 

Ie = —gmxc = — gml ■ sin ip —> e = — gml ■ sin tp/1. 

K urceni e musime znat m, l, /, tp. 


{prl.2-39} KP 2.10-7- 

Yysvetlete, jak bruslar, ktery kona piruetu, vyuziva pri zvysovani a snizovani sve uhlove rych- 
losti zakon zachovani momentu hybnosti. 

Reseni: 


{obrl.2-117} 



d3 2 



i o 


a) b) 

Obr. 2.118 


1. faze pohybu - zacatek piruety obr. 2.118a. Bruslar se mirne otaci kolem osy o jako tuhe 
teleso. Ma pritom roztazeny paze a obvykle i zvednutou nohu. Ma velky moment setrvac- 
nosti I\ a malou uhlovou rychlost Jeho celkovy moment hybnosti vuci ose otacem o je 
L\ = 

2. faze pohybu - roztaceni. Bruslar pritahuje ruce i nohu. Jezto moment vnejsich sil je 
zanedbatelne maly - pusobi pouze moment sil odporu vzduchu a ledu - je priblizne 
L = konst. (= Li). 

3. faze pohybu - rychle otacem. Bruslar ma pritazeny ruce i nohu a otaci se opet jako tuhe 
teleso. Ma maly moment setrvacnosti h(< h) a moment hybnosti L 2 = kde U 2 je 
jeho vysledna uhlova rychlost. Jezto L- 2 = L\. tj. I\U\ = je \A 2 \ > |d?i| - bruslar se 
otaci rychle - obr. 2.118b. 
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Reste priklady KP 1.4-3, KP 1.4-4, KP 1.6-1, KP 1.6-2 v textu Vybrane kapitoly z fyziky; 
KP 2.6-28 az KP 2.6-38. 

2.11 Priklady k casti 1.1 

V teto casti jsou uvedeny dalsi priklady. Jejich feseni vede k neformalnimu porozumeni teorie 
a k pochopeni vyznamu obecnych vysledku pro rozbor konkretnich deju. Jezto ve vykladu te¬ 
orie se zcasti opakuji a upfeshuji stredoskolske poznatky, na nez vysokoskolska latka navazuje, 
jsou zde uvedena i cisla vhodnych prikladu ze skripta Vybrane kapitoly z fyziky. Priklady jsou 
usporadany po tematech. 

2.11.1 Skalarm a vektorove veliciny 

Viz take priklady KP 1.1-10 az KP 1.1-15 v textu Vybrane kapitoly z fyziky; 

{pr 1.1-7} KP 1.3-5 - 

Urcete nasledujici veliciny a jejich velikosti, definovane s uzitim obr. 2.119, v nemz vektory 
a, b, c lezi v rovine Oxy. Vysledky vhodnou formou zapiste. Jsou-li urcovane veliciny vektory, 
urcete i jejich smer a zakreslete je do vhodnych nacrtku: 

1 . a)o + 6, b) a — b, c)a + c, d)o-c; 

2 - a) o-6, b) a ■ c, c) b ■ c, d)6-o; 

3. a) a x b, b) b x a, c) b x c, d) a x c ; 

4. a) (a X b) ■ c, b) a ■ (a x b), c) (b x c) x a ; 

5. a) a cos a, b) a cos a, c) be, d) be, e) b + c . 



(obrl. 1-23} Obr. 2.119 


2.11.2 Kinematika 

2.11.2.1 Polohovy vektor r(t). Rychlost v(t) 
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{prl.2-40} 


KP 2.2-4 


Poloha pohybujiciho se bodu P v soustave Oxyz je dana (v hlavnich jednotkach SI) temito 
funkcemi casu: 


x(t) = 0,5 1 + 2, y(t ) = sin 2 1, z = t 2 — 1. 


Reste ukoly: 

1. Uvedene funkce x{t). y(t ), z(t) znazornete (priblizne) graficky v casovem intervalu (—1; 2) s; 

2 . urcete a v soustave Oxyz zakreslete polohovy vektor bodu P v case t = Os; 

3. urcete tyto funkce casu a) souradnice rychlosti bodu P, b) slozky rychlosti bodu P, c) 
rychlost v v bodu P, jeji velikost a uhel, ktery svira s osou Ox ; 


4. urcete hodnoty funkci, uvedenych v predeslem ukolu 3, v case t = Os. Vektory zakreslete. 


2.11.2.2 Zrychleni a 

{prl.2-41} KP 2.2-5- 

Pro bod P uvedeny v predeslem priklade KP 2.2-4 urcete: 

1. Funkce casu udavajici a) souradnice zrychleni, b) slozky zrychleni, c) zrychleni a, jeho 
velikost a uhel, ktery svira s osou Ox ; 

2. Hodnotu funkci, uvedenych v predeslem bode 1, v case t = Os. Vektory zakreslete. 


2.11.2.3 Rovnomerny pohyb po krivce 
{prl.2-42} KP 2.2-6- 

Kotouc o polomeru R = 60cm, na jehoz obvode bylo pripevneno male teleso (hmotny bod), 
se zacal v case t\ = Os roztacet z klidu se stalym uhlovym zrychlenim e = 0,5rad/s 2 . Sestrojte 
nacrtek a reste ukoly: 

1. Urcete, jak zavisi na case a) velikost tecne slozky zrychleni, b) velikost normalove slozky 
zrychleni, c) zrychleni a, d) velikost zrychleni | a | hmotneho bodu; 

2. Urcete a) polohu, b) rychlost V 2 , c) zrychleni a .2 hmotneho bodu v case t 2 = 2 s. Zakreslete. 


{prl.2-43} KP 2.2-7- 

Kotouc o polomeru R = 0,5m rotujici s periodou T = 2s se zacal v case t\ = Os pohybovat 
rovnomerne zpomalene tak, ze se zastavil v case t 2 = 4 s. Na jeho obvode bylo pripevneno male 
teleso (hmotny bod). Sestrojte nacrtek. Urcete, jak zavisi na case: 

1 . TJhlove zrychleni kotouce; 

2. TJhlova rychlost; 

3. Uhlova draha; 

4. Drahova rychlost; 

5. Zrychleni a hmotneho bodu. 

6 . Urcete pocet otocek, ktere kotouc vykonal behem zastavovani. 
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{prl.2-44} KP 2.2-8 - 

Male teleso (hmotny bod) zavesene na vlakne majici delku Z = 1,25 rn a zanedbatelnou hmotnost 


m/s 2 


{obrl.2-118} Obr. 2.120 

(tj. matematicke kyvadlo) bylo vychyleno z rovnovazne polohy do bodu A obr. 2.120 a pusteno 
s nulovou pocatecni rychlostl. Odpor vzduchu byl zanedbatelne maly, takze bodem B proslo 
rychlostl o velikosti v = y/2gl = ... = 5 m/s, vystoupilo do bodu C atd. Urcete jeho zrychleni 
a a, as, ac v bodech A, B, C. Zakreslete. 



2.11.3 Pohybove zakony klasicke fyziky 
2.11.3.1 I., II. a III. pohybovy zakon 

Viz take priklady KP 1.3-1 az KP 1.3-23 v textu Vybrane kapitoly z fyziky. 

(prl. 2-45} KP 2.4-4- 

Male teleso (hmotny bod) o hmotnosti m = 0,06 kg viselo na vlakne, jez melo delku l = 0,8 m 



(obrl.2-119} Obr. 2.121 

a zanedbatelnou hmotnost (matematicke kyvadlo). V poloze A obr. 2.121 mu byla udelena jista 
rychlost, takze se zacalo pohybovat po kruznici (kyvadlo vykyvlo). V poloze B. v niz bylo 
a = 30°, bylo vlakno napinano silou o velikosti T = 0,7 N. Odpor vzduchu byl zanedbatelny. 
Pro polohu B urcete: 

1. Smer a velikost tecne slozky zrychlem at telesa. Zakreslete; 

2. Smer a velikost normalove slozky zrychlem a n . Zakreslete; 

3. Velikost a smer zrychlem a. Zakreslete; 

4. Velikost rychlost i v. 


(prl.2-46} KP 2.4-5- 

Ve voziku tazenem se stalym zrychlenim a o velikosti a = 2 m/s 2 podle obr. 2.122 visi na 
vlakne o zanedbatelne hmotnosti male teleso (hmotny bod) o hmotnosti 20 g v poloze naznacene 
na obr. 2.122 a je vzhledem k voziku v klidu. Nasledujici ulohy reste a) v laboratorni soustave 
S, b) v soustave S' spojene s vozikem. Ukoly: 
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{obrl. 2-120} Obr. 2.122 


1. Vyjmenujte a do dvou nacrtku zakreslete priblizne vsechny sily, ktere pusobi na hmotny 
bod; 

2. Urcete zrychleni hmotneho bodu; 

3. Urcete vsechny sily pusobici na hmotny bod. 

{prl.2-47} KP 2.4-6- 

Na podlaze kabiny zdvize byla tazena stalou silou F\ bedna o hmotnosti m = 40 kg podle 



{obrl.2-121} Obr. 2.123 

obr. 2.123 a pohybovala se pritom vzhledem ke kabine rovnomerne. Soucinitel dynamickeho 
trem byl f ( i = 0,1- Kabina se pritom: 

I) pohybovala rovnomerne smerem dolu, 

II) pohybovala se smerem nahoru, 

III) rozjizdela se zrychlenim o velikosti a = 2 m/s 2 a) smerem dolu, b) smerem nahoru. 
Urcete: 

1. Svislou slozku sily, kterou pusobila bedna na podlahu; 

2 . Silu Fi. 

{prl.2-48} KP 2.4-7- 

V lahvi naplnene vodou byl pingpongovy micek (viz obr. 2.124). Lahev byla zpocatku v klidu 
A ? B ? 

777777777777777777777777 

{obrl.2-122} Obr. 2.124 

v poloze A, pote byla rychle presunuta do polohy B a ponechana v klidu. Yysetrete pohyb micku 
vzhledem k lahvi pri presunu. 
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{prl.2-49} KP 2.4-8 - 

Male teleso (hmotny bod) o hmotnosti m = 80 g se pohybovalo na vlakne delky l = 60 cm, 



7772^7777777 

{obrl.2-123} Obr. 2.125 

jez melo zanedbatelnou hmotnost, po kruznici o polomeru r = 30 cm podle obr. 2.125. Odpor 
vzduchu byl zanedbatelny. Vysetrujte pohyb v laboratorm soustave S a reste ukoly: 

1. Vyjmenujte a priblizne zakreslete vsechny sily, ktere na hmotny bod pri pohybu pusobi; 

2. Urcete tecnou slozku vysledne slly pusobid na hmotny bod; 

3. Rozhodnete a zduvodnete: pohyb hmotneho bodu po kruznici je/neni rovnomerny; 

4. Urcete vyslednici sil pusobicich na hmotny bod; 

5. Urcete zrychleni hmotneho bodu; 

6 . Urcete velikost rychlosti hmotneho bodu. Vektory zakreslete. 


2.11.4 Casovy a drahovy ucinek sily 
2.11.4.1 Hybnost, impuls sily 

Viz take priklady KP 1.4-1 az KP 1.4-12 v textu Vybrane kapitoly z fyziky. 

{prl.2-50} KP 2.4-9- 

Raketa o hmotnosti m = 500kg se pohybovala v casovem intervalu (ti, £ 2 ) 1*2 = *i + 10 s, 
v geocentricke soustave po primce rovnomerne zrychlene ucinkem tazne sily motoru, jez mela 
velikost Fi = 2 000 N. Odpor prostredi byl zanedbatelne maly. V case t\ mela jeji rychlost vehkost 
v\ = 50 m/s. Sestrojte nacrtek a urcete: 

1. Hybnost rakety v case t\. Zakreslete; 

2. Impuls sily F\ v intervalu (£i,£ 2 ). Zakreslete; 

3. Rychlost rakety v case £ 2 . Zakreslete. 


{prl.2-51} KP 2.4-10- 

Pravouhlym kolenem potrubi o prurezu S = 10 cm 2 proudi voda rychlosti v 
nacrtek a urcete: 

1. Hybnost vody, ktera do kolena vstoupi za dobu A£ = 0,001 s; 

2 . Hybnost vody, ktera z kolena vystoupi za tutez dobu A£; 
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3. Zmenu hybnosti vody v kolene za dobu At', 

4. Impuls sily, kterou pusobi koleno na vodu, v dobe At; 

5. Silu, kterou pusobi voda na koleno. Zakreslete. 


{prl.2-52} 


{obrl.2-124} 


KP 2.4-11- 

Ridic automobilu, jehoz hmotnost byla m = 500 kg, jedouci pfimocare nejprve rychlosti v\ = 



10m/s, pridaval v casovem intervalu (U, f^), kde t\ = Os, t 2 = 5 s, plyn tak, ze prumet vysledne 
sily do smeru pohybu mel prubeh znazorneny na obr. 2.126. Nakreslete nacrtek a urcete: 

1. Impuls sily F v casovem intervalu Zakreslete; 

2. Hybnost automobilu v case t\ a v case t^. Zakreslete; 

3. Rychlost automobilu v case t- 2 - 


{prl.2-53} 


(obrl.2-125} 


2.11.4.2 Prace, kineticka energie, vykon 

Viz take priklady KP 1.4-13 az KP 1.4-16 v textu Vybrane kapitoly z fyziky. 


KP 2.4-12 - 

Prumet vysledne sily F pusobici na automobil o hmotnosti m = 800 kg do trajektorie orien- 



tovane ve smeru pohybu mel na useku ,s'i = Orn, S 2 = 300 m prubeh znazorneny na obr. 2.127. 
Puvodni rychlost automobilu byla v\ = 20 m/s. Sestrojte nacrtek a naznacte v nem smer tecne 
slozky sily F na jednotlivych usecich trajektorie. Urcete: 

1. Praci sily F na useku (si, S 2 ); 
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2. Konecnou kinetickou energii automobilu; 

3. Konecnou rychlost automobilu. 

{prl.2-54} 

KP 2.4-13 

Teleso o hmotnosti m = 0,2 kg bylo vrzeno na strese domu ve vysce h = 15 m sikmo vzhuru 
rychlosti v\ = 10 m/s a dopadlo na vodorovny povrch Zeme rychlosti i >2 = 15 m/s. Nakreslete 
nacrtek a urcete: 

1. Zmenu jeho kineticke energie; 

2. Praci, kterou na trajektorii vykonala a) vyslednice sil F v . pusobicich na teleso, b) tihova 
sila G, c) sila odporu vzduchu F 0 ; 

3. Rychlost, se kterou by teleso dopadlo, kdyby odpor vzduchu byl zanedbatelne maly. 

{prl.2-55} 

KP 2.4-14 

Bedna o hmotnosti m = 20 kg, ktera by la zpocatku v klidu, se volne sesunula po drsne nakolo- 
nene rovine, ktera svirala s vodorovnou rovinou uhel a = 30°. Trajektorie mela delku l = 5 m, 
soucinitel smykoveho treni byl fd = 0,1. Nakreslete nacrtek a urcete: 

1. Normalovou a tecnou slozku sily, kterou na bednu pusobi naklonena rovina. Uved’te puso- 
biste teto sily, zakreslete ji a oznacte; 

2. Praci, kterou na trajektorii vykonala a) tihova sila, b) sila treni, c) vyslednice sil; 

3. Vyslednou kinetickou energii bedny. 

{prl.2-56} 

KP 2.4-15 

Automobil o hmotnosti m = 800 kg se v case t = 0 s zacal rozjizdet na vodorovne vozovce z klidu 
se stalym zrychlenim a = 1,5 m/s 2 . Predpokladejte, ze sily treni a odporu byly zanedbatelne 
male. Urcete vykon, se kterym pracoval motor v case a) t\ = 10 s, b) t .2 = 20 s. Znazornete 
zavislost vykonu motoru na case graficky. 

{prl.2-57} 

2.11.5 Gravitacm pole 

2.11.5.1 (Gravitacm sila, gravitacm energie) 

Viz take priklad KP 1.5-2 v textu Vybrane kapitoly z fyziky. 

KP 2.6-4 

S uzitim vztahu (2.88) dokazte, ze na teleso o hmotnosti m, ktere je ve vzdalenosti r od stredu 
Zeme, pusobi gravitacni sila o velikosti F g = gR^m/r 2 a ze gravitacni energie je E s = —gR^m/r. 
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{prl.2-58} 

KP 2.6-5 

Volne se pohybujici kosmicka orbitalni stanice o hmotnosti m = 4 000 kg je v jistem okamziku 
ve vzdalenosti r = 10 4 km od stredu Zeme. Nakreslete nacrtek a urcete: 

1. Gravitacni silu, ktera na ni pusobi; 

2. Jeji zrychleni (v geocentricke soustave); 

3. Gravitacni silu, kterou pusobi druzice na Zemi; 

4. Zrychleni, ktere by Zeme ziskala licinkem teto gravitacni sily; 

5. Praci, kterou by vykonala sila gravitacniho pole Zeme, kdyby a) stanice unikla do neko- 
necna, b) se stanice vratila na Zemi. 

Pozn.: Uzijte pripadne vysledku predesleho prikladu KP 2.6-4. 

{prl.2-59} 

KP 2.6-6 

Uvazujte o soustave Zeme - Mesic a s uzitim tabulkovych hodnot urcete: 

1. Silu, kterou je pritahovan Mesic k Zemi; 

2. Zrychleni Mesice (v geocentricke soustave GS); 

3. Rychlost Mesice za predpokladu, ze se pohybuje v GS po kruznici; 

4. Intenzitu gravitacniho pole Zeme v oblasti Mesice; 

5. Intenzitu gravitacniho pole soustavy Zeme - Mesic v bode A, jenz je stredem usecky spo- 
jujici stredy Zeme a Mesice; 

6 . Gravitacni potencial pole soustavy Zeme - Mesic v bode A; 

7. Gravitacni energii kosmicke sondy o hmotnosti m = 200 kg v bode A. 

Pozn.: Zeme a Mesic se ve skutecnosti pohybuji (rotuji) kolem spolecneho hmotneho stredu. 

{prl.2-60} 

KP 2.6-7 

Urcete silu, kterou by pusobilo na povrchu Mesice jeho gravitacni pole na cloveka o hmotnosti 
m = 80 kg. Urcete, jakou vysku by priblizne zdolal v klimatizovane hale na Mesici skokan, ktery 
na Zemi skoci do vysky 200 cm. Predpokladejte pritom, ze Mesic ma hmotnost 81krat mensi nez 
Zeme a ze jeho polomer je 3/11 stredniho polomeru Zeme. 

{prl.2-61} 

KP 2.6-8 

Dva kosmonauti, kazdy o hmotnosti 70 kg, se volne vznaseji v kosmickem prostoru. V okamziku, 
kdy jsou od sebe vzdaleni o 4 m, pohybuji se v geocentricke soustave stejnymi rychlostmi. Urcete: 

1. Gravitacni sily, kterymi na sebe pusobi; 

2. Jejich relativni zrychleni; 

3. Zmenu jejich vzdalenosti behem jednoho dne. 
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{prl.2-62} 

KP 2.6-9 

Urcete praci, kterou vykona sila, kterou pusobi gravitacni pole Zeme na druzici o hmotnosti 
2 000kg vracejici se k Zemi na useku mezi body Pi, P 2 , z nichz prvni je ve vysi 8 000km a druhy 
ve vysi 1 000 km nad povrchem Zeme. 

{prl.2-63} 

2.11.6 Mechanicka energie. Pohyb hmotneho bodu v gravitacmm poli 

2.11.6.1 ( E m v tihovem a gravitacmm poli Zeme) 

Viz take priklady KP 1.4-8 az KP 1.4-18 a KP 1.4-11 v textu Vybrane kapitoly z fyziky. 

KP 2.6-10 

Kosmicka sonda 0 hmotnosti m = 1 000 kg se pohybovala se spustenymi motory v oblasti Zeme 
tak, ze v bode Pi ve vysi 100 km nad povrchem Zeme mela rychlost 2 km/s a v bode P 2 ve vysce 
1 000 km rychlost 3 km/s. Povazujte hmotnost sondy za konstantni a urcete: 

1. Energii sondy v bode Pl. 

2. Praci, kterou na useku P 1 P 2 vykonala gravitacni sila. 

{prl.2-64} 

KP 2.6-11 

Druzice Zeme 0 hmotnosti 8 000 kg se pohybovala s vyrazenymi motory. V bode Pi ve vzdalenosti 
15 000 km od stredu Zeme mela rychlost lkm/s. Urcete: 

1. Mechanickou energii druzice v bode Pi; 

2. Rychlost druzice ve vzdalenosti 10 000 km od stredu Zeme. 

{prl.2-65} 

KP 2.6-12 

Teleso 0 hmotnosti m = 20 kg pada volne k Zemi s nulovou pocatecni rychlosti 1) z vysky 
1 000 km, 2) z nekonecna. Zanedbejte odpor vzduchu a urcete jeho: a) mechanickou energii, 
b) kinetickou energii, c) rychlost; vse pri dopadu na povrch Zeme. 

{prl.2-66} 

KP 2.6-13 

Teleso je na povrchu Zeme vrzeno svisle vzhuru rychlosti 4 km/s. Zanedbejte odpor vzduchu 
a urcete: 

1. Rychlost, kterou bude mit ve vysce 500km; 

2. Maximalm vzdalenost od povrchu Zeme. 


2.11.6.2 (Vlastnosti trajektorii v centralnim gravitacmm poli) 

Viz take priklady KP 1.5-1, KP 1.5-3 v textu Vybrane kapitoly z fyziky. 
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{prl.2-67} 

KP 2.6-14 

Dokazte tato tvrzeni o pohybu druzic Zeme po kruhovych trajektoriich: 

1. Rychlost v druzice zavisi na polomeru r trajektorie podle vztahu v = Cifi/r 7 kde C\ = 
Rzy/g', 

2. Obezna doba T druzice zavisi na polomeru r trajektorie podle vztahu T = C 2 ■ Vr^. kde 

C 2 = 2n/(R z ^g). 

{prl.2-68} 

KP 2.6-15 

S uzitim vysledku predesleho prikladu KP 2.6-14 urcete: 

1. a) Prvni kosmickou rychlost, b) prislusnou dobu obehu; 

2. a) Polomer trajektorie stacionarni druzice Zeme, b) jeji obeznou rychlost. 

Pozn.: Stacionarni druzice se pohybuje po kruznici v rovine rovniku s obeznou dobou T = 23 h 56 min. 

{prl.2-69} 

KP 2.6-16 

Druzice Zeme 0 hmotnosti m = 200 kg se pohybuje po kruhove trajektorii s obeznou dobou 

T = 2 h. Urcete: 

1. Vysku druzice nad povrchem Zeme; 

2. Rychlost druzice; 

3. Zrychleni druzice; 

4. Mechanickou energii druzice. 

Vektorove veliciny zakreslete do nacrtku. 

{prl.2-70} 

KP 2.6-17 

Kosmicka sonda, ktera nebyla opatrena motory, se ve vysce 100 km nad povrchem Zeme vzda- 
lovala rychlosti 6km/s. Rozhodnete, zda se vzdali do nekonecna nebo zda je jeji pohyb fmitni. 

{prl.2-71} 

KP 2.6-18 

Teleso 0 hmotnosti m = 100 kg a) je v klidu na povrchu Zeme, b) pohybuje se jako stacionarni 
druzice Zeme. Urcete maximalm energii, kterou je mu nutno dodat, aby se vzdalilo do nekonecna. 
Odpor vzduchu zanedbejte. Pozn.: Uzijte vysledku prikladu KP 2.6-15. 

{prl.2-72} 

KP 2.6-19 

Urcete prvni a druhou kosmickou rychlost Mesice. 

{prl.2-73} 

KP 2.6-20 

Ruska kosmicka raketa, vypustena r. 1959, se stala druzici Slunce a pohybuje se tak, ze jeji 
nejmensi vzdalenosti od Slunce je 1,46 • 10 8 km a nejvetsi vzdalenost 1,97 • 10 8 km (obr. 2.128). 
Urcete: 

1. Tvar a rozmery trajektorie teto umele druzice; 

2. Obeznou dobu (srovnanim s pohybem Zeme - Kepleruv zakon). 
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2.11.7 Energie hmotnych soustav 
2.11.7.1 (Hmotny stred) 

{prl.2-74} KP 2.6-21- 


Urcete polohu hmotneho stredu C soustav znazornenych v obr. 2.129. Desky jsou homogenm. 

. homog. p Zeme 

© m 


Cl 



'Cl 

m — hmotnost 


m 2 = 0,5 mi 


C! udaje-viz Mesic 

rp/ \ no tabulka ® 

1 rri2 = 0,2 mi 


{obrl.2-127} 


Zakreslete C do nacrtku. 


2.11.7.2 (Energie obecne soustavy) 

Viz take priklady KP 1.4-9, KP 1.4-22, KP 1.4-23 v textu Vybrane kapitoly z fyziky. 

{prl.2-75} KP 2.6-22 - 

Na svisle visici pruzine o zanedbatelne hmotnosti a o tuhosti k = 100 N/m bylo zaveseno teleso 
o hmotnosti m = 0,5 kg a bylo pusteno s nulovou pocatecni rychlosti, takze zacalo kmitat. Po 
chvili se vlivem odporu vzduchu ustalilo v rovnovazne poloze a zustalo v klidu. Urcete: 

1. Rovnovaznou polohu; 

2. Pribliznou rychlost, se kterou teleso prochazelo poprve rovnovaznou polohou; 

3. Ztatu mechanicke energie soustavy „pruzina - teleso“ celeho deje. 


{prl.2-76} KP 2.6-23- 

Teleso T o hmotnosti m = 0,60 kg, ktere je ve vysce h\ = 0,65 m nad deskou stolu, dopadne na 
misku perovych vah, ktera je ve vysce /12 = 0,25 m nad deskou stolu (viz obr. 2.130) a jejichz 
pruzina ma tuhost k = 2 ■ 10 3 N/m. Pokladejte hmotnosti misky a pruziny za zanedbatelne male, 
zanedbejte ztratu mechanicke energie pri narazu a urcete: 
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{obrl.2-128} 



Obr. 2.130 


1 . a) tihovou, b) kinetickou, c) elastickou, d) celkovou energii soustavy „teleso - vahy“ tesne 
pred dopadem telesa na misku; 

2. Tytez energie v okamziku, kdy je pruzina stlacena o x = 40 mm. 


{prl.2-77} 


KP 2.6-24- 

Na pruzine o tuhosti k = 120 N/m je pripevneno teleso T\ o hmotnosti mi = 1,5 kg. K nemu 



{obrl.2-129} 


Obr. 2.131 


prileha volne teleso T 2 o hmotnosti m 2 = 1,0 kg podle obr. 2.131. Silou pusobici na T 2 zprava se 
telesa posunou doleva a pruzina se stlaci o d = 80 mm. Pote prestane vnejsi sila pusobit a telesa se 
zacnou z klidu ucinkem sily pruziny pohybovat doprava. Zanedbejte hmotnost pruziny, podlozku 
povazujte za dokonale hladkou. Popiste pohyb a urcete: 

1. Energii stlacene pruziny; 

2. Zrychleni teles na zacatku pohybu; 

3. Silu, kterou na zacatku pohybu bude pusobit T 2 na T\. Zakreslete; 

4. Vyslednou rychlost telesa T 2 ; 

5. Amplitudu, se kterou bude T\ kmitat nakonec na pruzine. 


2.11.7.3 (ENERGIE TUHEHO TELESA) 

{prl.2-78} KP 2.6-25- 

Pro kazdou z kruhovych desek znazornenych v obr. 2. 129b, c, urcete pro hodnoty r = 20 cm, 
m = 4 kg, mi = 1 kg: 

1 . Moment setrvacnosti vzhledem k primce p jdouci stredem S desky kolmo k rovine desky; 
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2. Kinetickou energii, jestlize deska rotuje kolem prirnky p s lihlovou rychlosti co = 3 s 1 . 


{prl.2-79} KP 2.6-26- 

Homogenni kruhova deska o hmotnosti mi = 6 kg a o polomeru r = 40 cm znazornena na 
obr. 2.129c (bez pridavneho teliska T ) se muze otacet v homogennim poli Zeme kolem prirnky 
q jdouci bodem P kolmo na rovinu desky. Desku vychylime z dolni rovnovazne polohy o 90° 
a pustime s nulovou pocatecm rychlosti, takze se deska zacne kyvat. Zanedbejte sily odporu 
a urcete: 

1. Moment setrvacnosti desky vzhledem k primce q\ 

2. Rozdll tlhovych energii desky v horni poloze a v rovnovazne poloze. 


{prl.2-80} KP 2.6-27- 

Urcete kinetickou energii soustavy sestavajici z kladky T\ a telesa T 2 znazornene na obr. 2.116 
v okamziku, kdy teleso ma rychlost v. 


2.11.8 Pohybova rovnice soustavy castic 
2.11.8.1 Prvni pohybova rovnice, prvni impulsova veta 
(prl.2-81} KP 2.6-28- 

Dve telesa o hmotnosti m\ = 1,5 kg, m 2 = 3 kg, spojena pruzinou o hmotnosti m 3 = 0,5 kg, 


\mm 


(obrl.2-130} 


lezi zpocatku v klidu na dokonale hladke vodorovne rovine. V urcitem okamziku zacne na prvni 
teleso pusobit stala sila o velikosti Fi = 10N podle obr. 2.132, takze soustava se da do pohybu. 
Pruzina se pritom protahuje a zkracuje, takze pohyb telesa neni pravidelny. Rozhodnete, jak se 
pritom pohybuje teziste soustavy. 


{prl.2-82} KP 2.6-29 - 

Clovek o hmotnosti mi = 100 kg stal na zadi pramice, jez mela hmotnost m 2 = 200 kg a delku 
l = 4,8 m (viz obr. 2.98a). Pramice byla v klidu na klidne vode. Pote clovek presel prid’ pramice 
a zastavil se tarn. Predpokladejte, ze odpor vody byl zanedbatelne maly. Popiste pohyb soustavy 
a urcete: 

1. Pocatecm polohu teziste soustavy „clovek - pramice“; 

2. Pohybovy stav soustavy na konci deje. Zduvodnete; 

3. Zmenu polohy pramice; 

4. Pohybovy stav soustavy za predpokladu, ze odpor vody nebyl zanedbatelny. Zduvodnete. 
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{prl.2-83} KP 2.6-30 - 

Do bedny s piskem o hmotnosti mi = 4 kg visici v klidu na zavesu delky l = 2 m byl ve 
vodorovnem smeru vstrelen projektil o hmotnosti m 2 = 20 g rychlosti v = 250 m/s a uvizl v ni. 
Popiste dej a urcete: 

1. Hybnost soustavy „bedna + projektil“ pred narazem a tesne po nem; 

2. Kinetickou energii soustavy pred narazem a tesne po nem. Vysvetlete vysledek; 

3. Vysku, do ktere bedna pri vykyvu vystoupi; 

4. Maximalni uhlovou vychylku zavesu. 

Poznamka: Toto zafizeni, drive uzivane k mefeni rychlosti strel, se nazyva balisticke kyvadlo. 
Vysvetlete jeho uziti. 


2.11.8.2 Druha pohybova rovnice, druha impulsova veta 
{prl.2-84} KP 2.6-31 - 

Na obvode plneho homogenniho kotouce o hmotnosti mi = 10 kg a o polomeru r = 50 cm, ktery 
se otacel kolem osy soumernosti s uhlovou rychlosti lo\ = 5s -1 , zacala v case t\ = 0s pusobit 
stala tecna sila F\ o vehkost F = 20 N ve smeru otaceni a pusobila po dobu r = 10 s. Sily odporu 
a treni byly zanedbatelne. Urcete: 

1. Moment setrvacnosti kotouce vzhledem k ose o; 

2. Moment sily F vzhledem k ose o. Zakreslete; 

3. TJhlove zrychleni kotouce; 

4. TJhlovou rychlost kotouce v case t- 2 - 


{prl.2-85} KP 2.6-32- 

Pro dej popsany v prikladu KP 2.6-31 urcete: 

1. Moment hybnosti kotouce v case t\. Zakreslete; 

2. Impuls momentu sily F\ v casovem intervalu {%, h + r). Zakreslete; 

3. Moment hybnosti kotouce v case t 2 = r. Zakreslete; 

4. Uhlovou rychlost kotouce v case < 2 - 


{prl.2-86} KP 2.6-33- 

Pro dej popsany v prikladu KP 2.6-26 urcete: 

1. Vysledny moment vnejsich sil vzhledem k ose q na zacatku pohybu desky. Zakreslete do 
nacrtku; 

2 . TJhlove zrychleni desky na zacatku pohybu; 

3. Moment hybnosti desky vzhledem ke q v nejnizsi poloze desky. Zakreslete. 
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h Q. h 


-vT—~ 

r 12 

ATU 2 

1 -(1 j 

2 - 

1 
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0 


{obrl. 2-131} Obr. 2.133 


{prl.2-87} KP 2.6-34 - 

Na tuhe vodorovne tyci o zanedbatelne hmotnosti jsou navleceny dve male koule o hmotnostech 
mi = 0,1kg, m 2 = 0,15 kg a pripoutany vlakny delek l\ = 40 cm, fa = 30 cm k ose o podle 
obr. 2.133. Tyc se otaci kolem osy o stalou uhlovou rychlosti u’i = 20s _1 (treni v loziscich je 
zanedbatelne). Pote vlakna postupne prepalime, koule se presunou ke koncum tyce, kde jsou 
zarazky, takze koule jsou ve vzdalenosti l = 60 cm od osy o. Povazujte koule za hmotne body, 
urcete: 

1. Vyslednou uhlovou rychlost tyce; 

2. Kinetickou energii soustavy na zacatku a na konci otacenl. Vysvetlete. 


{prl.2-88} KP 2.6-35- 

Krasobruslar znazorneny v obr. 2.118 se na zacatku piruety (stav(l)) otacel s periodou = 1 s 
a mel moment setrvacnosti vzhledem k ose otacenl I\ = 10 kg • m 2 . Pri maximalnlch otackach 
v piruete (stav(2)) se otacel s periodou T 2 = 0,5 s. Urcete: 

1. Moment setrvacnosti vzhledem k ose otaceni ve stavu (2); 

2. Kinetickou energii a) ve stavu (1), b) ve stavu (2); 

3. Praci, kterou vykonal pri pritahovani pazi a nohou v piruete. 


{prl.2-89} KP 2.6-36 - 

Dve male koule K\, (hmotne body) o hmotnostech mi = 0,2kg, m 2 = 0,6kg jsou upevneny 
na koncich tenke tuhe tyce delky l = 1,2 m o zanedbatelne hmotnosti. Tyc rotuje s periodou 
T = 0,5 s kolem osy o jdouci tezistem soustavy kolmo na tyc. Urcete: 

1. Polohu teziste soustavy; 

2. Moment setrvacnosti soustavy vzhledem k ose o; 

3. Kinetickou energii soustavy; 

4. Hybnost P soustavy; 

5. Silu, kterou pusobi osa o na tyc (tihove sily neuvazujte); 

6 . Vyslednici sil, kterymi pusobi osa na loziska; 

7. Moment hybnosti soustavy vzhledem k ose otaceni. 
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{prl.2-90} KP 2.6-37 - 

Tenka tuha tyc delky l = 1 m o zanedbatelne hmotnosti, na jejiz koncich jsou pripevneny kulicky 
(hmotne body) o hmotnostech mi = 0,2 kg, m 2 = 0,3 kg, se muze otacet kolem vodorovne osy o 
jdouci jejim stredem kolmo na tyc v tihovem poli Zeme. Tyc drzime nejprve v klidu ve vodorovne 
poloze a pote uvolmme, takze se zacne otacet kolem osy o. Zanedbejte slly odporu a urcete: 

1. Moment setrvacnosti soustavy vzhledem k ose o; 

2. Polohu teziste; 

3. Uhlove zrychlem tyce v okamziku a) pocatecnlm, b) kdy tyc svlra se svislou pnmkou uhel 
a = 60°; 

4. a) Kinetickou energii; b) uhlovou rychlost tyce pri pruchodu rovnovaznou polohou. 


{prl.2-91} KP 2.6-38- 

Tenkostenna trubka o polomeru r = 5 cm a o hmotnosti m = 3 kg se v okamziku t\ = 0 s zacne 
valit z klidu po naklonene rovine, ktera svira s vodorovnou rovinou uhel a = 30°. V case £2 byla 
draha, kterou trubka urazila, l = 2 m. Urcete: 

1. V jakem pomeru se rozdeli kineticka energie trubky na energii postupneho pohybu a na 
energii rotacniho pohybu; 

2. Praci, kterou vykonala na uvedenem liseku tihova sila pusobici na trubku; 

3. Kinetickou energii trubky v case £ 2 ! 

4. Rychlost teziste trubky v case £ 2 - 

Reste uvedene ukoly pro piny valec o stejnych parametrech. 
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3. Specialm teorie relativity 

{STR} 

3.1 Relativisticka kinematika 

laKin^flatiEA} 

V teto casti se uvazuje o vztazich mezi fyzikalnimi pojmy, velicinami a zakony vyjad- 
renymi v ruznych inercialmch vztaznych soustavach. Relativnost kinematickych velicin 
v klasicke fyzice je vyjadrena v tzv. Galileove transformaci. Galileuv princip relativity 
vyslovuje tvrzeni o relativnosti mechanickych deju. Einstein provedl jeho zobecneni 
na deje elektromagneticke a na vsechny fyzikalni deje ve specialni teorii relativity. 
Jejim zakladem jsou dva postulaty specialni teorie relativity. Vztahy mezi kinematic- 
kymi velicinami ve specialm teorii relativity jsou vyjadreny Lorentzovou transformaci. 

Z postulate specialm teorie relativity (nebo z Lorentzovy transformace) vyplyvaji te- 
oreticky zajimave dusledky: relativnost soucasnosti, relativisticke skladani rychlosti, 
dilatace casu, kontrakce delek. Vsechny tyto jevy se uplatiiuji pouze pri rychlostech 
srovnatelnych s rychlosti svetla. 

Qjp I) Zpameti zakladni zakony a vztahy zvyraznene v rameccich, vysvetlit pojmy, 
veliciny a vysledky zvyraznene v tomto textu; 

II) Vyslovit, vylozit, zduvodnit a na prikladech ilustrovat Galileuv princip re¬ 
lativity. Napsat Galileovu transformaci a vyvodit z ni dusledky pro rychlost 
a zrychleni; 

III) Vysvetlit klasicke predstavy o sireni svetla, vysvetlit cil mereni Michelsona 
a Morleye a jeho vysledek. Vyslovit a objasnit postulaty specialm teorie rela¬ 
tivity; 

IV) Lorentzovu transformaci a srovnat ji s Galileiho transformaci. Vysvetlit roz- 
dilne postaveni casu a prostoru v klasicke fyzice a ve specialm teorii relativity; 

V) Na zaklade postulatu specialm teorie relativity nebo na zaklade Lorentzovy 
transformace vysvetlit: relativnost soucasnosti, dilataci casu a kontrakci delek. 

Na zaklade Lorentzovy transformace naznacit postup pri odvozeni relativis- 
tickeho vztahu pro skladani rychlosti; 

VI) Uvest nektera experimentalm overeni vysledku specialm teorie relativity. 

3.1.1 Specialm teorie relativity 

Specialni teorie relativity, jejimz zakladem je prace [11] A. Einsteina z r. 1905, je dnes jiz klasicka 
a experimentalne dobre overena cast fyziky, ktera pojednava o obecnych zakonitostech, jimiz se 
ridi vsechny fyzikalni deje, jestlize je zkoumame a matematicky popisujeme v inercialmch (navza- 
jem libovolne rychle se pohybujicich) vztaznych soustavach. Takto formulovany obsah specialni 
teorie relativity neprinasi zdanlive mnoho noveho ve srovnani s klasickou Newtonovou (predre- 
lativistickou) mechanikou a fyzikou. Vime ovsem, ze uvahy Alberta Einsteina, tvurce specialm 
teorie relativity, vedly k dalekosahlym dusledkum a k velmi podstatnym zmenam v nazorech na 
cas, prostor i pohyb. 

Krome specialni teorie relativity vypracoval Einstein a po nem rada dalsich fyziku zobecne- 
nou teorii, ktera se zabyvala studiem fyzikalnich jevu v gravitacnich polich s uzitim libovolnych 
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vztaznych soustav, tj. i soustav zrychlenych, rotujicich atd. Tato teorie, ktera vznikla v r. 1915, 
se nazyva „Obecna teorie relativity". Je pojmove i matematicky velmi narocna. Zde se budeme 
zabyvat pouze specialni teorie relativity. 

Z duvodu konvence budeme oznacovat predrelativistickou fyziku nazvem „klasicka fyzika". 

Einsteinova specialni teorie relativity spocfva v podstate na zobecneni (v klasicke fyzice zna- 
meho) Galileiho (neboli mechanickeho) principu relativity (viz ods. 2.4.6), a to jeho zobecnenim 
z deju mechanickych na vsechny fyzikalni deje, zejmena na deje elektromagneticke. Einsteinova 
zakladni prace o specialni teorii relativity, publikovana v r. 1905, se nazyva „Elektrodynamika 
pohybujicich se prostredi" a jejim obsahem je studium zakonitosti elektromagnetickych jevu 
zkoumanych v ruznych inercialnich vztaznych soustavach. 

Hlavnim cilem Einsteinovych uvah bylo teoreticke vyjadreni a zduvodneni vysledku pokusu 
z oblasti elektromagnetismu, ktere byly konany koncem predminuleho stoleti, a hledani odpovedi 
na otazku, zda a jak je nutno formulovat zakony elektromagnetismu (a snad i jinych oblasti fy- 
ziky), aby vystihovaly skutecny prubeh deju v ruznych libovolne rychle se navzajem pohybujicich 
inercialnich vztaznych soustavach. 

Z tzv. Galileova (neboli mechanickeho) principu relativity (ods. 2.4.6 - prostudujte a pro- 
myslete jej znovu!) plyne napr. tento vysledek: 

v = konst. 



(obr2.1-1} 


a) 


b) 

Obr. 3.1 


Vrhneme-li na povrchu Zeme teleso pocatecni rychlosti vo vzhledem k soustave S spojene 
s povrchem Zeme (tj. v laboratorni inercialm soustave), pohybuje se po parabole p - obr. 3.1a. 
Vrhneme-li totez teleso ve vagonu rovnomerne primocare jedouciho vlaku (ktery predstavuje 
jinou inercialm soustavu S' - obr. 3.1b) tak, ze teleso ma vzhledem k vagonu rychlost E 0 = vq, pak 
se teleso vzhledem k S' pohybuje po parabole p', ktera je shodna s parabolou p. Podobne i teleso 
zavesene na pruzine kmita v S' zcela stejne jako shodne teleso na shodne pruzine v S. Takto 
shodne probihaji v obou soustavach (a ve vsech inercialnich soustavach) vsechny mechanicke 
deje. To je vlastni fyzikalni obsah uvedeneho Galileova principu relativity. 

Pri studiu elektromagnetickych jevu v ruznych inercialnich vztaznych soustavach vznika 
otazka, zda pro ne plati podobna jednoducha zakonitost. Napr.: Plati Coulombuv zakon v sou¬ 
stave S i S'? Jsou sily F e a F' e stejne - obr. 3.1a,b? Ma Faradayuv zakon elektromagneticke 
indukce stejny tvar v S i S'? Pracuje elektromagneticky transformator stejne, je-li v klidu vzhle¬ 
dem k S nebo vzhledem k S'? Siri se elektromagneticke vlny (coz je rovnez elektromagneticky 
dej) stejne vzhledem k S i vzhledem k S'? Zejmena posledni problem tykajici se sireni elektro¬ 
magnetickych vln vcetne svetla je velmi zajimavy a dulezity jak z hlediska poznani zakladnich 
obecnych zakonitosti prirody, tak z hlediska praktickeho. Nadto lze zakonitosti sireni svetla 
zkoumat experimentalne s dostatecnou presnosti relativne snadneji nez zakonitosti jinych elek¬ 
tromagnetickych jevu. 

Einstein se zabyval uvedenymi otazkami. Provedl rozbor zakonu elektromagnetismu, zfor- 
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mulovanych v tzv. Maxwellove teorii elektromagnetickeho pole, zejmena vsak rozbor vysledku 
experimentu fyziku Michelsona a Morleye, kteri mefili rozdily v rychlosti sireni svetla na Zemi 
v ruznych smerech a zjistili, ze tyto rozdlly jsou nulove. Dosel k zaveru, ze vsechny zakonitosti, 
jimiz se ridi elektromagneticke deje ve dvou libovolnych inercialmch soustavach S a S ', jsou zcela 
stejne a ze to plat! i pro libovolne fyzikalni deje. Dale postuloval, ze svetlo (a rovnez vsechny elek¬ 
tromagneticke vlny) se sir! ve vakuu ve vsech inercialmch soustavach stejnou rychlosti nezavislou 
na smeru sireni, rychlosti c. 

Dusledkem techto dvou nenapadnych relativne jednoduchych a pro toho, kdo zna Galileuv 
princip relativity, velmi srozumitelnych tvrzeni, jenz Einstein vyslovil jako postulaty specialni 
teorie relativity, jsou vsechny zdanlive paradoxni vysledky, jimiz specialni teorie relativity pre- 
kvapuje kazdeho, kdo je zvykly myslet v pojmech klasicke fyziky. Vetsi cast teorie relativity 
predstavuje logicke vyvozovanl dusledku plynoucich z uvedenych dvou postulatu. V dobe vzniku 
specialni teorie relativity byla vetsina z ni plynoucich teoretickych vysledku povazovana mno- 
hymi fyziky za pouhe spekulace, ktere mohou, ale take nemusi, odpovidat skutecnosti. Vetsinu 
z nich nebylo pri tehdejsim stavu experimentalni techniky overit. Dnes uz temer vsechny vy¬ 
sledky specialni teorie relativity experimentalne overeny jsou a bezne se s nimi pocita nejen ve 
fyzikalnich laboratorich a ustavech, nybrz se jich vyuziva i v mnoha odvetvich techniky. 

Zajimave je, ze prijeti Einsteinovych postulatu nevedlo ke zmenam ve formulaci zakonitosti 
elektromagnetickeho pole, nybrz ze bylo nutno zmenit formulaci zakonu kinematiky a mechaniky. 
Studium techto zakonitosti bude obsahem dalsich casti tohoto textu. 

3.1.2 Relativnost v klasicke mechanice 
3.1.2.1 Galileiho transformace 

Galileiho transformace je soustava vztahu (3.1). Je zvlastnim (jednoduchym) pripadem vztahu 
(2.42) uvedenych v odst. 2.4.5. 

Ve vztazich (3.1) jsou x, y, z souradnice nejakeho bodu P v inercialni vztazne soustave S 
obr. 3.4 a x', y 1 , z' souradnice tehoz bodu v jine inercialni soustave S', ktera se vzhledem k S 
pohybuje stalo rychlosti v. Veliciny tat' jsou easy merene v obou soustavach. 

Einstein dosel ve svych uvahach vedoucich ke specialni teorii relativity k zaveru, ze Galileiho 
transformace, ktera se v klasicke mechanice povazuje za spravnou, je pouze limitnim pripadem 
obecne platne tzv. Lorentzovy transformace (3.12), pro pripad, ze pro relativni rychlost ”v” 
inercialmch soustav plati t)«c. 

V teto casti vysvetlime fyzikalni smysl Galileiho transformace tak, abychom byli pripraveni 
i na nasledujici relativisticke livahy. 

Uvazujme o nejake inercialni vztazne soustave - napr. o volnem telese, ktere nerotuje vzhle¬ 
dem ke stalicim, viz ods. 2.4.1. Zaved’me v nem pravouhly pravotocivy system souradnic Oxyz 
tak, ze zvolime tri navzajem kolme orientovane primky - osy. Bodum techto os pridame cisla 
tak, ze uzijeme jako normalu delky (napr. 1 m) tyce N zhotovene z urciteho materialu a tuto tyc 
prikladame postupne na osy, tak jak se to dela casto v praxi. Deleni pak zjemnime. Tim prira- 
dime kazdemu bodu os, a pote znamym zpusobem i kazdemu prostoru, trojici cisel - souradnic 
x, y , z obr. 3.2. Krome toho zavedeme v teto soustave cas t tak, ze predpokladame v souladu 
s Newtonem, ze cas je velicina absolutni, ve vsech bodech vesmiru a ve vsech vztaznych sousta¬ 
vach stejna. V uvazovane soustave jej ukazuje napr. soustava stejnych mechanickych hodin H. 
rozmistenych (teoreticky) ve vsech bodech prostoru. Predtim jsem je synchronizovali (tj. seridili 
tak, aby ukazovaly stejne) v pocatku souradnic podle tamejsich hodin H 0 , viz obr. 3.2. Hodiny 
H jsou vzhledem k Oxyz v klidu. Vztaznou soustavu se zavedenou soustavou souradnic Oxyz 
a casern t oznacime S. 

Uvazujme nyni o jine vztazne soustave, ktera se pohybuje (pro jednoduchost) rovnomernou 
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V 



translaci rychlosti v o velikosti v ve smeru osy Ox. (Pozn.: velicine | v \= v(> 0) budeme 
pro kratkost rikat rovnez „rychlost“. V teto nove vztazne soustave obr. 3.2 zavedeme rovnez 
soustavu souradnic, nyni O'x'y'z', a to tak, aby v case t = Os splyvala osa O'x' s osou Ox, osa 
O'y' s osu 0 y a O'z' s osu Oz. Bodum na osach O'x', O'y', O'z' pfiradime cisla tak, ze uzijeme 
stejne tyce (nebo jeji verne kopie) stejnym zpusobem jako v soustave S. Tato tyc - normal N' - 
je v klidu v O'x'y'z'. V teto vztazne soustave zavedeme cas t' s uzitlm hodin H'. Tyto hodiny 
serldlme takto: hodiny umistene v pocatku O' seridime podle hodin Ho v okamziku t = 0 s 
(nastavime na nich t' = Os) a ostatni hodiny H' nastavime podle hodin H' (y Hodiny H' jsou 
v O'x'y'z' v klidu, tuto druhou soustavou oznacime S'. 

Dej, ke kteremu dojde v urcitem case v urcitem bode P (napr. sepnuti kontaktu nebo dopad 
elektronu na stinitko) nazveme „udalost“. Udalost je v soustave S charakterizovana z hlediska 
prostoru a casu ctyrmi velicinami x, y, z, t, kterym se rika „souradnice udalosti“. Z toho jsou 
x, y, z prostorove souradnice a t souradnice casova. Tataz udalost je v S' charakterizovana 
souradnicemi x', y', z', t!. Zakladni otazka, na kterou dava odpoved’ Galileiho transformace, zni: 
Jaky je vztah mezi ctvericemi souradnic ( x, y, z, t), (x 1 , y', z' , t')l Jak se urci x', y', z', t!, jsou-li 
dany x, y, z, t (a naopak)? 



{obr2.1-3} Obr. 3.3 

Pri hledani odpovedi vychazime z kazdodenni zkusenosti tykajici se casu a delky: 1. Libovole 
hodiny H' (klidne v S') ukazuji stejne jako hodiny H (klidne v S, s nimiz jsou v koincidenci 
(tj. jsou ve stejnem miste). Jedeme-li totiz ve vlaku (soustava S' v obr. 3.3), ukazuji nase 
hodiny H' stejne jako hodiny H na nadrazi, kterym prave projizdime. Poznamenejme ihned, ze 
mame smyslovou zkusenost pouze s pomalymi pohyby a ze takto nemefime cas dosti presne. 
Uvahy specialni teorie relativity vedou k zaveru, ze hodiny H 1 a H neukazuji stejne. 2. Delka l 1 
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{ 2 . 1 - 1 } 


{ 2 . 1 - 2 } 


libovolneho predmetu klidneho napr. v S', napr. delka vagonu, kterou namenme v S', je stejna 
jako delka l pohybujiciho se vagonu, tj. jako delka, kterou nameri pozorovatel (nebo pnstroj) 
klidny v S. Vztah l' = l povazujeme za samozfejmy, nebot’ delku predmetu povazujeme za 
velicinu charakteristickou pro predmet samotny, nezavislou na jeho pohybu. I zde vsak uvahy 
specialni teorie relativity vedou k zaveru, ze vztah l 1 = l nema obecnou platnost. 

Uvedene „samozrejme“ pozadavky splnuje tzv. Galileiho transformace - soustava vztahu mezi 
ctvericemi velicin (x, y, z, t), (x ', y', z', t') charakterizujicich tutez udalost ve dvou uvazovanych 
vztaznych soustavach S, S' (obr. 3.4): 



{obr2.1-4} 


Obr. 3.4 


skutecne splneny: 1. Plati t' = t, tj. hodiny H' a H ukazuji stejne; 2. Plati l 1 = l. Nebot’ oznacime- 
li x' y a x '2 souradnice konce a cela vagonu vSv urcitem (libovolnem) case to, je l = X 2 — x±. Ze 
vztahu (3.1) dostaneme x' 2 — x[ = x-i — x\, tj. I' = l. 


3.1.2.2 Dusledky Galileovy transformace 

Zakon skladani rychlosti Pohybuje-li se nejaky hmotny bod vzhledem k S', pohybuje se 
(obecne) i vzhledem k S. Jeho souradnice x', y', zJ jsou funkcemi casu t', jeho souradnice x, y, 
z jsou funkcemi casu t. Tyto funkce jsou vazany vztahy (3.1) resp. (3.2). Oznacime v! = dr"/At' 
rychlost hmotneho bodu v S' a podobne u = df/dt jeho rychlost v S. Pro souradnice rychlosti 
dostaneme derivovanim rovnic (3.1) vztahy 


{2.1-3} 


dx' dx 
dt' = At' 
(nebot’ t' 


dt dx 
V At' = At ~ V 
t —► dt 7 = dt) 


= Uy, ll' z ,=U Z ,tj. 

= u x — v, Uy, = Uy, u' z , = u z . 


Analogicky derivovanim rovnice (3.2) podle t' dostaneme 


(3.3) 
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{2.1-4} v! = u — v, klasicky zakon skladani rychlosti (3-4) 

viz rovnice (2.43). Vztah (3.4) je tedy dusledkem Galileiho transformace. 

Zrychleni v inercialnich soustavach Derivovanim vztahu (3.4) podle t' dostaneme 

{2.1-5} a! = a, zrychleni hmotneho bodu v inercialnich soustavach (3.5) 

viz rovnice (2.45). Rovnez vztah (3.5) je dusledkem Galileiho transformace. 

Galileiho princip relativity Galileiho princip relativity byl vysloven v odst. 2.4.6. Pripome- 
neme jej. Uvazujme o malem telese (hmotnem bode), na ktere pusobi jina telesa a zkoumejme 
jeho pohyb v inercialni soustave S a v inercialni soustave S' obr. 3.4. V soustave S plati pohybova 
rovnice 

> d 2 r d v -» 

{2.1-6} a) ma = F v , tj. b) m-^ = F v , tj. c) — = F v , (3.6) 

kde m, a, F v , r, p jsou veliciny definovane, merene, resp. pocitane v S. Pritom F v je 
vyslednice sil pusobicich na hmotny bod v S. 

V soustave S' je: 1. a 1 = a, viz rovnice (3.5); 2. O hmotnosti telesa predpokladame, ze 
nezavisi na jeho pohybu, ze tedy plati m! = m; 3. Sily charakterizujici pusobeni ostatnich teles 
jsou zavisle na vzajemne vzdalenosti teles a na jejich vzajemnych rychlostech. Ty jsou, podle 
Galileiho transformace, stejne v S i S'. Proto o silach predpokladejme, ze plati F v = S uzitim 
techto vysledku a vztahu (3.6) dostavame 

d 2 ^ -* d 2 ^ -* 

{2.1-7} a) mb'= Fy, tj. b) m!-^ = F^, tj. c) m-^ = F^ . (3.7) 

Pohybove rovnice (3.6) vSa pohybove rovnice (3.7) v S' maji tedy stejny tvar. To znaci: 
Jestlize hmotny bod o hmotnosti m, ktery ma v S pocatecni rychlost vq, se pohybuje ucinkem 
okolnich teles vzhledem k S po trajektorii T, pak jiny hmotny bod o stejne hmotnosti, ktery ma 
v S' pocatecni rychlost 'tf 0 = vq, se bude pohybovat po trajektorii T', ktera ma stejny tvar jako 
T, viz obr. 3.1. 

Analogicka zakonitost plati zrejme pro mechanicke pohyby vsech hmotnych soustav. Vyslo- 
vuje se jako Galileuv (neboli mechanicky) princip relativity: Rovnice vyjadrujici zakony mecha- 
niky maji stejny tvar ve vsech inercialnich vztaznych soustavach. 

3.1.3 Fyzikalm zaklady specialni teorie relativity 
3.1.3.1 Invariantnost a kovariantnost 

Fyzikalm veliciny, kterymi charakterizujeme vlastnosti teles, poll, fyzikalni deje, maji v ruznych 
vztaznych soustavach bud’ ruzne nebo stejne hodnoty. Napr. v inercialnich soustavach (SI), pro 
nez plati Galileiho transformace, ma delka telesa stejnou hodnotu. Rikame, ze delka telesa je 
invariantm vzhledem ke Galileove transformaci. Dalsi invariantni veliciny (vzhledem ke Galileiho 
transformaci) jsou zrejme plosny obsah, objem, zrychleni hmotneho bodu, hmotnost, sila atd. 
Invariantm vzhledem ke Galileiho transformaci nejsou napr. veliciny: rychlost, hybnost, kineticka 
energie atd. 

Jestlize nejaky vztah (napr. rovnice) mezi fyzikalmmi velicinami, formulovany v inercialni 
soustave S, nezmeni pri jeho prepsani do soustavy S' s uzitim Galileiho transformace svuj tvar, 
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rikame, ze je kovariantnl vzhledem ke Galileiho transformaci. Napr. rovnice (3.6)c je kovariantni 
vzhledem ke Galileiho transformaci, nebot’ ma v S' stejny tvar rovnic (3.6)c, (3.7)c je vsak 
stejny, tedy rovnice dp/dt = F v je kovariantni. Je-li nejaky fyzikalni zakon vyjadren matematicky 
rovnici, kteraje kovariantni vzhledem k nejake transformaci, kterou jsou vazany souradnice a cas 
ve dvou vztaznych soustavach, tj. ma-h fyzikalni zakon v obou soustavach stejny tvar, probihaji 
deje, jez se timto zakonem ridi, v obou soustavach za stejnych podminek stejne. 


3.1.3.2 Postulaty specialni teorie relativity 

Uvazujme nyni o elektromagnetickych dejich. Jejich zakonitosti, jako je napr. Coulombuv zakon, 
Gaussuv zakon (ktery hovori, zhruba receno, o poctu silocar, ktere vystupuji z kladneho elektric- 
keho naboje), Faradayuv zakon elektromagneticke indukce atd., jsou shrnuty v tzv. Maxwellove 
teorii elektromagnetickeho pole, (viz [10], odst. 1.5.2). Lze dokazat, ze ve vztazne soustave, 
v niz plati Maxwellovy rovnice (vyjadrujici hlavni zakonitosti elektromagnetickych deju) se siri 
elektromagneticke zareni (tedy i svetlo) ve vakuu vsemi smery stejnou rychlosti danou vztahem 


{ 2 . 1 - 8 } 



(3.8) 


Zde Eq je konstanta, ktera se nazyva permitivita vakua a /Jo je konstanta, ktera se nazyva 
permeabihta vakua. Jejich hodnoty lze najit v tabulkove casti na strane 400. 


k 2/' 

S' 

c" = c 4 
O' * 


. / c'= c — v 


°:yp ' pocpo^^og; 


{obr2.1-5} 


Predpokladejme, ze uvedene zakony elektromagnetismu plati v urcite inercialni vztazne sou- 
stave S a uvazujme o jine inercialni soustave S', ktera se vzhledem k S pohybuje rychlosti v 
podle obr. 3.5. Predpokladejme, ze souradnice (x, y, z, f), (x', y', z', t') udalosti v obou sousta¬ 
vach jsou vazany rovnicemi (3.1), tj. ze plati Galileiho transformace. Pak rychlost u libovolneho 
objektu (telesa nebo pole) merena v S a jeho rychlost v! merena v S', jsou vazany vztahem 
(3.4). Svetlo by se tedy melo v S' sirit ve smeru osy O’x’ rychlosti S = c—v a ve smeru opacnem 
rychlosti c" = c + v. Situace by mela byt podobna jako pri sireni zvuku ve vzduchu klidnem na 
Zemi. V soustave S spojene se Zemi se zvuk siri vsemi smery stejnou rychlosti, kterou oznacime 
c, obr. 3.5. V soustave S' spojene s vagonem jedoucim ve smeru osy Ox rychlosti v se zvuk siri 
rychlosti d = c — v ve smeru osy O'x' a rychlosti d' = c + v ve smeru opacnem. Kdyby tomu tak 
bylo, musely by mit rovnice vyjadrujici zakony elektromagnetismu v soustave S' jiny tvar nez 
v soustave S. Kdyby totiz mely stejny tvar, sirilo by se svetlo i v soustave S' rychlosti danou 
vztahem (3.8). Jinak receno: rovnice vyjadrujici zakony elektromagnetismu nejsou kovariantm 
vzhledem ke Gahleove transformaci. 

Az do vzniku specialni teorie relativity se predpokladalo, ze Galileiho transformace je spravna 
a ze zakony elektromagnetismu formulovane v rovnicich Maxwellovy teorie plati presne jen 
v jedne vztazne soustave. Tato vztazna soustava ze ma tedy vyznacne (privilegovane) postaveni 
a ze je tedy v jistem smyslu „absolutni“. Prirozene se predpokladalo, ze je to soustava spojena 
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{obr2.1-f 


s vesmirem, se stalicemi. Pfesneji vyjadfeno, je to soustava, v niz ma vesmir jako celek nulo- 
vou hybnost i nulovy moment hybnosti. Tuto soustavu budeme pro strucnost nazyvat vesmirna 
soustava (VS). O elektromagnetickem vlneni se pfedpokladalo, ze must mit, podobne jako me- 
chanicke vlneni (napf. zvuk), nejakeho nositele, nejake prostfedi, kterym se toto vlneni sifi. Jezto 
elektromagneticke vlny se sin i vakuem, predpokladalo se, ze nositelem elektromagnetickych vln 
je nejake jemne prostredi s mizivou hmotnosti, ktere je v celem vesmiru, ve vakuu i v latkach 
a jehoz funkce je to, ze umoznuje siren! elektromagnetickych vln. Toto prostredi se nazyvalo 
svetovy eter, kratce eter. Vylucnost vesmirne soustavy spoclvala v tom, ze eter je v nl v klidu. 

Podle techto pfedstav (byly povazovany za jedine spravne, nebyly vsak experimentalne po- 
tvrzeny) se melo svetlo slrit vsemi smery stejnou rychlostl c danou vztahem (3.8) pouze ve 
vesmirne soustave (VS). V jine inercialnl vztazne soustave S, ktera se vzhledem k VS pohybuje 
rychlostl v, se melo svetlo slrit ruznymi smery ruznou rychlost! - napr. ve smeru pohybu soustavy 
S rychlostl d = c — v, v opacnem smeru rychlostl c". Vzhledem k takove soustave S se mel eter 
pohybovat rychlostl —v, mel v nl „vanout eterovy vltr“, prave tak, jako vznika skutecny vltr 
v soustave S' spojene s jedouclm vagonem v obr. 3.5. 



Rozhodnout o spravnosti techto predstav mohlo jedine mefenl, experiment. Tato merenl 
provedli s dostatecnou presnost! r. 1887 A. Michelson a E. Morley. Za soustavu S pohybujlcl 
se vzhledem k VS zvolili obr. 3.6 Zemi, ktera se v heliocentricke soustave pohybuje rychlostl, 
jejlz velikost je asi v = 29km/s, jez je dostatecna pro to, aby bylo mozno zjistit, zda svetlo 
se sir! vzhledem k Zemi v souhlase s predeslou eterovou teoril. Uzili velmi citliveho prlstroje - 
optickeho interferometru, dnes nazyvaneho „Michelsonuv interferometr“. V nem se svetlo vyslane 
z jedineho zdroje rozdelilo na dva paprsky, ktere postupovaly ve smerech navzajem kolmych 
a pote se opet setkaly a sladaly (interferovaly). Rozborem vysledneho interferencmho obrazce 
vznikleho slozenlm obou paprsku zjistili, ze svetlo urazl na Zemi za stejnou dobu stejnou drahu, 
at’ se sir! kterymkoliv smerem. Zjistili, ze „eterovy vltr“ je jejich metodou nezjistitelny. 

Tento prekvapujlc! zaporny vysledek jejich merenl vzbudil velky rozruch, protoze byl v roz- 
poru s tehdejslmi predstavami. Proto oba fyzici mefenl opakovali se zvetsenou presnostl. Krome 
jejich experiment!! byla provedena rada dalslch mefenl ruznymi metodami za ruznych podmlnek, 
napf. ve velkych vyskach atd. V poslednlch desltkach let byla konana mefenl s uzitlm druzic 
a kosmickych sond. Zadny z techto pokusu nevedl ke zjisten! pohybu nasi Zeme vuci eteru. Vy- 
sledky nekterych pokusu bylo mozno vysvetlit vhodnymi pfedpoklady, napf. ze eter je latkami 
castecne strhavan, ze pfedmety se pfi pohybu vuci eteru smrst’ujl, ze svetlo ma konstantnl rych¬ 
lost pouze vzhledem ke svemu zdroji atd. Zadny z techto pfedpokladu vsak nevedl k vysvetlenl 
vsech experimentalne zjistenych zakonitostl slfenl svetla. 

Einstein vyfesil rozpor mezi klasickymi pfedstavami a vysledky experiment!! originalnim 
a pfitom jednoduchym a na prvni pohled pfirozenym zpusobem. Jezto zadny pokus nevedl 
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k dukazu existence svetoveho eteru a jezto naopak hypoteza existence eteru ztezovala vyklad 
experiments, dosel Einstein k zaveru, ze eter neexistuje, ze elektromagneticke pole vcetne elek- 
tromagnetickych vln a svetla nepotrebuje ke sve existenci nositele. Jezto dale vysledky pokusu 
lze vylozit s uzitim predpokladu, ze svetlo se siri v kazde inercialni soustave ve vakuu rych- 
losti c danou vztahem (3.8), ktery plyne z rovnic vyjadrujicich zakonitosti elektromagnetickeho 
pole, dosel Einstein k zaveru, ze rovnice elektromagnetickeho pole maji ve vsech inercialnich 
soustavach stejny tvar. Analogicky vysledek pro mechanicke deje byl jiz znam jako tzv. Galileuv 
princip relativity. Proto Einstein vyslovil jako fyzikalni princip tvrzeni, ze libovolny fyzikalni dej 
se ridi v libovolne inercialni soustave stejnymi zakonitostmi. Konecne pak vyslovil jako fyzikalni 
princip tvrzeni, ze svetlo se siri ve vakuu ve vsech inercialnich soustavach stejnou (na smeru 
nezavislou) rychlosti. 


Princip relativity Postulat 1: Rovnice, jimiz se jsou vyjadreny fyzikalni zakony, maji ve 
vsech inercialnich vztaznych soustavach stejny tvar. 


Princip konstantni rychlosti svetla Postulat 2: Svetlo se siri ve vakuu ve vsech inercialnich 
vztaznych soustavach stejnou rychlosti c. 

Poznamenejme jeste, ze z Einsteinovych uvah a vztahu, ktere odvodil, vyplyva, ze rychlost 
libovolneho telesa v inercialni soustave je vzdy mensi nez c. 



Zavedeni vztaznych soustav Budeme uvazovat, tak jako drive, o dvou inercialnich vztaz¬ 
nych soustavach SaS',z nichz S' se pohybuje ve smeru osy Ox rychlosti v (obr. 3.7). Soustavu 
souradnic Oxyz zavedeme obdobne, jako v klasicke fyzice: bodum prostoru priradime trojice 
cisel - prostorove souradnice s uzitim urcite tyce - normalu delky, ktera je vzhledem k S v klidu. 

Cas v S budeme merit na hodinach, ktere jsou rozmisteny ve vsech bodech prostoru a jsou 
v klidu v S. Synchronizujeme je podle hodin Ho umistenych v pocatku O takto: V case t = 0 
vysleme z bodu O radiovy signal a na hodinach H v obecnem bode P ve vzdalenosti r od O 
obr. 3.7 nastavime pri prichodu signalu cas t = r/c, nebot’ podle druheho postulatu svetlo, 
a tedy i radiovy signal, se siri v kazde inercialni soustave rychlosti c (pozn.: respektovani doby 
letu radiovych signalu je bezna praxe zejmena pri rizeni druzic, kosmickych sond atd.). 

Soustavu souradnic O'x'y'z' v S' zavedeme opet tak, aby pocatky O a O' splyvaly v case 
t = 0. Pfirazeni prostorovych souradnic provedeme opet s uzitim stejne tyce - normalu - jako 
predtim vSs tim, ze tyc je nyni v klidu v S'. Hodiny H' () umistene v pocatku O' seridime podle 
hodin H' v okamziku t = t' = 0, kdy Ho a H' 0 jsou v koncidenci. Ostatni hodiny H' pevne 
v S' synchronizujeme s hodinami H' 0 opet uzitim radioveho signalu, ktery se siri i vzhledem k S' 
rychlosti c. Na H' nastavujeme t' = r' /c, obr. 3.7. 
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Obr. 3.8 


Relativnost soucasnosti Uvazujme o hypotetickem superexpresu, ktery jede stalou rychlosti 
v = 2 ■ 10 8 m/s a ktery predstavuje inercialm soustavu S' (obr. 3.8). Presne ve stredu vagonu je 
zdroj svetla Z'. Tento zdroj vysle v okamziku, kdy prave miji pozorovatele P pevneho v pozemske 
soustave S, svetelny signal. Tento signal se siri vzhledem k S' rychlosti c vsemi smery, dorazi 
tedy na zadni stenu A vagonu a na predni stenu B soucasne. Dve udalosti: dopad svetla na A 
a na B jsou v S' soucasne. 

Pro pozorovatele P pevneho v S se svetlo rovnez siri rychlosti c. Zadni stena A vagonu se 
k nemu priblizuje, predni stena B se od nej vzdaluje. Signal dopadne na A v dobe, kdy paprsek 
letici k B je jeste od B vzdalen - obr. 3.8b. Dopad svetla na. A & B jsou tedy v S dve udalosti 
nesoucasne. Zopakujme: Dve nesoumistne udalosti, ktere jsou v S' soucasne, jsou v S nesoucasne. 
Soucasnost nesoumistnych jevu je tedy pojem relativni. 

Paradoxni skladani rychlosti Svetlo se siri vzhledem k vagonu smerem od Z' k B rychlosti 
c = 3 • 10 8 m/s obr. 3.8a, vagon jede ve stejnem smeru rychlosti v = 2 • 10 8 m/s. Podle vztahu 
(3.4) plynouciho z Galileovy transformace by melo mit toto svetlo vzhledem k S rychlost d = 
c + v = 5 ■ 10 8 m/s. Tento, z hlediska klasicke fyziky paradoxni, vysledek ukazuje, ze vztah 
(3.4) a tedy i Galileova transformace v specialni teorii relativity neplati. Relativisticke skladani 
rychlosti bude vylozeno v dalsim. 

Dilatace casu Ukazeme, ze pohybujici se hodiny jdou pomaleji nez hodiny, ktere jsou v klidu. 
Predpokladejme, ze pozorovatel v jinem vagonu uvazovaneho superexpresu (v = 2-10 8 m/s) vysle 
ze zdroje svetla Z' na podlaze vagonu svetelny signal svisle smerem ke stropu, kde je umisten 
detektor D 've vzdalenosti d - obr. 3.9a. Signal dopadne na D' za dobu At' = d/c. 

Pozorovatel klidny v S vzhledem k nemuz se vagon pohybuje rychlosti v, zjisti, ze signal 
dopadne na D' po uplynuti jiste doby At. Vagon urazil za tu dobu drahu As = vAt obr. 3.9. 

V soustave S se paprsek musel sirit po sikme usecce Z'D' v obr. 3.9b. Jezto svetlo se siri 
v S rovnez rychlosti c, letel paprsek ze Z' do D' po dobu At = \Z'D'\/c. Z obr. 3.9b plyne 
\Z'D'\ 2 = (vAt) 2 + d 2 . Dosazenim dostaneme 


{ 2 . 1 - 9 } 



At' 


dilatace casu 


(3.9) 
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Jezto yj 1 — ^ < 1, je At > At'. To znaci: dej, ktery trva ve vagonu po dobu At' trva 
v soustave, v niz se vagon pohybuje, po dobu At > At', tedy dele. Kdybychom do mista D' 
a Z' dali rovnobezna vodorovna zrcadla, mezi nimiz by se paprsek pohyboval vzhledem k vagonu 
nahoru a dolu, mohli bychom toto zarizeni povazovat za hodiny H', v nichz probiha periodicky 
dej o periode T' = 2At'. Perioda tehoz deje v soustave S, v niz se hodiny H' pohybuji, by byla 
T = 2At > T'. Tedy: pohybujici se hodiny H' ukazuji mene a jdou tedy pomaleji nez hodiny H. 
s nimiz jsou prave v koincidenci. Tato vlastnost casu se nazyva dilatace casu. 

Cas mereny na hodinach, ktere jsou v klidu v inercialni soustave, v niz je uvazovany objekt 
v klidu, se nazyva vlastni cas. 

Poznamenejme, ze pro pozorovatele, ktery je v klidu v S', se pohybuji hodiny H rychlosti 
—v. Srovnava jejich udaje s udaji tech hodin H’. jez jsou s H prave v koincidenci a zjisti, ze plati 
At < At'. Dilatace casu je tedy relativni, zjisti ji na pohybujicich se hodinach jak pozorovatel 
klidny v S, tak pozorovatel klidny v S'. 

Experimentalni overeni dilatace casu bylo provedeno mnohokrat. Bezne se s ni pocita ve 
fyzice elementarnich castic, pri pohybu castic v urychlovacich atd. Prvni jev, ktery bylo mozno 
vysvetlil dilataci casu, byl prulet castic // (mionu) atmosferou. Miony jsou nestabilni castice, 
ktere maji v laboratori v klidu stredni dobu zivota asi To = 2 /jl s. Kdyby nebylo dilatace casu, 
mohly by miony, ktere se mohou pohybovat rychlostmi mensimi nez c, urazit nanejvys drahu 
s = Toe = 2 ■ 10 -6 ■ 3 • 10 8 m = 600 m. Ve skutecnosti vsak miony vznikaji v hornich vrstvach 
atmosfery ve vysce nekolika desitek tisic metru nad Zemi ucinkem kosmickeho zareni a mnoho 
z nich doleti az na povrch Zeme, takze urazi drahu radove 10 4 m. Vysvetleni: Cas to je vlastni 
cas. Je to doba, po kterou miony existuji, merena v hodinach na hodinach, vzhledem k nimz se 
miony nepohybuji. V soustave, v niz se miony pohybuji (v nasem pripade je to soustava spojena 
s povrchem Zeme), maji miony stredni dobu zivota r danou vztahem (3.9), tj r = tq(1—v 2 /c 2 ) 1//2 , 
tj. vetsi nez to- 

3.1.3.4 Kontrakce delek 

Ukazeme, ze rozmery pohybujiciho se predmetu, merene ve smeru pohybu, jsou mensi nez roz- 
mery predmetu klidneho. Rozmery ve smeru pricnem ke smeru pohybu zustavaji beze zmeny. 

Uvazujme opet o jednom vagonu superexpresu, ktery jede rychlosti v kolerri plotu, jehoz delka 
v soustave S spojene s povrchem Zeme je lo (obr. 3.10). Vagon tvori soustavu S'. Pozorovatel ve 
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vagonu chce zjistit delku plotu, ktery se vzhledem k nemu, tj. vzhledem k soustave S', pohybuje 
rychlosti —v. Provede to takto: na svych hodinach H' zjisti easy , t' 2 , kdy jel kolem zacatku 
a konce plotu a delku urci ze vztahu l' = v(t 2 — t}) = vAt'. Pozorovatel P, ktery je v klidu v S, 
zjisti na hodinach Hi, H 2 easy t\ a t 2 , kdy vagon mijel rychlosti v zacatek a konec plotu a pro 
delku lo plotu, ktery je v klidu, dostaneme Iq = v{t 2 — t\) = vAt. Delenim vztahu dostaneme 
l'/lo = At' / At. Dosadime-li sem At'/At ze vztahu (3.9), dostaneme 


i 

1 V* 

l' = lo\ 1 -„ . kontrakce delek 

V c 2 

(3.10) 


To znaci: Delka l' pohybujiciho se predmetu (zde delka plotu pohybujiciho se v S' rychlosti 
—v) je mens! nez delka tehoz predmetu v klidu (zde delka) plotu v soustave S. Tento jev se 
nazyva kontrakce delek. Delka Iq se nazyva klidova delka. Prave tak bylo mozno dokazat, ze 
jedouci vagon ma v S mens! delku nez je jeho klidova delka. 

Pokud jde o rozmery predmetu ve smeru kolmem ke smeru jejich pohybu, ziskame vysledek 
takto: Postavime se vedle vagonu, v ruce mame kridu, kterou drzime ve vysce horniho okraje 
vagonu. Neclit’ nyni vagon jede rychlosti v. Jestlize se jeho vyska pri pohybu zmensi, krida bude 
vys nez horni okraj vagonu a nezanecha na vagonu stopu. Z hlediska soustavy spojene s vagonem 
se vsak pohybujeme my rychlosti —v, takze se zmensime my a krida zanecha na vagonu stopu. 
Avsak krida nemuze na vagonu stopu soucasne zanechat a soucasne nezanechat, vyska vagonu 
se tedy nezmeni. Rozmery predmetu ve smeru pficnem k pohybu se tedy nemeni. 


3.1.3.5 Lorentzova transformace 

Transformacm vztahy Uvedli jsme, ze souradnice (x, y, z, t ) a (x', y', z!. t') jedne udalosti 
ve dvou inercialnich vztaznych soustavach S, S', z nichz S' se pohybuje rychlosti v vzhledem k S 
rychlosti v podle obr. 3.11, nemohou byt vazany rovnicemi Galileovy transformace (3.1), nebot’ 
v specialni teorii relativity neplati zakon skladani rychlosti (3.4), jenz z Galileiho transformace 
vyplyva. 

Ukazuje se, ze Einsteinovy postulaty specialni teorie relativity jsou splneny, jestlize sourad- 
nice ( x , y, z, t ) udalosti vS a souradnice (x', y', z', t') teze udalosti v S' jsou vazany vztahy, 
ktere se nazyvaji Lorentzova transformace a ktere maji tvar 
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{obr2.1-11} 



{ 2 . 1 - 11 } 


{ 2 . 1 - 12 } 



b) y = y', c ) z = z\ d) t = 


t' + J|a/ 



Lorentzova transformace (3.11) 


To jsou rovnice, pomoci kterych ziskame ze souradnic ( x', y', z'. t') v soustave S' souradnice 
(x , y, z, t ) teze udalosti v S. 

Jsou-li naopak dany souradnice (x, y, z, t) nejake udalosti v S' ziskame z nich souradnice v S' 
ze vztahu (3.11) zamenou x x', y «-► y', z «-► z 1 2 3 , t t 1 , v <-> —v. Dostaneme tak z Lorentzovy 
transformace ve tvaru 



b) y’ = y, c) z' = z t 



Lorentzova transformace (3.12) 


1. Lorentzova transformace je zobecneni Galileovy transformace, kterou dostaneme z Lo¬ 
rentzovy transformace pro pripad rychlosti v, pro nez plati v ^ c (tzv. nerelativisticke 
rychlosti). Skutecne pro v/c 1 dostaneme ze vztahu (3.12) vztahy x' = x — vt, y' = y, 
z' = z, t' = t. Galileiho transformace je tedy limitnim pripadem Lorentzovy transformace 
pro v/c —> 0 

2. Ze vztahu (3.12)d plyne, ze cas neni absolutni. Gas t udalosti mereny v S' zavisi nejen na 
case t teto udalosti v S, nybrz i na jeji prostorove souradnici. Ve specialni teorii relativity 
nejsou prostorove a casove souradnice nezavisle, prostorove a casove charakteristiky deju 
spolu souvisi. Z tohoto duvodu se ve specialni teorii relativity uziva krome pojmu prostoru 
a casu i sjednocujiciho pojmu prostorocas. 

3. Lze ukazat, ze rovnice elektromagnetickeho pole jsou vzhledem k Lorentzove transformaci 
kovariantni, tj. ze zakony elektromagnetismu maji ve vsech inercialnich soustavach stejny 
tvar. Zejmena pro rychlost svetla ve vakuu vychazi (v souhlasu se 2. postulatem specialni 
teorie relativity) ve vsech inercialnich soustavach stejna hodnota dana vztahem (3.8). Zato 
zakony klasicke mechaniky nejsou, jak lze ukazat, vzhledem k Lorentzove transformaci 
kovariantni a je nutno je modifikovat. 


Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brne 


180 














3.1. relativistickA kinematika 


4. Maji-li rovnice (3.11) popisovat deje probihajici v realnem prostoru a case, musi byt vyraz 
(1 — v 2 /c 2 ) 1 / 2 realny a nenulovy, tj. musi platit v < c. Odsud plyne, ze vzajemne rychlosti 
inercialnich vztaznych soustav musi byt mensi nez c. Tedy i rychlost libovolneho telesa 
v libovolne inercialni vztazne soustave must byt mensi nez c, nebot’ toto teleso muze tvorit 
vztaznou soustavu. 

5. V predeslych uvahach jsme ukazali, ze nektere veliciny a pojmy, ktere jsou v klasicke fyzice 
„absolutm“, jsou ve specialm teorii relativity relativni, zavisle na uzite vztazne soustave. 
Plati to napr. o rozmerech predmetu, o delkach casovych intervalu a o pojmu soucas- 
nosti. V prikladech 2.1-1 az 2.1-4 ukazeme, ze tyto vysledky plynou primo z Lorentzovy 
transformace. 

6. Kdyby bylo c —> oo, presla by Lorentzova transformace v Galileiho transformaci. 


& 

Relativisticke skladani rychlosti V teto casti odvodime vztah (3.13), ktery je relativistic- 
kym zobecnenim vztahu (3.14) platneho v klasicke fyzice. 


v 



Uvazujme o malem telese (hmotnem bodu), ktery se pohybuje vzhledem k inercialm vztazne 
soustave S' podel osy O’x’ obr. 3.12. Pro jeho souradnice plati y' = y = konst., z' = z = konst.. 
Jeho souradnice x' je v S' funkci casu t'. tj. x'(t r ). Jeho rychlost r u! v S' i rychlost u v S ma 
smer osy O'x', tj. i osy Ox. Plati u x = u(t) = dx/dt, u' x , = u' = dx'/dt'. Odvodime vztah mezi 
u a v!. Predem uvedeme tento pomocny vztah, ktery budeme potrebovat 



d t 


d tf + ^dx' 



Nyni pocitejme u: 


dx 


d x' + vt! 



dx' + vdt' _ dx' + vdt' 
dt'+^dx' f~ ^2 d t' + ^dx' 


v! + V 

1 + ^3- 


{2.1-13} 


vztah specialm teorie relativity pro skladani rychlosti 


(3.13) 
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1. Vztah (3.13) nahrazuje ve specialni teorii relativity klasicky vztah u = u' + v, je jeho 
zobecnenim. Vztah u = v! + v je limitnim pripadem vztahu (3.13) bud’ pro vu -C c 2 
(nerelativisticke rychlosti), nebo pro c —► oo. 

2. Pro u' > 0 plyne ze vztahu (3.13), ze vzdy plati u < u' + v. 

3. Pro jakekoliv hodnoty rychlosti u'{< c ) a v(< c) dava vztah (3.13) vysledek u < c. 

Dukaz: Oznacme 

v! ~ (1 — p)c, kde 0 < p < 1, 
v — (1 — q)c, kde 0 < q < 1 

Dostavame 

_ (1 — p)c+ (1 — q)c _ l-p + l-q _ 2 —p — q 

1 + , (l-p)c(l-g) c 1 + 1 -p- q + pq C (2 -p- q)+pq C 

C 2 

Zejmena pro u' —* c (p —> 0) vychazi, ze rovnez u c. Vztah (3.13) je tedy v souhlase 
s druhym postulatem specialni teorie relativity. 


(obr2.1-13} 


Dusledky Lorentzovy transformace v prikladech 



(kpr2.1-1} 


KP 3.1-1 


Elektron e se pohybuje v soustave S' rychlosti v.\ = 0,9 c ve smeru osy O'x' obr. 3.13, proton 
p se pohybuje v teze soustave rychlosti u -2 = 0,8 c v opacnem smeru. Urcete relativni rychlost 
elektronu vzhledem k protonu. 

Re.se.ni: 

S protonem spojime vztaznou soustavu S obr. 3.13. Vzhledem k teto soustave se soustava S' 
pohybuje rychlosti v = —U 2 ve smeru osy Ox. Relativni rychlost elektronu vzhledem k protonu 
je rovna rychlosti u elektronu vzhledem k soustave S. Ze vztahu (3.13), v nemz u! = u, v = U 2 , 
dostaneme 


u = 


ui + u 2 

^ | U2U1 


0,9c + 0,8c 
1 + 0,8-0,9 


= 0,988 372 c 


(< c) 


Podle klasicke fyziky by melo byt u = 1,7 c. 
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{kpr2.1-2} KP 3.1-2 - 

Dokazte, ze z Lorentzovy transformace plyne relativnost soucasnosti. 

Dukaz: Uvazujme o dvou dejich soucasnych v S' obr. 3.13. Jejich souradnice v S' necht’ jsou (x'y 
u'\i z ii 4)j (* 2 > y '21 z 2 i ^2 = t'l)- jejich casove souradnice v S jsou podle (3.11)d, 


ti 




t2 


t ' 2 + 37* 2 


kde \! 2 = t'i ■ 


odectenim dostaneme 


At = t 2 ~ti = _ *0/(1 - v 2 /c 2 ) 1/2 . 

Je-li x[ = x' 2 i je t 2 = h a deje jsou v S soucasne. Je-li vsak x 2 ^ x[, je t 2 7 ^ fi, tj. deje jsou 
v S nesoucasne. 


{kpr2.1-3} KP 3.1-3- 

S uzitim Lorentzovy transformace dokazte platnost vztahu (3.9) pro dilataci casu. 

Dukaz: Uvazujme o dvou udalostech, ktere nastaly v S' obr. 3.13 ve stejnem miste v ruznych 
casech. Jejich souradnice v S' jsou (x'y, y[, z[, ty), (x' 2 = x[, y 2 = y[, z 2 = z[, t' 2 ). Jejich casove 
souradnice v S jsou, podle (3.11)d, 

ty + ^Xy t 2 + ^Xy 

\Jl — v % ft? 3 2 — V 2 /(? 

Odectenim dostaneme 

. f' 9 -t\ At' 

At = t 2 — 1\ = 2 1 d T . 3vj , 

y/l - V 2 /c 2 y/l - vie 2 


coz je vztah (3.9). 


(kpr2. 1-4} KP 3.1-4- 

S uzitim Lorentzovy transformace dokazte platnost vztahu (3.10) pro kontrakei delek. 

Dukaz: Uvazujme o tyci, ktera lezi v klidu v soustave S' na ose O'x' (obr. 3.7) a ktera v ni 
ma delku l a (klidova delka), prostorove souradnice jejich konanych bodu pro vsechna t! jsou 
(a4*0,0), (x' 2 = x'y + lo,0, 0). Delku tyce v soustave S urcime tak, ze urcime souradnice xy,x 2 (= 
*1 + 0 jejich koncovych bodu v S v libovolnem, ale pevnem, case to- Z Lorentzovy transformace, 
rovnice (3.12) a, plyne 

, X\ — vto , X 2 — vto 

Xl ~ x ' 2 - v/r^v? 

odectenim dostaneme 

; _ , j _ x 2 — xi _ l 

°-X 2 -X 1 - y 1 _ v 2 /c 2 - yi _ V 2/ C 2 ’ 

coz je vztah (3.10). 
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3.1. relativistickA kinematika 


Problem — paradox Stojici vlak ma stejnou delku Iq jako tunel, jimz bude projizdet, plati 
lo = L 0 , kde L 0 je delka tunelu. Projizdi-li vlak relativistickou rychlosti v tunelem, tvrdi na 
zaklade svych mereni. 

1. Pozorovatel Z stojici na Zemi: tunel se pohybuje rychlosti —v, jeho delka je mensi nez Iq, 
tedy l < lo = Lq. To znaci, ze vlak je kratsi nez tunel. V nekterem okamziku je vlak cely 
v tunelu schovan a jeste v tunelu zbyva misto. 

2. Pozorovatel V stojici ve vlaku: tunel se pohybuje rychlosti —if, jeho delka L je mensi Lo, 
tj. L < Lo = lo- To znaci, ze tunel je kratsi nez vlak. V nekterem okamziku je soucasne 
cast lokomotivy i posledniho vagonu vne tunelu. Pokuste se vysvetlit. 

3.1.4 Relativisticka dynamika 

.ckaDynamika} 

V teto casti jsou vysvetleny zakladni vysledky mechaniky hmotneho bodu ve specialni 
teorii relativity. Pri definici velicin a pri formulaci zakladnich zakonu se vychazi z po- 
zadavku kovariantnosti rovnic vyjadrujicich zakony mechaniky vzhledem k Lorentzove 
transformaci, z pozadavku platnosti zakonu zachovani relativisticke hmotnosti, hyb- 
nosti a energie a pozadavku, aby zakony specialni teorie relativity presly pro v/c —> 0 
v zakony klasicke fyziky. Z techto pozadavku vyplyva zejmena: zavislost hmotnosti 
na rychlosti hmotneho bodu, dale definice hybnosti hmotneho bodu a relativisticka 
pohybova rovnice pro hmotny bod, jez jsou sice formalne shodne s vysledky klasicke 
fyziky, jejichz fyzikalni obsah i jejich dusledky se vsak od klasicke fyziky podstatne lisi. 
Dulezity je relativisticky vztah pro kinetickou energii. Jednim z nejdulezitejsich vztahu 
specialni teorie relativity je vztah vyjadrujici vzajemnou souvislost energie telesa s jeho 
hmotnosti. 

Cil: I) Umet pouzit zakladni zakony a vztahy zvyraznene v rameccich, vysvetlit po- 
jmy, veliciny a vysledky zde v textu uvedene; 

II) Zpameti relativisticke vztahy pro hmotnost a hybnost hmotneho bodu, vy¬ 
svetlit dusledky plynouci ze zavislosti hmotnosti na rychlosti, umet znazornit 
zavislosti hmotnosti a hybnosti na rychlosti graficky; 

III) Vyslovit, vysvetlit a na prikladech ilustrovat zakon zachovani relativisticke 
hmotnosti a energie; 

IV) Napsat relativistickou pohybovou rovnici pro hmotny bod a vysvetlit souvis¬ 
lost mezi zrychlenim hmotneho bodu a vyslednici sil, ktera na nej pusobi; 

V) Napsat relativisticky vztah pro kinetickou energii hmotneho bodu (telesa) 
a pro jeho celkovou energii, vylozit a na prikladech ilustrovat jejich vyznam. 
Znazornit grafiky zavislost rychlosti hmotneho bodu na jeho kineticke energii; 

VI) Vysvetlit vztah mezi relativistickou a klasickou mechanikou. 

3.1.5 Relativisticka hmotnost 

Zakladni pohybove zakony mechaniky jsou pohybove zakony pro hmotny bod. V klasicke mecha- 
nice jsou to tri pohybove zakony. Prvni z nich - zakon setrvacnosti vyslovujici tvrzeni o existenci 
inercialni vztazne soustavy plati, samozrejme, i ve specialni teorii relativity. Podobne je tomu 
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{2.1-14} 


i s tretim pohybovym zakonem - principem akce a reakce. Pokud jde o druhy pohybovy zakon, 
vyjadreny vztahem 


d 2 r 

n <& 


= Fy, 


(3.14) 


tomu tak nem. Tato rovnice je kovariantm vzhledem ke Galileove transformaci, nem vsak ko- 
variantnl vzhledem k transformaci Lorentzove. Skutecne: napiseme-li ji napr. v soustave S pro 
teleso, ktere se pohybuje ve smeru osy Ox, ve tvaru du x /dt = F x a zavedeme-li do teto rov¬ 
nice veliciny, charakterizujici jeho pohyb v inercialni soustave S', pak namisto u x zavedeme u' x , 
vztahem 



{2.1-15} 


Podobne musime nahradit derivaci podle t derivaci podle t' atd. Vysledna rovnice nebude mit 
tvar md 2 u' x //dt 2 = F' x ,, nybrz bude mnohem slozitejsi. To vsak znamena, ze kdyby v jedne iner- 
cialni soustave platila pohybova rovnice ve tvaru (3.14) tak, aby nova rovnice byla kovariantm 
vzhledem k Lorentzove transformaci a aby pri nerelativistickych rychlostech presla v rovnice 
(3.14), nebot’ pri nerelativistickych rychlostech je rovnice (3.14) spravna. 

Relativisticky kovariantm pohybovou rovnici hmotneho bodu lze ziskat ruznymi zpusoby. 
Naznacime zde velmi strucne myslenkovy postup, ktery vsak vede k ziskani vztahu vyjadrujiciho 
zavislost hmotnosti telesa na jeho rychlosti v ve znamem tvaru 

m = -. relativisticka hmotnost telesa (3.15) 

l- 

Zde je mo tzv. khdova hmotnost telesa, tj. hmotnost telesa ve vztazne soustave, vzhledem 
k niz je v klidu. Velicina m je hmotnost tehoz telesa v soustave, vzhledem k niz se teleso pohybuje 
rychlosti v. Pripomehme, ze hmotnost je mirou setrvacnych vlastnosti telesa. 

Zminena uvaha vedouci ke vztahu (3.15) je takovato: Zakladni zakony fyziky jsou zakony 
zachovani - zachovani energie, hmotnosti, hybnosti, elektrickeho naboje atd. Proto pri zobecno- 
vani fyzikalnich zakonu, o nichz je znamo, ze plati za urcitych omezujicich podminek, je nutno 
definovat nove zobecneni fyzikalni veliciny tak, aby zakony zachovani zustaly v platnosti. Ve spe- 
cialni teorie relativity! se proto hmotnost m hmotneho bodu a jeho hybnost p definuji tak, aby 
pro celkovou hmotnost hmotne soustavy definovanou vztahem m = m\ + rri 2 + ■ ■ ■ + m n a pro 
celkovou hybnost hmotne soustavy definovanou vztahem p = pi+p 2 + -- - + Pn platily zakony 
zachovani: hmotnost izolovane hmotne soustavy i jeji hybnost v urcite vztazne soustave je stala 
pri vsech dejich, ktere v ni probihaji. Vyjadreno matematicky: 


{2.1-16XX} 


a) m = konst., b) p = konst. 


(3.16) 


Rozborem jednoduchych mechanickych deju, napr. rozborem srazky dvou pruznych castic 
s uzitim vztahu (3.16)a,b a kinematickych vztahu specialni teorie relativity, ktere jsme odvodili 
v predesle casti, lze dokazat, ze hmotnost castice pohybujici se v urcite vztazne soustave S 
rychlosti v je dana v teto soustave vztahem (3.15). Jeji hybnost v soustave S je dana vztahem 


{2.1-17XX} 


p — mv = 


m ov 

Vl-v 2 /c*- 


(3.17) 


Informace: Informace ke vztahu (3.15) pro make vztahu (3.17) pro p 


1. Ze vztahu (3.15) plyne, ze relativisticka hmotnost telesa neni velicina, ktera by charakte- 
rizovala jen teleso, nybrz charakterizuje i jeho pohybovy stav. Zavisi na rychlosti telesa, 
tj. i na volbe vztazne soustavy; 
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{obr2.1-14} 



2. Hmotnost m pohybujiciho se telesa je vzdy vetsi nez jeho klidova hmotnost mo, plati 
m > mo- Pouze pri nerelativistickych rychlostech je m priblizne konstantni, m = mo- 
Pritom klidova hmotnost mo telesa je totozna s jeho hmotnost! definovanou v klasicke 
fyzice; 

3. Pro v —* c je m —► oo. Hmotnosti relativistickych castic urychlenych v urychlovaclch 
jsou mnohonasobne vets! nez jejich klidove hmotnosti. Zadny objekt s nenulovou klidovou 
hmotnost! nemuze dosahnout rychlosti svetla. Zavislost hmotnosti rri na v a hybnosti p 
na v je znazornena v obr. 3.14a,b. Napr. elektron, ktery ziskal v urychlosvaci rychlost 
v = 0,999 999 999 7c, tj. jen asi o 10cm/s mens!, nez je rychlost svetla, ma hmotnost 
m = 4 • 10 4 mo, kde mo je jeho klidova hmotnost; 


4. Vztah (3.16)a vyjadruje, ze se zachovava relativisticka hmotnost soustavy. Objasni to 
priklad: Dve stejne castice o klidovych hmotnostech mo se pohybuj! v soustave S proti 
sobe stejne velkymi opacne orientovanymi rychlostmi v, v'. Sraz! se, srazka je nepruzna, 
takze vznikne jedno teleso, ktere je v S' v klidu. Hmotnost M tohoto telesa (a je to jeho 
klidova hmotnost, tedy Mq) neni rovna 2mo, nybrz je dana vztahem 


M = Mq = m + m = 


m 0 mg 

i/l — v % l<? -y/l —- v 2 /c 2 


2 m 0 

y/1 -n 2 /c 2 


(> 2m 0 ) 


Tedy vysledna klidova hmotnost teto soustavy na konci deje je vetsi, nez soucet klidovych 
hmotnost! jejich clenu! Klidova hmotnost se nezachovava; 


5. Relativisticke zvetsovan! hmotnosti bylo experimentalne overeno jiz r. 1909 a od te doby 
bylo prokazano nescetkrat s velkou presnosti. Vztahy (3.15) a (3.17) se bezne uzivaji pri 
studiu vsech deju, kde se objekty pohybuji relativistickymi rychlostmi (televizni obrazovka, 
urychlovace atd). 


3.1.6 Relativisticka pohybova rovnice 

V odst. 3.1 jsem uvedli, ze druhy pohybovy zakon klasicke fyziky, rovnice (3.14), neni kovari- 
antni vzhledem k Lorentzove transformaci, proto pri relativistickych rychlostech neplati. Jeho 
relativisticke zobecneni mus! byt vyjadreno rovnic!, ktera je kovariantni vzhledem k Lorentzove 
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transformaci a ktera pro nerelativisticke rychlosti prejde v rovnici (3.14). Ukazuje se, ze tyto 
pozadavky splnuje rovnice 


{2.1-16} 





(3.18) 


{2.1-17} 


tj. rovnice 

= F . relativisticka pohybova rovnice pro hmotny bod (3.19) 

Zde p je hybnost hmotneho bodu o klidove hmotnosti mo pohybujiciho se rychlosti u a F je 
vyslednice sil, ktere na nej pusobi. 

Vztahem (3.18)a je formalne shodny se vztahem dp/dt = F klasicke fyziky, ve skutecnosti 
vsak se od nej velmi podstatne odlisuje tim, ze hmotnost m zavisi na rychlosti hmotneho bodu. 
Jezto rychlost u zavisi (obecne) na case, zavisi i m na case a v derivaci rovnice (3.19) se to projevi. 
Dusledkem jsou nektere zvlastnosti zakonitosti pohybu. Navic se ukazuje, ze ve specialni teorii 
relativity neni F invariantni. 



3.1.6.1 Sila a zrychleni maji (obecne) ruzny smer. 

Vyplyva to ze vztahu (3.19), v nez provedeme naznacenou derivaci. Pritom u (a rovnez u) je 
funkci casu. 


{2.1-18} F = 4 ^2== d 

dt L v? dt L y 


mo du tuo^z d u _ 


■u? dt 


( 1_ S 


\ 3 / 2 dt 


(3.20) 


Jezto u ma (obecne) jiny smer nez a, nejsou a a F (obecne) rovnobezne (obr. 3.15). 
F* 


{obr2.1-15} 



3.1.6.2 Podelna a pricna hmotnost 

a) Podelna hmotnost 

Pusobi-h sila F ve smeru rychlosti u. oznacime prumety velicin F, u a a do smeru rychlosti 
u symboly F, u, a. Z predesleho vztahu dostaneme 



V analogii se vztahem F = ma se nazyva velicina mo/(l — ^2 ) 3 ^ 2 podelna hmotnost. 
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b) Pricna hmotnost 

Pusobi-li sila F kolmo na rychlost u, lze dokazat, ze plati F = ma, kde m 
Posledm velicina se proto nazyva pricna hmotnost. 


3.1.6.3 Pro u <C c, 

tj. pro nerelativisticke rychlosti, prechazi vztah (3.19) v klasicky vztah mo a = F. Je to zrejme 
ze vztahu (3.20), v nemz polozime u 2 /c 2 = 0. 


(kpr2.1-5} KP 3.1.4-1 - 

Na castici o klidove hmotnosti mo, ktera je nejprve v klidu, zacne v linearmm urychlovaci v case 
t = 0 pusobit sila F. Vysetrete jeji pohyb 
Resent: 

V tomto pripade plyne z rovnice (3.20), ze veliciny F. a, u maji stejny smer, castice se bude 
pohybovat po primce. Orientujme tuto pnmku, kterou zvolime za osu Ox, ve smeru u a oznacime 
prumety velicin u, a, F do Ox symboly u, a, F. Z rovnice (3.20) dostaneme 


{2.1-19} 


d m,nu m,nu 



7i tohoto vztahu urcime u jako funkci casu 


J Fdt = Ft. 

o 


(F/mpcjt 
a /1 + ( F/m 0 c)t 


(3.21) 


Diskuse: - 

Pro velmi mala t, tak mala, ze plati ( F/(moc) 2 )t 2 <C 1, nabude posledm vztah tvar 
. F 

u = — t. 
m 0 

To je vsak znamy vztah klasicke fyziky: u = at, kde a = F/m o. To znaci: Na zacatku 
pohybu roste rychlost hnearne s casern, castice se pohybuje rovnomerne zrychlene se zrychlenim 
a = F/rriQ, tak jako podle zakonu klasicke fyziky. Pro velmi velka t (pro t —> oo) lze zanedbat 
ve jmenovateli ve vztahu (3.21) jednicku, takze u = c (u —*■ c). To znaci: Po uplynuti dostatecne 
velkeho casu se pri konstantni pusobici sile se rychlost castice terner nezvetsuje a blizi se k c. 


Draha: Ze vztahu (3.21), v nemz polozime u = dx/dt, dostaneme integraci za predpokladu, 
ze castice by la na zacatku urychlovani v poloze x = 0, vztah 

{2.1-20} x = Ju(t)dt = ... = — ^-y/l + ( F/moc) 2 t 2 — 1^ . (3.22) 

o 

Pro velmi male hodnoty casu t muzeme rozvinout funkci x(t) v okoli bodu t = 0v Taylorovu 
radu a v rozvoji se omezit na prvni clen. Vychazi 

x = \at 2 kde a = — . 

2 m 0 

Pohyb je zpocatku pribhzne rovnomerne zrychleny. Pro t —> oo nabude vztah (3.22) tvar 
x = ct — moc 2 /F. To je vztah pro rovnomerny pohyb rychlosti c. Zavislost rychlosti a drahy na 
case, dane vztahy (3.21), (3.22), jsou graficky znazorneny v obr. 3.16. 
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3.1. relativistickA kinematika 



3.1.7 Relativisticka energie 

Jednim z nejdulezitejsich vysledku teorie relativity je objeveni souvislosti mezi hmotnosti m 
fyzikalniho objektu (castice, telesa, hmotne soustavy atd.) a jeho celkovou energii E, vyjadrene 
vztahem 

{2.1-21} E = mc 2 . vztah mezi energii a hmotnosti (3.23) 

Naznacime postup, kterym se k tomuto vztahu dojde a provedeme jeho diskusi. 


1 


O x 


{obr2.1-17} Obr. 3.17 




3.1.7.1 Kineticka energie 

Pri definici kineticke energie castic nebo telesa (hmotneho bodu) ve specialni teorie relativity se 
voli stejny postup jako v klasicke fyzice. V klasicke fyzice je kineticka energie hmotneho bodu 
definovana v urcite vztazne soustave vztahem = ^mv 2 na zaklade tohoto vysledku obr. 3.17: 
Pohybuje-li se hmotny bod z bodu 1 do bodu 2 ucinkem sil o vyslednici F v . pak prace W \^2 
teto vyslednice na uvedenem useku trajektorie souvisi s jeho pocatecni rychlosti v{ a konecnou 
rychlosti v^, vztahem 

{2.1-22} Wi—,2 = 7}mv 2 - ^mv 2 = E kj2 ~ E k>1 , (3.24) 

kde jsem zavedli kinetickou energii E k vztahem E k = ^rnv 2 tak, aby pro v = 0 bylo E k = 0, viz 
ods. 2.5.4. 

Provede-li se analogicky vypocet prace sily F v na useku 1,2 v obr. 3.17 pro hmotny bod 
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3.1. relativistickA kinematika 


o klidove hmotnosti mo v ramci specialni teorie relativity, dojde se k vysledku 
{2.1-23} Wi->2 = ~ 7 ===^ - ! 7l ° C 2 = m 2 C 2 — mic 2 = A me 2 , (3.25) 

yi-S v 1 -^ 

kde mi a m 2 jsou relativisticke hmotnosti pohybujiciho se hmotneho bodu na zacatku a na konci 
liseku 1,2. Kineticka energie E k hmotneho bodu se definuje opet tak, aby platil vztah 

Vki—>2 = Ek,2 — -E?k,i a aby pro v = 0 mela E k hodnotu E k = 0 . 

S uzitim vztahu (3.25) odsud plyne: E k = me 2 + K, kde K = —moc 2 . 


{2.1-24} 


Vysledek: 

Hmotny bod o klidove hmotnosti mo pohybujici se (v urcite vztazne soustave) rychlosti v ma 
kinetickou energii 


E k = me 2 — rrioc 2 



relativisticka kineticka energie 
hmotneho bodu 


(3.26) 


Pri teto definici plati 


kki—>2 = -Kk.2 - ^k,i ■ 


Ysimneme si, ze prirustek kineticke energie AE k = E kj 2 — E k j lze vyjadrit ve tvaru 


{2.1-25} AE k = E kt 2 — E^i = (m, 2 C 2 — moc 2 ) — (mic 2 — moc 2 ) = (m 2 — mi)c 2 = A me 2 . (3.27) 


{obr2.1-18} 


Zavislost E k na v, dana vztahem (3.26), je graficky znazornena v obr. 3.18a (pri danem 
mo). V obr. 3.18b je pro nazornost vynesena graficky zavislost rychlostmi na kineticke energii. 
Z obr. 3.18b je zrejme, ze pri urychlovani castic nejprve jejich rychlost prudee roste, pak se 
vzrust rychlosti zmirni a v zaveru se rychlost temer nezvetsuje a asymtoticky se blizi k c (viz 
priklad 2.1-5). 



E k 


Napr. v linearnim urychlovaci, v nemz urychlovane elektrony ziskavaji celkovou kinetickou 
energii 20GeV = 2 • 10 10 elektronvoltu (leV = 1,6 • 10 -19 J), nabude elektron dodanim prvnich 
lOGeV rychlost 0,999 999 999 c, tj. rychlost jen o 0,39m/s nizsi nez c. Zvysi-li se jeho kineticka 
energie o dalsich lOGeV vzroste jeho rychlost o pouhych 0,29m/s a priblizi se rychlosti svetla 
na 0,1 m/s. 
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3.1. relativistickA kinematika 


{2.1-26} 


Relativisticka kineticka energie definovana vztahem (3.26) nema zdanlive mnoho spolecneho 
s klasickam vztahem E k = \ rnv 2 . Neni vsak tomu tak, pro »«c prechazi vztah (3.26) v klasicky 
vztah. Skutecne: rozvineme-li vyraz (1 — x 2 ) -1 / 2 , kde x = v/c, ve vztahu (3.26) podle binomicke 
vety (nebo vyjadrime-li jej Taylorovou radou v okoli bodu x = 0), dostaneme 


E k = rn 0 E 


[(■ 


— 1 = m 0 c 2 


1^ 
2 c 2 



l moV 


2 


Zde jsme se nakonec omezili na prvni clen rozvoje. Vysledek pro v <C c plati 


E k = me 2 — 77iocr = -m^v 2 


(3.28) 


v souhlase s klasickou fyzikou. 


3.1.7.2 Obecny vztah mezi energii a hmotnosti 

Vztah (3.27) vyjadrujid umernost mezi ~ Am lze zobecnit na formy energie: je-li A E 
zmena jakekoliv energie hmotne soustavy a Am zmena jeji hmotnosti, plati 

{2.1-27} A E = A me 2 . (3.29) 


{obr2.1-19} 


,, m = m 0 

E k E p E k 


E k 

M'=M 0 


M’=M 0 ™ 

OmO 

Eb — Ekfl Ek —E k fi 

Obr. 3.19 


© 


© 


V dalsim ukazeme, jak tento vztah vyplyva z pozadavku platnosti zakona zachovani (relati- 
visticke) hmotnosti a zakona zachovani energie izolovane soustavy pro konkretni pripad poten- 
cialni energie. 

Uvazujme o izolovane hmotne soustave sestavajici z pruziny P a dvou stejnych teles T 
(obr. 3.19). V prvni fazi deje (stav 1) je pruzina v soustave S v klidu a telesa se pohybuji 
smerem k S rychlostmi v, —v tak, ze pote soucasne narazi na pruzinu. Pruzina se deformuje a ve 
stavu 2, kdy je maximalne deformovana, je cela soustava v klidu. Oznacme hodnoty hmotnosti 
a energii ve stavu 1 bez carky, ve stavu 2 s carkou. Pritom M a E je hmotnost a energie kazdeho 
z teles T; m a Ep je hmotnost a energie pruziny P. Veliciny mo, m' 0 , Mq jsou khdove hmotnosti. 


3.1.8 Zakon zachovani energie: E' — E, tj . 


Ep + 2E' t = Ep + 2Ep + 2{Eqt + E^p) 

neboli 

{2.1-28} Ep + 2Eqt = Ep + 2Eqt P 2(Vf — Mq)(? . (3.30) 

Zde jsme vyjadrili Ep ve tvaru Ep = T 0 p + E^p, kde E k p je kineticka energie telesa T a Eqp 
nejaka (neznama) konstanta. Dale jsme uzili vztahu E' T = Eqp. 
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{2.1-29} 


{2.1-30} 


{2.1-31} 


{2.1-32} 


3.1.9 Zakon zachovam hmotnosti: m' vsl — m vs i tj. 

tyiq + 2Mo tuq + “2M . (3.31) 

Odtud ihned plyne: jezto hmotnost M telesa T v pohybu je vetsi nez jeho klidova hmotnost 
Mo, je m' 0 > mo, tj. deformovana pruzina ma vets! hmotnost nez pruzina nedeformovana, takze 
Am = m' 0 — mo > 0. 

Vypocteme-li ze vztahu (3.30) velicinu A Ep = E' p — Ep, dostaneme s uzitim vztahu (3.31) 
vynasobeneho c vysledek 


A E P = 2 (M — M 0 )c 2 = ( m'o — mo)c 2 , 


A E P = A me 2 . (3.32) 

To je vztah zcela analogicky vztahu (3.27). Poznamenejme, ze zatimeo se pri zvetseni kine- 
ticke energie telesa zvetsila jeho relativisticka hmotnost m, pricemz jeho klidova hmotnost se 
nezmenila, pak pri zvetseni elasticke energie pruziny se zvetsila jeji klidova hmotnost. 

Analogickou uvahu lze zrejme provest pro jakykoliv druh energie, takze plati obeeny vztah 
(3.29). 

Vztah (3.29) byl overen mnohokrat experimentalne a bezne se jej uziva zejmena v atomove 
a kvantove fyzice, jaderne energetice atd. Ohrejeme-li napr. teleso, zvetsi se tim nepatrne jeho 
hmotnost, prave tak jako se zvetsuje hmotnost pruziny hodinek pri jejich natahovani. Zmeny 
hmotnosti v techto pripadech jsou ovsem zanedbatelne male, plati pro ne Am = AE/c 2 , kde c 2 = 
9 • 10 16 m 2 /s 2 . V jaderne fyzice vsak dochazi casto k velkym zmenam energie a prislusne zmeny 
hmotnosti se projevuji velmi zretelne. Napr. pri vzniku atomovych jader syntezou elementarnich 
castic se uvolnuji relativne znacna mnozstvi energie. Hmotnost soustavy castic, z nichz vznika 
jadro, se zmensuje. Proto klidova hmotnost atomoveho jadra je vzdy mensi nez soucet klidovych 
hmotnosti protonu a neutronu v jadre obsazenych. Rozdil obou hmotnosti se nazyva hmotnostni 
schodek. 

tJvahami do jiste miry analogickymi tern, ktere jsme uvedli, lze dojit k zaveru, ze celkova 
energie hmotne soustavy m je dana vztahem 

E = me 2 . relativisticka energie (3.33) 

Tento vztah je analogicky vztahu (3.29). Je-li hmotna soustava v klidu a ma-li klidovou hmotnost 
m 0 , je jeji energie dana vztahem 

Eo = moc 2 . klidova energie (3.34) 

Tato energie se nazyva klidova energie hmotne soustavy. S uzitim vztahu (3.33) a (3.34) lze 
napsat vztah (3.26) pro kinetickou energii hmotneho bodu ve tvaru 

E k = E - Eo —»• E = E^ + m 0 c 2 . 

Ze vztahu (3.33) plyne, ze v latkach je koncentrovano obrovske mnozstvi energie. V jadernych 
elektrarnach se ji zuzitkovava jen nepatrna cast. 

3.1.10 Priklady k casti 3 
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3.1. relativistickA kinematika 


{ P r2.1-: 


{pr2.1-: 


{pr2.1-: 


{pr2. l-‘ 


{pr2.1-i 


KP 3.1.4-2 - 

Mimozemsky kosmicky cestovatel proleta slunecni soustavou rychlosti v = 0,99 c. Predpokla- 
dejte, ze prumer slunecni soustavy je roven prumeru trajektorie planety Pluta a urcete: 

1. Dobu pruletu namerenou pristroji pevnymi ve slunecm soustave; 

2. Dobu pruletu, kterou nameri cestovatel svymi pristroji; 

3. Prumer slunecni soustavy, kterou nameri cestovatel. 


KP 3.1.4-3 - 

Kosmicky cestovatel proleta pobliz Zeme a vrati se po dvou hodinach letu merenych na Zemi. 
Jeho hodiny vsak ukazuji, ze uplynula pouze hodina. Urcete velikost jeho rychlosti v geocentricke 
soustave za predpokladu, ze byla behem letu priblizne stala. 


KP 3.1.4-4 - 

Elektron byl urychlen v televizni obrazovce tak, ze pri dopadu se pohyboval rychlosti v = c/3 = 
10 8 m/s. Delka jeho trajektorie merene v laboratorni soustave byla l = 30 cm. Pro okamzik 
dopadu elektronu na obrazovku urcete jeho: 

1. Hmotnost; 

2. Hybnost; 

3. Energii a) celkovou, b) klidovou, c) kinetickou; 

4. Napeti na televizni obrazovce (pozn.: urychlujici napeti se ciselne rovna praci vykonane 
silami urychlujiciho pole pusobicimi na elektron, vyjadrene v elektronvoltech); 

5. Delku trajektorie merenou v soustave s elektronem v okamziku dopadu. 


KP 3.1.4-5- 

Urcete celkovou energii: 

1. Klidne castice o hmotnosti rovne atomove jednotce hmotnosti w, 

2. Klidneho elektronu. Vyjadrete v eV. 

KP 3.1.4-6 - 

Elektron byl urychlen v televizni obrazovce elektrickym polem o napeti U = 1,5 ■ 10 4 V, takze 
ziskal kinetickou energii E^ = 1,5 • 10 4 eV. Pro okamzik dopadu elektronu na obrazovku urcete 
jeho: 

1 . Celkovou energii; 

2. Hmotnost; 

3. Rychlost; 

4. Rychlost za predpokladu, ze by platily zakony klasicke fyziky. 
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3.1. relativistickA kinematika 


{pr2. 1-6} KP 3.1.4-7 - 

Urcete maximalm napeti, jimz je mozno urychlit elektron tak, aby jeho rychlost nepresahla 
hodnotu 0,1 c. 

{pr2. 1-7} KP 3.1.4-8 - 

Pro elektron dopadajici na antikatodu v rentgenove trubici pracujici na napeti 80 kV urcete: 

1. Celkovou energii; 

2. Hmotnost; 

3. Rychlost; 

4. Relativni zkraceni elektronu v podelnem smeru. 

{pr2. 1-8} KP 3.1.4-9- 

Slunecni zareni dopada do hornich vrstev atmosfery s intenzitou I = l,37kW/m 2 . Urcete: 

1. Vykon, se kterym vyzaruje Slunce; 

2. Rychlost, se kterou se vyzarovanim zmensuje hmotnost Slunce; 

3. tJbytek hmotnosti Slunce vlivem vyzarovani za 24 hodin. Urcete objem vody o stejne 
hmotnosti. 


{pr2.1-9} KP 3.1.4-10- 

Urcete: 

1. Hmotnostni schodek a 

2. Vazebnou energii castic: a) deuteronu, b) castice a. 

Pozn.: Deuteron je jadro deuteria, obsahuje 1 proton 1 neutron; castice a je jadro helia, obsahuje 
dva protony a dva neutrony). Potrebne hodnoty najdete v tabulce na strane 400 tohoto textu. 


{pr2.1-10} KP 3.1.4-11 - 

Dokazte, ze pro superrelativistickou castici, ktera se pohybuje rychlosti temer rovnou rychlosti 
svetla, plati 

y/l-V*/(?±V2y/(c-v)/c. 


{pr2.1-11} KP 3.1.4-12- 

S uzitim vysledku prikladu KP 3.1.4-11 reste priklad: Fiktivni kosmicka lod’ se pohybuje ve 
smeru Zeme-Mesic rychlosti, ktera je jen o 3m/s mensi nez rychlost svetla c. Urcete: 

1. Dobu letu Z — s- M zjistenou pristroji pevnymi v geocentricke soustave; 

2. Dobu letu namerenou v lodi; 

3. Vzdalenost Zeme-Mesic namerenou v lodi. 
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{pr2 . 1-12} 

KP 3.1.4-13 

Dva elektrony se pohybuji v laboratorni soustave rychlostmi v\ = 0,5 c, V 2 = 0,6 c v jedne 
primce v opacnych smerech. Urcete jejich relativni rychlost. 

{pr2 . 1-13} 

KP 3.1.4-14 

Elektron a proton se pohybuji v laboratorni soustave po primce ve stejnem smeru, prvni z nich 
rychlosti v\ = 0,9 c, druhy rychlosti i >2 = 0,95 c. Urcete jejich relativni rychlost. 

{pr2 . 1-14} 

KP 3.1.4-15 

Z transformacmch rovnic (3.11) odvod’te rovnice (3.12). 

{pr2 . 1-15} 

KP 3.1.4-16 

Kosmicka lod’ K\ letici od Zeme k Jupiteru miji Mars rychlosti v\ = 0,4 c. Posadka zpozorujeme 
pred sebou jinou kosmickou lod’ K 2 , pohybujici se smerem k Jupiteru rychlosti V 2 = 0,8 c 
vzhledem ke K\ a ma za sebou dalsi kosmickou lod’ /\3, ktera se vzhledem k nim pohybuje 
rychlosti v-j = 0,8 c smerem k Zemi. Urcete, jakou rychlost lodi K\, K 2 , K% zaregistruji pristroje 
na Marsu. 

{pr2 . 1-16} 

KP 3.1.4-17 

Urcete maximalm napeti, kterym muze byt urychlen puvodne klidovy proton, ma-li jeho rychlost 
presahnout 0,1 c. 

{pr2.1-17} 

KP 3.1.4-18 

Kladne nabite klidne piony maji hmotnost mo = 273 m e a stredni dobu zivota r = 2,6 • 10 -8 s. 
V urychlovaci ziskaji rychlost v = 0,8 c. Urcete: 

1. Stredni dobu jejich zivota v laboratorni soustave; 

2. Stredni drahu, kterou urazi v laboratori, nez se rozpadnou (dobu pohybu v urychlovaci 
zanedbejte); 

3. Stredni vzdalenost urychlovace od mista rozpadu pionu merenou v jejich klidove vztazne 
soustave; 

4. Hmotnost pionu v laboratorni soustave; 

5. Kinetickou energii pionu v laboratorni soustave. 

{pr2 . 1-18} 

KP 3.1.4-19 

(Science fiction). Ucitel zadal studentum hodinovou kontrolni praci, nasedl do kosmicke lodi 
a vzdaloval se (k velkemu poteseni studentu) rychlosti v = 0,97 c. Po hodine letu, namerene na 
jeho hodinkach, zaslal studentum radiovou depesi, aby praci ukoncili, jakmile jim depese prijde. 
Ti to ucinili. Jak dlouho pracovali na kontrolni praci? 
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4. Zaklady molekularne kineticke 
teorie 

4.1 Molekulova stavba latek 

:ulovaStavba} 

V teto casti jsou strucne vylozeny zakladni pojmy, nazvoslovi a veliciny molekulove 
stavby latek: hmotnost molekuly, relativni molekulova hmotnost, latkove mnozstvi 
a jeho jednotka, Avogadrova konstanta a jeji vyznam. 

Cil: I) Vylozit zakladni pojmy a vztahy zvyraznene v rameccich a definovat veliciny 
odpovidajici veliciny. 

II) Samostatne resit jednoduche priklady v tomto textu a priklady podobneho 
typu, reseni zduvodnit. 

Molekulova fyzika predstavuje obor fyziky vychazejici z molekularne kinetickych predstav. 
Zabyva se stavbou a vlastnostmi latek. V souhlase s temito predstavami libovolna latka (tuha, 
kapalna nebo plynna) se sklada z velkeho poctu velmi malych castic - molekul. Molekuly kazde 
latky se nachazeji v neusporadanem, chaotickem pohybu vsemi smery, kde zadny smer pohybu 
nema prednost. Intenzita pohybu zavisi na teplote latky a rozmerech castic. 

Bezprostrednim dukazem existence chaotickeho pohybu molekul je brownovsky pohyb. Tento 
jev spociva v tom, ze velmi male castice (viditelne jen mikroskopem) rozptylene v kapaline, vzdy 
se nachazl ve stavu neustaleho neusporadaneho pohybu, ktery nezavisl na vnejslch prlcinach, 
ale je projevem vnitfniho pohybu latek. Brownovske castice uskutecnuji pohyb vlivem narazu 
molekul na pozorovane castice. 

Molekularne kineticka teorie vysvetluje fyzikalni jevy na zaklade pohybu molekul, tj. vysvet- 
luje tepelne vlastnosti latek z hlediska jejich molekulove struktury a vyuziva zakonu statisticke 
fyziky. Zde budeme aplikovat kinetickou teorii latek jen na plyny, protoze interakce mezi moleku- 
lami v plynech jsou mnohem mensi nez v kapalinach a pevnych latkach a matematicke vyjadreni 
je snazsi. 

Termodynamika pojednava jen o makroskopickych velicinach, ktere jsou primo pozorovatelne 
a meritelne, jako teplota, tlak a objem. Jeji zakladni zakony, vyjadrene pomoci techto velicin, 
nerikaji nic o slozeni latky z atomu a molekul. Vsechny termodynamicke promenne veliciny dove- 
deme vyjadrit jako urcity prumer vlastnosti atomu a molekul. Pocet atomu a molekul je obvykle 
v makroskopickem systemu tak veliky, ze takove prumery jsou presne definovane hodnoty. 

Molekuly a atomy jsou velmi slozite utvary, skladajici se z jader a obalu osazenych elektrony. 
Tyto zakladni castice se navic neridi zakony klasicke mechaniky. O skutecnem tvaru molekul vime 
velmi malo a velikost nemuzeme presne merit. Ze zkusenosti vime, ze molekuly jsou utvary dosti 
stabilni. Existuje velicina, ktera je pro molekulu charakteristicka, a tou je hmotnost molekuly. 

V kineticke teorii latek zavadime jednak hmotnost molekuly m, jednak relativni molekulovou 
hmotnost M r . Hmotnost molekuly vyjadrujeme v kg. Relativni molekulova hmotnost M r je 
bezrozmerna velicina, udavajici, kolikrat je hmotnost molekuly vetsi nez klidova hmotnost jedne 
dvanactiny atomu uhliku 12 C (kterou znacime symbolem m u ) 

m u = (1,660 44 ±0,000 08) • 10" 27 kg. 
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Hmotnost molekuly lze pak vyjadrit vztahem 

{3.1-1} m = M r m u . (4.1) 

Mejme urcite mnozstvi latky o hmotnosti M\, jeji relativni molekulova hmotnost necht’ je 
M r> i. Pocet Ni molekul latky o hmotnosti M\ lze urcit ze vztahu 

Mi = N\m\ = NiM rt im u , 

kde mi je hmotnost molekuly. Analogicky vztah muzeme psat pro druhou latku o hmotnosti M2 


M2 = N 2 ITI 2 = A'2M r , 2 m u • 


Pro pomer hmotnosti obou latek dostavame 

Mi _ JViM r ,i 

M2 N 2 M r ,2 

Obsahuji-li obe mnozstvi latek stejna pocet molekul (Ay = Ay), pak hmotnosti dvou latek 
jsou ve stejnem pomeru jako jejich relativni molekulove hmotnosti 

Mi _ M r ,i 
M2 M r , 2 


Predstava, ze se latka sklada z molekul, umoznuje posuzovat mnozstvi latky podle poctu 
molekul. Zavadi se proto velicina latkove mnozstvi, ktere je urceno poctem molekul v jistem 
objemu latky. Jednotkou latkoveho mnozstvi je mol, coz je takove mnozstvi soustavy, ktere 
obsahuje stejny pocet elementarmch jedincu, kolik je atomu ve 0,012kg nuklidu uhliku 12 C. 
Pro latkove mnozstvi uzivame obvykle jednotky nasobne kilomol (kmol). Kilomoly latek vsech 
skupenstvi obsahuji stejny pocet molekul. Muzeme urcit hmotnost kilomolu libovolne latky, 
zvolime-li za mnozstvi druhe latky jeden kilomol nuklidu 12 C. Pak hmotnost kilomolu libovolne 
latky je ciselne rovna jeji relativni molekulove hmotnosti. Znacime ji M m a nazyvame molova 
hmotnost; jeji jednotkou je kg • kmol -1 . 

Pocet molekul v jednom kilomolu libovolne latky udava Avogadrova konstanta N\, jejiz 
hodnota je 

N a = (6,022 52 ± 0,000 28) • 10 26 kmol -1 . 

Zname-li molovou hmotnost M m latky, vypocteme hmotnost jedne molekuly 

Mm 

{3.1-2} m =—. (4.2) 

{pr3.1-1} KP 4.1-1- 

Urcete linearni rozmer molekul vody, jestlize jeden mol vody zaujima objem V m = 18cm 3 . 
Resent: 

K pribliznemu urceni rozmeru molekul musi byt splnen predpoklad, ze molekuly v latce jsou 
rozlozeny blizko vedle sebe. U kapalin tento predpoklad je splnen. Nejprve vypocteme, jaky 
objem prislusi jedne molekule 


V 0 


V m 

Na 


18 • 10 -6 m 3 mol -1 
6,02 • 10 23 mol -1 


= 30 • 10 -30 m 3 . 


Linearni rozmer molekuly bude 


a - $/%= ^30 • 10 -30 m 3 = 3,1 • 10 -10 m = 3,lA. 
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4.2 Idealm plyn 

IdealniPlyn} 

Tato cast obsahuje definici idealniho plynu z hlediska makroskopickeho a mikroskopic¬ 
keho. Je zde vylozen vyznam promennych velicin (charakterizujici idealm plyn) a uve- 
dena rovnice vyjadrujici jednoduchy vztah mezi nimi. 

Cil: I) Definovat idealni plyn z hlediska makroskopickeho a mikroskopickeho. 

II) Pouzit stavovou rovnici k reseni problemu. 

4.2.1 Makroskopicky popis 

:opickyPopis} 

Plyn, ktery vykazuje jisty jednoduchy vztah mezi termodynamickymi promennymi velicinami 
p, V a T, se nazyva idealni plyn. Je-li nejaky plyn o celkove hmotnosti M v teplotni rovnovaze, 
muzeme merit jeho tlak, teplotu a objem. Pro plyny o male hustote se da experimentalne ukazat, 
ze 

1. pro dane mnozstvi plynu je tlak za konstantni teploty neprimo umerny objemu (Boyluv- 
Mariottuv zakon), 

2 . pro dane mnozstvi plynu je objem pri konstantnim tlaku primoumerny teplote (Gay- 
Lussacuv zakon). 

Tyto dva experimentalni vysledky zapiseme ve tvaru 

{3.1-3} 

{ram-103} 


kde n m je latkove mnozstvi (pocet (kilo)molu) a R musi byt urceno experimentalne pro kazdy 
plyn. Jestlize experimenty provadime pri dostatecne male hustote plynu, ma R konstantni hod- 
notu pro vsechny plyny 

R = (8,314 3 ± 0,001 2) • 10 3 J kmol" 1 K" 1 
a nazyva se univerzalni plynova konstanta. Rovnici (4.3) piseme ve tvaru 

{3.1-4} 

{ram-104} 

a idealni plyn definujeme jako takovy, ktery splhuje tento vztah za vsech podminek. Tato rovnice 
se nazyva stavova rovnice pro idealni plyn. 

4.2.2 Mikroskopicka deflnice 

ckaDefinice} 

Rovnez z mikroskopickeho hlediska musi idealni plyn splnovat zakony uvedene pro tento plyn 
v makroskopickem popisu. 


pV = n m RT stavova rovnice pro idealm plyn 


(4.4) 


pV 


= konst, (pro stale mnozstvi plynu) 


(4.3) 


Objem zaujimany plynem (realnym nebo idealnim) pri danem tlaku a teplote je umerny jeho 
mnozstvi. Tedy konstanta v (4.3) musi byt umerna mnozstvi plynu. Vyjadfime-li mnozstvi plynu 
latkovym mnozstvim n m (tj. v kilomolech), napiseme uvedenou konstantu ve tvaru 


konst. = n m R , 
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{pr3.1-2} 


{TlakPlynu} 


1. Plyn se sklada z velkeho poctu castic zvanych molekuly. Kazda molekula se sestava z jed- 
noho atomu nebo skupiny atomu. Vsechny molekuly stejneho plynu jsou stejne. 

2. Pohyb molekul je dokonale chaoticky, pricemz jsou zachovany Newtonovy pohybove za- 
kony. Molekuly se pohybujl ruznymi rychlostmi ve vsech smerech. Smer a rychlost pohybu 
kterekoliv molekuly se muze nahle menit pri srazce se stenou nebo jinou molekulou. 

3. Objem molekul je zanedbatelny proti objemu, ktery zaujima plyn. 

4. Vzajemne pusobenl molekul je zanedbatelne s vyjimkou kratkych okamziku vzajemnych 
srazek. Molekuly se proto mezi srazkami pohybujl rovnomerne prlmocare. 

5. Molekuly se chovajl jako pruzne koule, takze srazky molekul se stenou i mezi sebou trvajl 
zanedbatelne kratce. Kineticka energie molekul zustava zachovana. 

6. Koncentrace castic n (tj. pocet molekul N v objemove jednotce n = y) je ve vsech mistech 
stejna (n =konst.). 

tJpravou jednotlivych predpokladu lze vystihnout i vlastnosti realneho plynu. Podle definice 
se mohou jednotlive idealni plyny lisit jen hmotnosti molekul. 


KP 4.2-1- 

Napiste stavovou rovnici idealniho plynu ve tvarech obsahujicich a) objem, b) kilomolovy objem, 
c) merny objem plynu, d) koncentraci castic. 

Resem: 

a) Stavova rovnice obsahujici objem je pV = n m RT, kde n m = M/M T = ^ je pocet 

molu, (N celkovy pocet castic a N\ je Avogadrova konstanta). 

b) Zavedeme-li kilomolovy objem v k = V/n m do predchozl rovnice, dostaneme 

{pV = n m RT , u k = V/n m } —> pv^n m = n m RT —> pv^ = RT . 

c) Podobne zavedenim merneho objemu v = ^ dostaneme rovnici ve tvaru 

{pV = n m RT , v = V/M} —>• pvM = n m RT —> pv = —> pv = —■ y P v = M m RT. 

d) 

{pV = n m RT , n m = iY/iV A } -► p = p = -+p = nkT, 

V A! \ A a 

kde k = R/N\ je plynova konstanta vztazene na jednu molekulu - tzv. Boltzmannova 
konstanta (1,380 54 • 10 -23 J-K _1 ) a n predstavuje koncentraci castic. 


4.3 Tlak idealniho plynu 

V teto casti je naznacen vyklad tlaku plynu z pohledu statisticke fyziky. V odst. 4.3.1 je 
vylozena hustota toku molekul na stenu nadoby a jeji matematicka formulace a v odst. 4.3.2 
je proveden kineticky vyklad tlaku plynu. Vyklad veliciny stredni kvadraticka rychlost 
molekul je proveden v odst. 4.3.3. 
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4.3. TLAK IDEALNIHO PLYNU 


HustotaToku} 


{obr3.1-1} 


I) Vylozit a matematicky formulovat hustotu toku molekul na stenu nadoby. 

II) Vylozit a odvodit vztah pro tlak plynu a stredni kvadratickou rychlost mole¬ 
kul. 

Ill) Samostatne resit priklady uvedene v tomto textu. 

4.3.1 Hustota toku molekul na stenu nadoby 

Molekuly plynu pri svem pohybu narazeji na steny nadoby, coz se navenek projevuje jako tlak. 
Na jeho urceni potrebujeme vedet, kolik molekul dopada na stenu nadoby za jednotku casu. 
Zvolime si na stene nekonecne maly plosny element dS a zjistime, kolik molekul plynu na nej 
dopadne za cas dt. Mezi dopadajicimi molekulami budou molekuly s ruznymi rychlostmi v, 
tedy nejen o ruznych velikosti, ale i smeru. Rozdeleni absolutnich hodnot rychlosti je spojite 
a lze jej charakterizovat hustotou pravdepodobnosti vyskytu urcite rychlosti f(v), ktera, je-li 
plyn v ustalenem stavu, nezavisi na case. Funkce f(v) nezavisi ani na smeru pohybu molekul, 
protoze rozdeleni jejich rychlosti je izotropni (ani jeden smer neni uprednostneny). To souhlasi 
s predpokladem o chaotickem pohybu molekul. Vyraz f(v)dv udava pravdepodobnost, ze velikost 
rychlosti molekuly lezi v intervalu (v, v + du). Prubeh funkce f(v) (jak vime ze statisticke 
fyziky) za urcitych predpokladu muzeme znazornit krivkou na obr. 4.1. Ohranicena plocha o sirce 
dv predstavuje pravdepodobnost, ze rychlost molekuly lezi v intervalu (v, v + du). Potom ke 
kazde rychlosti z tohoto intervalu muzeme priradit stejnou pravdepodobnost Pi, pricemz vsechny 
rychlosti zaokrouhlime na hodnotu v t . Chyba, ktere se pritom dopustime, nepresahne hodnotu 
a zjemnovanim deleni ji muzeme zmensit na predem stanovenou hodnotu. Misto funkce f(v) 
budeme dale pouzivat posloupnost rychlosti v t s prirazenymi pravdepodobnostmi jejich vyskytu 

Pi 



Okolo plosky dS opiseme polokouli s polomerem v t dt. Potom vsechny molekuly s rychlosti 
Vi, ktere dopadnou behem casoveho intervalu dt na plosku dS', lezi uvnitr polokoule. Predpo- 
kladame, ze tyto molekuly se za cas dt nesrazi, tzn., ze se nezmeni ani velikost rychlosti, ani 
smer pohybu. Protoze srazky mezi molekulami muzeme zanedbat, pak tuto skutecnost musime 
zahrnou do vypoctu. Lze to provest dvema zpusoby: 

1. Zvolime cas dt tak maly, ze srazky na vzdalenosti Vjdt se neprojevi. 

2. Vyuzijeme stacionarnost rozdeleni rychlosti: pocet molekul, ktere po dobu srazek zmeni 
rychlost nebo smer (pripadne oboje) nahradime stejnym poctem molekul, ktere v prubehu 
jinych srazek opet ziskaji pozadovanou rychlost a smer. 
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Oba dva zpusoby poskytuji stejne vysledky. V dalsich uvahach budeme nejprve sledovat 
molekuly, ktere maji rychlosti v%. Tyto mohou dopadat na plosku dS pod ruznymi uhly d, 
ktery svira smer pohybu molekuly s normalou n° k plosce dS (jednotkovy vektor normaly n° 
smeruje ven z nadoby). Vybereme jen ty molekuly, ktere sviraji s normalou uhel (d, d + dd) 
a ktere dopadaji ze vzdalenosti r az r + dr, pricemz 0 < r < v.;dt. Jejich pocet je urceny jednak 
poctem molekul s rychlosti v t v elementu objemu ve tvaru prstence (viz obr. 4.2), jehoz polomer 
je r sin d, vyska dr a sirka rdd, a jednak pravdepodobnosti, ze molekuly se budou pohybovat 
smerem k plosce dS. Pocet molekul diV^dF) o rychlostech v % v prstenci vypocitame, kdyz objem 
prstence dV vynasobime jejich koncentraci nf 


(obr3.1-2} 



{3.1-5} d./V(dF) = riidV = ttj (27tt sind)(rdd)dr = nfiirr 2 sinddrdd . (4.5) 

Na zaklade predpokladu, ze vsechny smery pohybu molekul jsou rovnocenne, bude do stej- 
nych prostorovych uhlu (libovolne orientovanych) dopadat za jednotku casu stejny pocet mo¬ 
lekul. Potom pravdepodobnost P*(d) dopadu molekuly o rychlosti v t na plosku dS 1 pod uhlem 
i? je rovna pomeru prostoroveho uhlu, pod kterym vidime plosku ze vzdalenosti r, k plnemu 
prostorovemu uhlu 47r. Z prstencoveho elementu vidime plosku pod uhlem 0. takze jeji zdanliva 
velikost se rovna prumetu dS do tohoto smeru, tj. cos (MS'. Pomer prostorovych uhlu je pak dan 


{3.1-6} 


dS 1 cos d 

r 2 


47r 
l 2 


dN cos i? 
47rr 2 


= m) ■ 


(4.6) 


Hledany pocet molekul dN(vi) s rychlosti r,, ktere dopadnou pod uhlem d az d + dd na dS 
za cas dt z prstencoveho elementu, dostaneme vynasobenim poctu molekul v prstenci a pravde¬ 
podobnosti dopadu 


d N(vi) = dN(dV)Pi('&) = nh 27 rr 2 sin ddddr) ^ C °^ ^ = \rii sin d cos ddrdddS 1 . 

4-Kr z 2 


Integraci podle r od 0 az po v t dt dostaneme pocet castic s rychlosti v t , ktere dopadnou za 
cas dt na dS 1 pod uhlem d az d + dd 


d N( Vi ) = 


-rii sin d cos ddddN / dr = -n^i sin d cos lid ddSdt,. 


Podelime-li tuto rovnici dtdS, dostaneme pocet castic dopadajicich na jednotku plochy za 
jednotku casu pod uhlem d az d + dd s rychlosti v t . Tento pocet nazyvame hustota toku castic 
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{3.1-7} 


{3.1-8} 


{3.1-9} 


itickyVyklad} 


{3.1-10} 


{3.1-11} 


a znacime jej 

dh t ('d) = = ^riiVi sin d cos tid'd. (4.7) 

Integraci podle ti v mezich od 0 do 7r/2 (tj. zajimame se jen o „horni“ poloprostor nad 
plochou dS - viz obr. 4.5) dostaneme hustotu toku vsech molekul, ktere dopadaji za jednotku 
casu na jednotkovou plochu (napr. steny nadoby) s rychlosti v% 


w/2 n/2 



0 0 


kde rii je koncentrace castic (tj. jejich pocet v objemove jednotce) s rychlostmi v l . Pri vypoctu 
tohoto integralu jsme s uspechem vyuzili substituce 1 . 

Kdyz secteme vsechny hustoty toku, kterymi prispivaji vsechny molekuly s ruznymi ve- 
likostmi rychlosti v t , dostaneme celkovou hustotu toku vsech molekul na jednotkovou stenu 
nadoby 



hustotu toku 
molekul na jednot 
kovou plochu 

(4.9) 


kde n = rii/Pi je koncentrace vsech molekul bez ohledu na jejich rychlost a v = Y1 v i^i J e stredni 
rychlost; je to stredni hodnota velikosti vektoru rychlosti v a je mirou mikroskopickeho pohybu 
molekul. 


4.3.2 Kineticky vyklad tlaku plynu 

Pri kazdem narazu na stenu si molekuly plynu vymeiiuji s molekulami steny energii a impuls. 
Narazy se projevuji jako silove pusobeni. Stredni hodnotu narazu velkeho poctu molekul muzeme 
interpretovat jako tlak plynu na stenu nadoby. Budeme uvazovat, ze mame plyn o N molekulach 
uzavreny v nadobe libovolneho tvaru. Pro zjednoduseni vypoctu zvolime pripad tzv. idealne 
hladke steny, tj. bez molekulove struktury. 

Molekula po dobu narazu na idealne hladkou stenu zmeni svoji hybnost o A p. Podle prvni 
impulsove vety je zmena hybnosti molekuly rovna impulsu sily, ktery odevzdala stene. Podle 
zakona zachovani hybnosti musi byt soucet hybnosti dvou srazejicich se teles pred a po srazce 
stejny. Stena je stale v klidu, a proto se jeji hybnost po dobu srazky nemeni. Impuls sily, kterou 
pusobi molekula na stenu po prepoctu na jednotku plochy, predstavuje prispevek k celkovemu 
tlaku na stenu nadoby. Souctem prispevku od jednotlivych molekul pres vsechny mozne smery 
a velikosti rychlosti dostaneme vysledny tlak plynu na stenu. Oznacime-li v rychlost, kterou 
molekula dopada na stenu, a v' jeji rychlost po odrazu od steny, zakon zachovani hybnosti se da 
napsat ve tvaru 

mv = mv 1 + Ap , (4-10) 

kde m je hmotnost zminovane molekuly. 

Mezi rychlostmi v a, v 1 existuje urcita souvislost. Po dobu dokonale pruzneho narazu molekuly 
nepohybliva stena neprebira zadnou energii a tedy kineticka energie pred a po narazu je stejna. 

^mv 2 = ^mv a . (4-11) 

1 Napr. {x = sin d —> d* = cos 4d4} —► sin i) cos 4di9 = xdx. 
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{obr3.1-3} 


{deltap} 


{3.1-12} 


Vektor rychlosti v si muzeme rozlozit na dve slozky - normalovou v n a tangencialni (tecnou) n't 
(viz obr. 4.3). Podobny rozklad provedeme pro rychlost if. Protoze stena je dokonale hladka, tak 
po dobu srazky molekula na povrchu steny sklouzne bez pribrzdeni, proto tangencialni slozky 
zustanou stejne vt = if t . Uvazime-li, ze plati v 2 = v 2 + v 2 a v' 2 = 'if 2 + if 2 , z rovnice (4.11) 
dostaneme vysledek v 2 = if 2 —> \v n \ = — | v ' n | nebo \v n \ = \v' n \. Posledni rovnice ma dve reseni 
v n = if n a v n = —if n . Fyzikalne mozny je jen druhy pripad, kdy normalova slozka rychlosti po 
odrazu zmeni svoje znamenko, cemuz prislusi zrcadlovy odraz molekuly od dokonale steny. 



Obr. 4.3 

Na zaklade vyse odvozenych zakonitosti muzeme odevzdanou hybnost A p (neboli silu, kterou 
pusobi molekula na stenu) z rovnice (4.10) vyjadrit nasledovne 

A p = m{y — if) = m(v n + ift — if n — if t ) = m{v n — if n ) = 2 mv n . 

Oznacime-li n° jednotkovy vektor ve smeru normaly ke stene a d lihel dopadu molekuly na 
stenu (obr. 4.3), dostaneme 

A p = 2mv n n° = 2 mn°v cos ft. (4-12) 

Podle (4.7) dopadne pod uhlem d az d + dd na jednotkovou plochu d5' za jednotku casu celkem 
dhi^) molekul o rychlosti v % . Tyto molekuly odevzdaji tomuto plosnemu elementu steny veli- 
kosti dS za jednotku casu celkovou hybnost AjX t dhi(;d)dS. To muzeme interpretovat v souladu 
s druhym Newtonovym zakonem jako silu, ktera pusobi na plosny element dS. Pouzitim 4.12 
a (4.7) dostaneme pro silovy prispevek od molekul s rychlosti Uj, dopadajicich pod uhlem 0 + dh 
na elementarni plochu d,S', hodnotu 

d Fi = Apidhi(d)dS = 2 mn°Vi cos d ^ riiV % sin d cos ddddS = mriiV 2 sin d cos 2 i)n°dS dd , 

kde rii je koncentrace molekul s rychlostmi v l . Z vyse uvedeneho vztahu vidime, ze silovy pri- 
rustek dF t pusobi vzdy kolmo na plosny element d S, nezavisle na uhlu d a rychlosti Uj. Pak jed- 
notlive silove prispevky muzeme scitat jen algebraicky. Vydelime-li absolutni velikost siloveho 
prispevku plochou d5, dostaneme vyraz zavisly jen na parametrech plynu, ktery predstavuje 
castecny (parcialni) prispevek dpi k tlaku, jenz pochazi od molekul s rychlosti v t a dopadajicich 
na jednotkovou plochu (napf. steny nadoby, uzavirajici plyn) pod uhlem d az, d + dd 

d pi = = rnnjV 2 sin d cos 2 ddd . (4.13) 

d«S 

Vysledny parcialni tlak od molekul s rychlostmi v,. dostaneme integraci 2 podle uhlu d od 0 

2 Napr. substitud {a; = cos# —► d® = — sin#d#} —> sin#cos 2 #d# = — x 2 dx. 
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{3.1-13} 


az po 7 t/2 


tt/2 tt/2 

Pi = J d pi = rnnpjf J sin (9 cos 2 i9(h9 = ^rnripj 2 . 
o o 


Secteme-li prispevky p t pres vsechny mozne rychlosti (tj. provedeme-li ^ =0 ) a oznacime-li 
pravdepodobnost vyskytu molekul s rychlostmi v, : jako Pi = rii/n (kde n je celkova koncentrace, 
tj. pocet molekul v objemove jednotce a n % je koncentrace tech molekul, ktere maji rychlost Vj), 
dostaneme vztah pro tlak idealniho plynu na stenu 

1 ^ 1 ^ ^ i A. \ 

p = -rnn t v^ = = -rrmnf P,_ = -mnv tlak idealniho plynu (4.14) 

i 

kde m je hmotnost jedne molekuly, n je koncentrace molekul a vyraz v\ = vfPi se nazyva 

stredni kvadraticka rychlost. 

Zavedeme-h vyraz 


Nova3.1.-13} 


{3.1-14} 


{pr3.1-3} 


Wk = ^rnvl, (4.15) 

tzv. stredni kinetickou energii jedne molekuly - pak rovnice (4.14) nabude tvar 
2 _ 

P = 2 nw k ( 4 - 16 ) 


a dava nam do souvislosti tlak idealniho plynu se stredni kinetickou energii molekuly. 
Rovnice (4.14) a (4.16) jsou odvozene pro dokonale hladkou stenu, plati vsak i pro libovolnou 
realnou stenu s molekulovou strukturou. Dukaz v ramci molekulove fyziky by byl velmi slozity. 

KP 4.3-1- 

Nadoba ve tvaru krychle o hrane a = 0,1m je naplnena O 2 o teplote T = 300 K a tlaku 
p = 10 5 Pa. Vypoctete: 


a) pocet N molekul v nadobe; 


b) stredni kvadratickou rychlost molekuly v^, stredni kvadratickou hodnotu jeji hybnosti p 
a impuls sily I', kterym pusobi molekula na stenu pri kolmem dopadu; 


c) stredni pocet narazu jedne molekuly za sekundu (tj. frekvenci narazu) na jednu stenu; 

d) stredni silu Pi a stredni tlak p l na stenu nadoby od jedne molekuly; 

e) pocet molekul N', ktere pri kolmem dopadu na stenu vyvinou tlak 10 5 Pa. 

Resem: 


a) Pocet molekul N v nadobe je roven soucinu Avogardova cisla N\ (pocet castic v jednom 
kilomolu) a latkoveho mnozstvi (tj. poctem kilomolu) n m v kilomolech. Ze stavove rovnice 
(4.4) plyne 

_ pV 


pak 


N = n m N A 


pVN A 

RT 


" RT 


6,02 • 10 26 kmol -1 • 10 5 Pa • 10" 3 m 3 
" 8 314 Jkmol-iR- 1 -300K 


= 2,41 • 10 22 castic. 
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.Kvadraticka} 


b) K vypoctu stredni kvadraticke rychlosti v k uzijeme vztahu (4.14), ve kterem p je tlak, n 
koncentrace a m hmotnost jedne molekuly 

/ lip j3pV _ I 3 • 10 5 Pa • 10~ 3 m 3 _ 

Vk V nm V Nm \j 2,41 ■ 10 22 ■ 32 • 1,66 • 10 -27 kg mS 

Stredni kvadraticka hodnota hybnosti molekuly 

p = rrw k = 32 • 1,66 ■ 10 _27 kg ■ 484 ms -1 = 2,57 • 10 -23 kgms -1 . 

Impuls I' sily, kterym pusobi molekula pri kolmem narazu na stenu 

I' = 2mv k = 2 • 32 • 1,66 • 10 -27 kg • 484 ms -1 = 5,14 • 10 -23 kgms -1 . 


c) Stredni doba t mezi dvema narazy jedne molekuly na tutez stenu je 


a frekvence narazu na stenu 


/—! — — = 484ms~ ^ 242Qs _ 
t 2 a 2-0,1m 


d) Stredni sila F\ jedne molekuly je 


F 1 = j = I , f = 5,14- 10 -23 kg ms -1 -2420 s -1 = 1,24- 10 -19 N. 


Jedina molekula prispiva celkovemu tlaku prispevkem 

F 1,24 ■ 10 -19 N , _ 17t , 

ft= S= 0,1 2 m 2 = 1 ' 24 ' 10- Pa ' 


e) Tlak p = 10 5 Pa v nadobe tedy vyvine pocet molekul 


N' = — = 


10 5 Pa 


Pi 1,24-10- 17 Pa" 


4.3.3 Stredni kvadraticka rychlost molekul 

Stredni kvadratickou rychlost muzeme urcit take tak, ze najdeme rychlost, kterou by se musely 
pohybovat vsechny molekuly plynu, aby se jejich celkova kineticka energie rovnala skutecne 
energii plynu. Kineticka energie vsech molekul s rychlosti v k je 

J2 = \ v l J2 = \ Nrnv l » 

kde rrii znaci hmotnost i -te molekuly, a protoze hmotnosti vsech molekul jsou stejne (raj = m), 
N 

je celkova hmotnost N molekul mi = Nm uhrnnou hmotnosti plynu. 
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{StrKvadr} 

{ram-105} 


ckaenergie} 


{3.1-15} 


{3.1-16} 

{3.1-17} 


Rychlost je tedy urcena podminkou 


N N 

-Nmvl = J2 o m i v i = N rn J2 v 


tedy 





stredni kvadraticka rychlost 


(4.17) 


Muzeme ji vypocist z (4.14) = y a protoze 3 nm = p (kde n je koncentrace castic, m je 

hmotnost jedne molekuly a p je hustota plynu), muzeme psat 



Tato rovnice vyjadruje vztah mezi makroskopickou velicinou tlakem p a mikroskopickou 
velicinou v^. 


4.4 Teplota a jeji kineticka interpretace 

Pri kineticke interpretaci teploty je treba najit souvislost mezi celkovou kinetickou energii mole- 
kul systemu a teplotou plynu. Vyjdeme ze vztahu (4.14), ktery upravime tak, ze jej vynasobime 
objemem plynu V, a za soucasne rovnosti n = N/V dostaneme 

p = ^nmvk —> pV = inP mv^ = Nmv | = konst., (4-18) 

kde N = nV je celkovy pocet molekul. 

Tim je odvozen experimentalni Boyluv-Mariottuv zakon. Tento vztah muzeme dale upravit 
na tvar 

PV = ■ 

Zavedeme-li vztah Nm = (n m N a ) ( M m / Na ) = n m M m , kde n m je latkove mnozstvi v kilo- 
molech a M m je molarni hmotnost, pak 

pV = • ( 4 - 19 ) 

Srovnanim se stavovou rovnici idealmho plynu pV = n m RT obdrzime 

±M m vl = ^RT. (4.20) 

Celkova kineticka energie neusporadaneho pohybu molekul jednoho kilomolu idealmho plynu 
je umerna teplote. Tuto rovnici muzeme povazovat za definici teploty plynu v kineticke teorii 
plynu nebo v mikroskopickem pohledu. 

Teplotu plynu vztahujeme k celkove kineticke energii molekul vzhledem k tezisti celeho sys¬ 
temu. Kineticka energie molekul, ktera by byla pocitana i s rychlosti pohybu teziste celeho 

3 Plati totiz nm = = p. 
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systemu, se na teplotu nevztahuje. Jedna se jen o kinetickou energii postupneho pohybu mole- 
kul v jejich dokonale neusporadanosti v soufadne soustave klidne vzhledem k tezisti. Takto byla 
pocitana i stfedni kvadraticka rychlost v k . 

Vydelime-li obe strany rovnice (4.20) Avogardovou konstantou Na, obdrzime 


2 N A 


4A r , 

2 N A ’ 


{3.1-18} 

{ram-106} 


kde 


M m 

Na" 


je hmotnost molekuly a 

je Boltzmannova konstanta. Pak muzeme psat 


A = k 

Na 



stfedni hodnota kineticke energie postupneho pohybu molekul 


(4.21) 


Boltzmannova konstanta k = (1,380 54 ± 0,00018) • 10 -23 JK _1 ma vyznam plynove konstanty 
vztazene na jednu molekulu. Stfedni hodnota kineticke energie postupneho pohybu molekul za- 
visi jen na absolutni teplote a je ji primo urnerna. Nezavisi na druhu plynu (hmotnosti molekul). 
Z rovnice (4.21) plyne, ze pri stejne teplote T pomer strednich kvadratickych rychlosti dvou 
molekul je roven druhe odmocnine pomeru prevracenych hodnot hmotnosti molekul 



Tento vztah ukazuje, ze molekuly lehciho plynu se pohybuji rychleji nez tezsiho plynu. Lehci 
plyn difunduje do nadoby s poreznimi stenami rychleji, nez plyn tezsi. 


{pr3.1-4} KP 4.4-1- 

Nadoba obsahujici urcite mnozstvi jednoatomoveho plynu se pohybuje rychlosti v. Nadoba se 
nahle zastavi. Jak se zmeni stfedni kvadraticka rychlost molekul plynu a teplota plynu? 

Re.se.nv. 

Celkova kineticka energie neuspofadaneho pohybu molekul plynu vuci tezist’ove soustave (pohy- 
bujici) nadoby je 

1 3 

{Nova4.19} E k = = -n m RTi , (4.22) 


k 2 m m fei 2 m i, 

kde Vki je stfedni kvadraticka rychlost a T\ je teplota plynu v nadobe pfed zastavenim. Celkova 
kineticka energie uspofadaneho pohybu (tj. vuci soustave, v niz se nadoba s plynem pohybuje) 


je 


ln m M m 


U jednoatomovych plynu vsechna dodana energie zvysuje kinetickou energii neuspofadaneho 
pohybu. Po zastaveni nadoby bude mit plyn teplotu T 2 , protoze neuspofadany pohyb molekul 
se bude dit s jinou vf 2 , pro kterou bude platit 


{Nova4.20} 


-n m M m v k2 = 


- ^n m M m v kl + ^ n m M m v 2 
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{Nova4.21} 

.trniEnergie} 

jieldealniho} 

{3.1-19} 

{Nova3.1-20} 

{3.1-20} 


Pfedchozi rovnici 4.23 muzeme psat rovnef ve tvaru 

3 3 1 

-n m /?,T 2 = -n m RT% + -n m M m v 2 , 

odkud pro pfirustek teploty jednoatomoveho plynu po zastaveni nadoby dostaneme 

AT = T 2 —Ti = ^V. (4.24) 

Na strane 211 bude uveden vysledek obdobneho pfikladu, kdy se bude v nadobe nachazet dvou- 
atomovy plyn. Dospejeme tam k vysledku (4.35), ktery bude mozna v teto chvili pfekvapivy, 
a sice, ze teplota dvouatomoveho plynu (pfi stejnem zastaveni lahve) nevzroste o stejny dil. 


4.5 Vnitrm energie a tepelna kapacita idealniho plynu 

V odst. 4.5.1 je proveden vyklad veliciny vnitrni energie idealniho plynu. Zavedeni veli- 
ciny tepelne kapacity, jeji souvislost s latkovym mnozstvim a zavislost na podminkach, 
pri kterych probiha ohrev latky, je vysetrovano v odst. 4.5.2. Zakon rovnomerneho 
rozdeleni energie je vysloven a diskutovan v odst. 4.5.3. 

Cil: I) Vylozit zakladni zakony a pojmy zvyraznene v rameccich, veliciny a vysledky 
zde v textu uvedene. 

II) Samostatne resit priklady v tomto textu a resent zduvodnit. 

4.5.1 Vnitrm energie idealniho plynu 

Experimenty ukazuji, ze vnitrni energie idealniho plynu zavisi na teplote 


U = KT ; 


(4.25) 


kde K je koeficient umernosti, ktery zustava konstantni v sirokem intervalu teplot. Jeho 
vyznam si osvetlime v dalsim textu. 

Z definice idealniho plynu vyplyva, ze v nem neexistuje vnitfni potencialni energie. Tedy 
vnitrm energie plynu odpovida jen kineticke energii postupneho, dokonale neusporadaneho po- 
hybu molekul. 

Stredni kineticka energie postupneho pohybu 1 molekuly idealniho plynu hmotnosti m je 
rovna (viz (4.15)) = \mv\. Tedy stredni kineticka energie postupneho pohybu molekul 

jednoho kilomolu idealniho plynu je 


N A w k = 


: t, n a mvl = ^M^vl. 


(4.26) 


Z rovnice (4.20) plyne, ze 

l -M m vl = ? N A kT =*-RT = U. (4.27) 

Velicina U se nazyva vnitfni energie idealniho plynu. Tento vysledek plati jen za predpokladu, 
ze molekuly jsou koule, tj. jen pro plyny, ktere maji jednoatomove molekuly. Pro teplo molekuly 
nejsou mozne energie kmitaveho pohybu a rotacni energie jsou zanedbatelne. Pouze v tomto 
pripade se vnitrm energie plynu U rovna kineticke energii postupneho, neusporadaneho pohybu. 
Z kineticke teorie vyplyva tvrzeni, ze vnitfni energie idealniho plynu zavisi pouze na teplote 
plynu a je ji umerna. Nezavisi ani na tlaku, ani na objemu plynu. 
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ilnaKapacita} 


{3.1-21} 

{ram-107} 


{Nova3.1-21} 


{3.1-22} 


{Nova3.1-22} 
{ram-108} 

{Nova3.1-23} 


4.5.2 Tepelna kapacita idealniho plynu 

Z predchozich uvah muzeme definovat pojem tepelne kapacity idealniho plynu. Tepelna kapacita 
libovolne latky je mnozstvi tepla, ktere dodame latce, aby se jeji teplota zvysila o jeden kelvin. 

Jestlize mnozstvi tepla 6Q dodane latce podelime zmenou jeho teploty dT, pak tepelna 
kapacita bude urcena vztahem 

C = 'S . tepelna kapacita (4.28) 

dT 

Tato velicina se meri v JK _1 . 

Uvazujeme-li jednotkove mnozstvi latky jednoho molu, pak tepelna kapacita c m = C /n m se 
nazyva molova tepelna kapacita. Meri se v JK -1 mol -1 . 

Tepelna kapacita jednotkove hmotnosti latky se nazyva mernou tepelnou kapacitou c. Meri 
se v JK -1 kg -1 . Mezi molovou c m a mernou kapacitou c stejne latky plati vztah 


C 

Cm _ ^ _ C 

M m ~ AL~ Af ’ 


(4.29) 


kde M m je molova hmotnost latky a C je tepelna kapacita latky. Pro molove tepelne kapacity 
plynu jsou dulezite dve varianty - pokud ohrivani probiha pri konstantnim objemu cy nebo 
pri konstantnim tlaku c p . V teto kapitole se budeme zabyvat molovou tepelnou kapacitou pri 
konstantnim objemu. 

Probiha-li ohrivani (napr. jednoho molu) latky pri stalem objemu, latka nekona praci a vsechno 
teplo se spotrebuje na prirustek vnitrni energie 


6Q = dU. 


Potom muzeme psat 


_ 6Q _ dU 
° V ~ dT ~ dT 


d_ 

dT 



(4.30) 


Molarni teplo cy plynu je tedy nezavisle na teplote a pro vsechny 4 idealni plyny je stejne. 
Tento vysledek je v dobrem souladu s hodnotou molove tepelne kapacity jen pro plyn s jed- 
noatomovymi molekulami. Pro dvou a viceatomove molekuly musime zmenit model idealniho 
plynu. 

Pouzijeme-li rovnici (4.25) pro jeden mol a zdiferencujeme ji podle T a srovname s (4.30) 
dostaneme, ze cy = K. Pak vyraz pro vnitrni energii jednoho molu idealniho plynu muzeme 
napsat ve tvaru 

U = cyT. vnitrni energie jednoho molu idealniho plynu (4-31) 

Vnitrni energie plynu o celkove hmotnosti M bude rovna vnitrni energii jednoho molu vynaso- 
bene latkovym mnozstvim obsazenych v hmotnosti M 

M 

n-mU = n m cyT = r j^ c vT ■ (4.32) 

4 Jednoatomove idealni plyny. 
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4.5.3 Ekviparticm teorem 

■ticniTeorem} 

V modelu plynu pro jednoatomove molekuly vidime jednoznacne, ze prumerna kineticka energie 
molekul postupneho neusporadaneho pohybu urcuje teplotu plynu. Pokud bychom si zobrazovali 
molekuly jako castice s vnitrni strukturou, pak bychom ke zvyseni teploty viceatomoveho plynu 
(tedy k „navyseni“ jeho neusporadaneho translacniho pohybu jednotlivych molekul) museli do- 
dat vice tepla, nebot’ takove molekuly mohou menit (a men!) jeste svoji energii rotacniho pohybu 
a energii kmitaveho pohybu. Tyto energie prispivaji k celkove vnitfni energii plynu. 

Nalezneme celkovou vnitrni energii idealniho plynu slozeneho z molekul s vnitrni strukturou. 
Energie se bude sestavat z kineticke energie postupneho pohybu (jeji „slozky“ maji tvar \mv 2 , 
\mVy , ^rnvl), z kineticke energie rotacniho pohybu (se „slozkami“ \Ilo 2 . \lw 2 , \Iuj 2 z ). a z ki¬ 
neticke energie kmitaveho pohybu atomu v molekule (ve tvaru \m r v 2 + \kx 2 ), kde prvy clen je 
kineticka energie teziste molekuly, druhy clen pak potencialni energie kmitaveho pohybu atomu 
kolem teziste). Uvedene vyrazy maji ruzny puvod, ale vsechny maji tentyz matematicky tvar. 
Ze statisticke fyziky se da dokazat, ze je-li pocet castic veliky a plati-li Newtonova mechanika, 
pak vsechny tyto vyrazy maji stejnou prumernou hodnotu, jez zavisi na teplote. Maxwellem 
byla vyslovena veta: 

Celkova energie plynu zavisi jen na teplote a je rovnomerne rozdelena na kazdy mozny 
{ram-109} zpusob, kterym molekuly mohou absorbovat energii. 

Tato veta se nazyva rovnomerne rozdeleni energie nebo kratce ekviparticm teorem. 

Kazdy nezavisly zpusob absorbovani energie molekulou se nazyva stupen volnosti. 
Kineticka energie postupneho neusporadaneho pohybu molekul jednoho kilomolu idealniho 
jednoatomoveho plynu je U = | RT. Tato energie je souctem tri „slozek“ ^rrw 2 , \rnv 2 . \mv 2 z . 
Veta o rovnomernem rozdeleni energie pozaduje, aby kazda cast mela stejnou energii (tj. \RT) 
na stupeii volnosti. Vnitrni energie jednoho kilomolu idealniho plynu pro i stupiiu volnosti je 
pak dana vztahem 


{3.1-23} 


U RT vn hrni energie jednoho rriolu 

2 ’ idealniho plynu pro i stuphu volnosti 

(4.33) 


Molova tepelna kapacita pri stalem objemu pro i stuphu volnosti je 


{3.1-24} 

d V 

<V= dT = 

. 1 ^ molova tepelna kapacita jednoho molu 

2 ' idealniho plynu pri stalem objemu pro i stuphu volnosti 

(4.34) 


Poznamka: Tepelna kapacita teoreticky nema zaviset na teplote. Ve skutecnosti (jak ukazuje 
obr. 4.4) na teplote zavisi. Je zde uvedena zavislost molove tepelne kapacity vodiku na teplote. 
Jine plyny vykazuji podobne zavislosti, ale pri ruznych teplotach. 


Diskuse: - 

1. Jednoatomove plyny konaji postupny pohyb a maji i = 3 stupne volnosti, takze vnitrni energie 
jednoho kilomolu plynu je podle (4.33), U = \RT. Z rovnice (4.34) plyne hodnota pro molovou 
tepelnou kapacitu cy = | R. Teoreticka hodnota souhlasi s experimentalni. 

2. Pro plyny s dvouatomovymi molekulami je nutne pripojit dalsi platne stupne volnosti v sou- 
vislosti s energii rotacniho pohybu. Model dvouatomove molekuly predstavuje dve koule spojene 
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{obr3.1-4} Obr. 4.4 


pevnou tyckou. Ke trem stupnum volnosti postupneho pohybu pristoupi dva stupne volnosti spo- 
jene s vyrazy \lojy a |/w 2 , kdyz energie vzhledem k ose rotace, ktera je spojnici obou atomu, 
je zanedbatelna 5 . Pak vnitrni energie dvouatomove molekuly 1 kilomolu plynu pro i = 5 stupiiu 
volnosti je U = |i?T a molova tepelna kapacita je cy = | R. 

3. Pro plyny se tremi a viceatomovymi molekulami je pocet stupiiu volnosti i = 6. Tedy clen 
\lu)x nelze zanedbat a plati U = 3 RT a cy = 3 R. 

4- U dvou a vice atomovych molekul pripustime-li moznost vzniku kmitu atomu (v modelu mole¬ 
kuly nahradime pevnou tyckou a pruzinou), pristoupi dalsi stupne volnosti. Tento experimentalni 
model sice zlepsi vysledky, ale lisi se od modelu zavedeneho pro kinetickou teorii. 


{pr3.1-5} KP 4.5-1 - 

V prikladu KP 4.4-1 byla resena uloha zmena teploty u jednoatomoveho plynu. Zde budeme 
resit stejny problem pro dvouatomovy plyn za normalnich teplot, jehoz molekula ma pet stupiiu 
volnosti. 

Resem: 

Vetsina uvah provedenych v prikladu (3.1-4) zustava v platnosti. Je treba si uvedomit, ze celkova 
kineticka energie usporadaneho pohybu |n m M m 7.; 2 se po zastaveni nadoby rozdeli rovnomerne 
na vsech pet stupiiu volnosti. Na zvyseni energie neusporadaneho pohybu pripadnou jen 3/5 
teto energie. 

Plati tedy 

1 1 3 1 

-n m M m vl 2 = -UmMrnvli + -( ~n m M m v 2 ), 

v k 2 = \jvh + |w 2 • 

Podobne pro prirustek teploty dostaneme 

{Nova3.1-24} AT = T 2 - } (4.35) 

5 Rozmery molekuly vzhledem k teto ose rotace jsou zpravidla velmi male, proto moment setrvacnosti, ve 
kterem vystupuje kvadrat vzdalenosti od osy, je opravdu hodne maly ve srovnani s ostatnlmi cleny. 
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4.6. STATISTICKE ZAKONITOSTI IDEALNIHO PLYNU 


iZakonitosti} 


:welluvZakon} 


Vysledna teplota dvouatomoveho plynu vzroste pri nahlem zastaveni nadoby mene (tj. AT 
bude mensi), nez u jednoatomoveho plynu (srovnejme s vysledkem 4.24). 


4.6 Statisticke zakonitosti idealniho plynu 

V odst. 4.6.1 a 4.6.2 je provedena aplikace predchozich vysledku pro rozdeleni ener- 
gie v idealmm plynu na zaklade statistickych zakonitosti (rozdelem rychlosti molekul 
a rozdeleni poctu castic s vyskou). Obraz o chovani molekul s moznosti vzajemnych 
srazek a jejich pohybu po urcite draze je vysetrovan v odst. 4.6.3. 

Cil: I) Popsat, nakreslit nacrtky a vysledky zduvodnit. 

II) Vysvetlit rozdil mezi velicinami v p , v, v^. 

III) Odvodit vztah pro stredni volnou drahu molekul. 

IV) Samostatne resit priklady uvedene v tomto textu. 


4.6.1 Maxwelluv zakon rozdeleni rychlosti molekul idealniho plynu 


V predchozich kapitolach se uvazovalo spojite rozdeleni energie v idealmm plynu. Pro zjedno- 
duseni problemu zanedbame pusobeni gravitacnich, pripadne ostatnich vnejsich sil. Pak energie 
molekul je dana jejich kinetickou energii = ^rnv 2 . Predpokladame, ze pohyb molekul se ridi 
zakony klasicke mechaniky, takze spektrum energie je spojite. 

Ustavicnymi srazkami se rychlost molekul neustale nepravidelne meni. Skutecne okamzite 
rychlosti molekul se nedaji zjistit, a proto nelze ani urcit pocet molekul, ktere maji zcela urcitou 
rychlost. Lze vsak predpokladat, ze za rovnovazneho stavu bude mit z celkoveho poctu N molekul 
plynu jejich cast AN rychlost, jejichz velikost lezi v intervalu (v, v + Av). 

Pocet AN zavisi jak na celkovem poctu molekul N, tak na velikosti intervalu Av a na 
rychlosti v. Pri velkem poctu molekul zavedeme pomerny pocet molekul AN/N, ktery pripada 
na interval 6v jednotkove velikosti („kolem“ rychlosti v ). Pak velicina 


AN 1 

~N~ ' Av 

nebude jiz zavisla na celkovem poctu molekul N, zavisi vsak jeste na velikosti intervalu Av. 
(Pozor, tento interval jiz roven jedne byt nemusi.) Zmensujeme-h Av bez omezeni k nule, pak 
exist uje limit a 

AN 1 dN 1 

iroivT'^riv -Tv = !{v) ’ 

ktera jiz na velikosti Av nezavisi. Funkce f(v) se nazyva funkce rozdeleni rychlosti molekul. 

Nejdrive budeme muset hledat pocet dlV molekul, jejichz slozky rychlosti lezi mezi v x a v x + 
dv x . Maxwell odvodil z poctu pravdepodobnosti pro jednu slozku v x pravdepodobnostni rozdelem 


dN 

~N 


exp 


/ mv x \ 

\2kTj 




kde m je hmotnost molekuly, k Boltzmannova konstanta a T absolutni teplota. Obr. 4.5 ukazuje 
zavislost rozdelovaci funkce f(v x ) na slozce rychlosti v x . Krivka je symetricka k v x = 0, tj. 
pro molekuly s rychlostmi ve stejnych rychlostnich intervalech plati, ze pocet molekul, ktere se 
pohybuji vpravo a vlevo, je stejny. Nejcasteji je slozka rychlosti rovna nule, ale mohou v plynu 
existovat i molekuly s vetsi rychlosti, ovsem s mensi pravdepodobnosti vyskytu. 
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{obr3. 


{3.1 


{obr3. 



Zkoumejme nyni pocet molekul, jejichz x— ova slozka rychlosti v, tj. v x lezi v intervalu 
(y x , v x + dv x ), slozka v y v intervalu (v y , v y + dv y ) a v z v intervalu (v z , v z + dv z ). Odchylky 
dv x , dvy, dv z slozek v x , v y , v z urcuji jak interval, v nemz lezi velikost rychlosti v, tak i interval 
pro smer rychlosti. Takto vymezeny prostor se nazyva rychlostni prostor. Zavedeme-li souradny 
system, v nemz naneseme na osy hodnoty v x , v y , v z (obr. 4.6), pak vyrok, ze slozky rychlosti 
molekul lezi v intervalu (v x , v x + dv x ) a zaroveh (v y , v y + dv y ) a zaroven (v z . v z + dv z ) znamena, 
ze se jedna o vsechny molekuly s rychlostmi, ktere se zobrazuji jako vektory s koncovymi body 
lezicimi uvnitr objemu dv x dv y dv z . Pocet molekul z tohoto intervalu je tedy 


dJV 

N 


exp 


m ( v l + v l + vl) 

2kT 


dv x dv y dv z , 


coz neni nic jineho, nez soucin jednotlivych clenu 


d N 


2 kT 


, d N , 

d ^, -TT ~ exp - 


m(vl) 


, dN . 

d Vy , — ~ exp - 


rn(vl) 


-25} 


a protoze pro slozky v x , v y , v z plati v x + v y + v z = v 2 
dN 




mv*\ 
2kT ) 


N 
je 

dv x dv y dv z . 


(4.36) 



Omezime-li vektor rychlosti molekuly jen touto podminkou, tj. aby jeho velikost lezela v da- 
nem intervalu (v, v +dn), pak takove rychlosti se zobrazi v obr. 4.7 jako vektory vsech moznych 
smeru a takovych delek, ze jejich koncove body jsou uvnitr kulove vrstvy o polomeru v a tloust’ky 
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{obr3.1-7} 


{3.1-26} 


{MaxwRozd} 


{obr3.1-8} 



dv. Nahradime-li element dv x dv y dv z objemem kulove vrstvy 4nv 2 dv, pak z (4.36) obdrzlme za- 
dany vztah pro dN/N. Presna zavislost 6 zm 


dN _ 4 mv 2 
W = ^2 kT e 

neboli 


t, \ m A 3 ' 

^ \2irkT) 


1" mv 2 1 


4 2 m r 

mv 2 1 

[2kf\ 

V 2 kT 

v ~ nv 2nkT 6XP [ 

~2kf\ 


(4-37) 


/ mv 2 \ 


4irir . Maxwellovo rozdelenl rychlosti 


(4.38) 



Na obr. 4.8 je znazorneno toto tzv. Maxwellovo rozdelenl rychlosti molekul. Pro rychlost 
v = 0 a v —* oo ma funkce rozdelenl rychlosti molekul f{v) nulovou hodnotu. Maximum lezl pro 
nejpravdepodobnejsl rychlosti v p , ktere dostaneme z podmlnky 7 


4(/M) = °. y. 



mv 2 \ 

kT J 


v p 


= 0 . 


6 Ve ktere je jiz zapocteno to, ze pocet castic je konstantni a roven N (tzv. normovaci podmmka). 

7 Derivace soucinu. 


0 - 
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Dalsim resenim obdrzime ^ 

2~.^~0^mvl = 2kT (4.39) 


a tak pro nejpravdepodobnejsi rychlost dostavame 



[2kT 


{3.1-27} 

{ram-110} 

v p = W-. nejpravdepodobnejsi rychlost 

(4.40) 


Pomoci Maxwellova zakona urcime take prumernou rychlost v molekul pouzitim vztahu ze sta¬ 
tisticke fyziky pro vypocet stredni hodnoty veliciny 


S=jvf(v)dv= (^) 3/ h>r/exp(-^ ; )„ 2 d». 


Integraci metodou per - partes obdrzime vysledek 


{3.1-28} 

{ram-111} 


= -. stredm (prumerna) velikost rychlosti 


(4.41) 


K urceni stredm kvadraticke rychlosti Uk musime nejprve vypocitat velicinu v 2 podle vztahu 
statisticke fyziky 


-2 


- J v2f{v) Av = (ssr y ,2 ^]™P (-^) 


v 4 dv = 


/ m \3/2 3 / 27Tfer \ 5/2 _ 3kT 

\27 rkT) 77 W 2 \ m ) m 


{3.1-29} 

{ram-112} 

Dosadime-h vztah (4.40) do (4.37), najdeme maximalm hodnotu funkce /(u) max 


a pak urcime 


-. stredni kvadraticka rychlosti 


(4.42) 


{3.1-30} 


/fy)max = /(W p) = 


( 4 \ / : fm hri 

e) V 2-irkT ~ T ' 


(4.43) 


Z rovnic (4.40) a (4.43) vyplyva, ze pri zvyseni teploty (nebo zmensenim hmotnosti molekuly) 
se maximum krivky posouva k vyssim rychlostem, soucasne se vsak krivka stava plossi a sirsi, 
ale plocha pod krivkou se nemeni. Znamena to, ze pri vyssi teplote stava se nejpravdepodobnejsi 
rychlost mene „ostrou“ a hodnota rozdelovaci funkce rychlosti klesa. Na obr. 4.9 jsou znazorneny 
dve krivky rozdeleni, ktere muzeme vylozit bud’jako vztahujici se k ruznym teplotam T\ a T 2 (pri 
stejne hmotnosti) nebo jako vztahujici se k ruznym hmotnostem mi a m 2 (pri stejne teplote). 

Zavedeme-li misto rychlosti kinetickou energii, vztah (4.37) nabude jinou formu. Diferenco- 
vanim Ify = \rnv 2 obdrzime dE^ = rnvdv a po dosazeni do (4.37) pak plati 


{3.1-31} 


dlV 

N 


2 VW ( Ek\ 

sfr ' (fcT)3/2 exp [ kTj d k - 


(4.44) 
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m 



0 


v 


{obr3.1-9} 


Obr. 4.9 


Tato rovnice vyjadruje, kolik je tech molekul, jejichz energie nalezi do daneho intervalu ki- 
netickych energii. 


{pr3.1-6} KP 4.6-1 


Vypoctete stredni rychlost v molekul O 2 a vodiku H 2 pri laboratornl teplote T = 300 K, je-li 
molova hmotnost O 2 M m = 32 • 10 _3 kgmol _1 . 

Re.se.ni: 

Vyjdeme ze vztahu pro strednl rychlost molekul v = \J Provedeme upravu ^ ^ a do- 

sadlme do predchozlho vztahu. Tak dostaneme 



Molekuly H 2 majl hmotnost 16 krat mens!, nez molekuly O 2 . V dusledku toho bude jejich 
rychlost pri stejne teplote 4 krat vets! 



4.6.2 Rozdelem poctu castic s vyskou — Boltzmannovo rozdelem 

[eleniCastic} 


Boltzmann zobecnil Maxwelluv zakon rozdelem rychlosti (4.37) na prlpad, ze se molekuly po- 
hybujl v tlhovem, eventualne v jinem silovem poli. V rovnice (4.37) muzeme misto ^rnv 2 psat 
E^. Boltzmann nahradil tuto kinetickou energii celkovou energii molekuly E = E^ + E p , kde 
E p je energie potencialnl. Protoze potencialm energie je obecne zavisla na souradnicich polohy, 
muze se jednat jen o molekuly, jejichz rychlosti jsou v intervalu (v x , v x + (\v x ), (v y , v y + dv y ), 
(v z , v z + (\v z ) a jejichz souradnice lezi soucasne v intervalu (x, x + dx), (y. y + dy), (z, z + d z). 
Dostaneme tak Boltzmannuv zakon 
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{3.1-32} 


Boltzmannuv zakon rozdelem energii 


(4.45) 



{obr3.1-10} 


Obr. 4.10 


Tento zakon uzijeme k odvozeni rozlozeni molekul (jejich poctu) v zavislosti na vysce v ti- 
hovem poli. Uvazujme o svislem sloupci plynu o stale teplote - obr. 4.10. Rychlost molekul 
i jejich rozlozeni podle rychlosti je podle Maxwellova zakona vsude stejna. Rozlozeni molekul 
podle energii se ridi zakonem Boltzmannovym, kde celkovou energii piseme W = E k + mgh, kde 
mgh je potencialni energie molekuly ve vysce h. Uvazujeme-li jen mnozstvi plynu v objemove 
jednotce, pak volime dxdydz = 1 Pocet molekul v jednotkovem objemu (tj. koncentraci castic) 
ve vysce h = 0 oznacime no, ve vysce h pak rt/,. Rozdeleni poctu molekul podle Boltzmannova 
zakona je 

' E k \ f mgh \ 
kT) 6XP 1 kT , 


d n ~ n 0 exp exp —. 


) dv x dv v dv z . 


Podle Maxwellova zakona v libovolne vysce je 

E k \ 


Srovnanim obou vztahu, ktere musi byt totozne, plyne, ze pocet molekul v objemove jednotce 
(koncentrace) ve vysce h je dan vztahem 


{3.1-33} 


n h = no exp I - 


mgh\ 

W J 


(4.46) 


Z teto rovnice vyplyva, ze snizenim teploty pocet castic ve vyskach ruznych od nuly ubyva 
a blizi se k nule pri T = 0 (obr. 4.11). Pri teplote absolutni nuly by se vsechny molekuly nachazely 
na povrchu Zeme. Pri vysokych teplotach naproti tomu pocet castic s vyskou ubyva malo a jak 
se ukazuje, molekuly jsou rozlozeny s vyskou rovnomerne. 

Diskuse: - 

Tento fakt ma proste fyzikalni objasneni. Kazde skutecne rozdelem molekul s vyskou se ridi 
pusobenim dvou tendenci: 


1. pritahovani molekul k Zemi (charakterizovane silou mg) - 
Zeme, 


snazi se je rozlozit na povrchu 


2. tepelny pohyb (charakterizovany velicinou kT) - 
ve vsech vyskach. 


snazi se rozptylit molekuly rovnomerne 
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{obr3.1-11} 



Cim vetsi m a mensi T, tim vice prevlada prvni tendence. Naopak pri vysokych T prevlada 
tepelny pohyb a hustota molekul pomalu ubyva s vyskou. 

Atmosfericky tlak v libovolne vysce h je podminen tihou vyse polozenych vrstev plynu. Tlak 
ve vysce h je p a tlak ve vysce h + dh je p + dp. Jestlize dh > 0, pak dp < 0 a tedy tlak bude 
s vyskou ubyvat. Rozdil tlaku p a, p + dp je roven tize plynu uzavreno v objemu valce s plochou 
zakladny rovne jedne a vyskou dh (obr. 4.10) 

p- (p +dp) = pgdh , 


{3.1-34} 


{3.1-35} 


kde p je hustota plynu ve vysce h. Odsud 

dp = — pgdh. (4.47) 

Za podminek blizkych normalnim (teplota 0 °C, tlak 10 5 Pa), se vzduch malo lisi ve svem cho- 
vani idealniho plynu. Potom hustotu vzduchu muzeme vypocitat z rovnice p = ■ Dosazenim 

do (4.47) dostaneme 

^ (4.48) 


dp=-^dh. 
1 RT 


M m predstavuje ciselnou hodnotu rovnou stredni molekulove hmotnosti vzduchu (« 29). 
Provedeme v rovnici separaci promennych 


{3.1-36} 


dp 

V 


RT 


rdh. 


(4.49) 


Teplota T je ale funkci h. Je-li tvar teto funkce T(h) znam, rovnice (4.49) muzeme zintegrovat 
a najit zavislost p na h. V pripade konstantni teploty, tj. pro izotermickou atmosferu T(h) = T 
konst., integrace vede ke vztahu 

M m gh 
" RT 

kde C je konstanta, ktera zavisi na pocatecnich podminkach. Odlogaritmovanim dostaneme 


In p = 


bln C, 


p = C exp ( — 


M m gh\ 


Polozime-li h = 0, dostaneme, ze C = po, kde po je tlak ve vysce h = 0. Dosazenim dostaneme 
rovnici, ktera vyjadruje zavislost tlaku na vysce (za podminky T(h) = T konst.) 


{3.1-37} 


M m gh\ 


mgh\ 
~~ET ) ' 


(4.50) 


Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brne 


218 




4.6. STATISTICKE ZAKONITOSTI IDEALNIHO PLYNU 


Tato rovnice se nazyva barometricka a uziva se k vypoctu atmosferickeho tlaku v ruznych 
vyskach (za stale teploty T(h) = T ). 


, 4.6.3 Stredni volna draha molekul 

ItredniVolna} 

Spravny obraz o chovani molekul plynu si muzeme vytvofit jen tehdy, uvazujeme-li konecnou 
velikost molekul. 

Vzajemne srazky molekul (predevsim jejich pocet) silne ovliviiuji chovani plynu. Mnozstvi 
vzajemnych srazek charakterizujerne poctem srazek jedne molekuly s ostatnimi za jednotku casu 
a nazyvame srazkovou frekvenci. O velikost srazkove frekvence rozhoduje charakter siloveho 
pusobeni mezi molekulami. Pusobeni pri priblizovani molekul postupne narusta, ale neni mozno 
urcit zacatek a konec srazky. V pripade idealniho plynu se problem zjednodusi, protoze molekuly 
muzeme povazovat za tvrde kulicky s prumerem d. Delka drahy molekuly mezi dvema srazkami 
se nazyva volnou drahou molekuly a oznacujeme ji A. Pri velkem poctu srazek urcujeme jeji 
stredni hodnotu A a nazyvame ji stredm volnou drahou molekuly. 

Predpokladejme, ze vsechny molekuly jsou v klidu a jen jedna z nich se pohybuje stredni 
rychlosti v. Za jednotku casu narazi tato molekula na vsechny molekuly, jejichz stredy lezi uvnitr 
prostoru, ktery je tvoren valcem o polomeru R = d a vysce, ktera se rovna draze, kterou molekula 
urazi rychlosti v za jednotku casu (obr. 4.12). 



{obr3.1-12} 


Obr. 4.12 


{obr3.1-13} 



Obr. 4.13 


Pocet narazu za jednotku casu na povrch molekuly, coz je hustota toku molekul z' = Tid 2 vn. 
kde n je pocet molekul v objemove jednotce (koncentrace). Stredni volna draha A , kterou 
molekula urazi mezi dvema srazkami 8 , je 


A' 


v _ 1 

z' 7r d?n ' 


Protoze se vsak pohybuji vsechny molekuly, je treba stredni rychlost v molekuly, vztazenou 
ke stenam nadoby, nahradit stredni relativni rychlosti u = V% — v i vzhledem k ostatnim moleku- 
8 Srazky pohybujici se molekuly s jinymi „nepohyblivymi“ molekulami. 
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lam, tj. urcime stredni relativni rychlost dvou molekul. (Tyto molekuly se vuci stenam nadoby 
pohybuji stredmmi rychlostmi v\ a v%.) Velikost rychlosti u 2 vypocteme die obr. 4.13 ze vztahu 

u 2 = v 2 + v | — 2Wfl% cos ip , 

pricemz v\ a V 2 maji stejnou velikost, ale mohou mit vsechny mozne smery. Tedy cost/? ma 
stejne casto hodnoty kladne i zaporne a jeho stredni hodnota je tak rovna nule. Pak u 2 = 2v 2 . 
Pohybuji-li se tedy vsechny molekuly rychlosti v, pak skutecny pocet srazek za jednotku casu 
bude z = 7r d 2 un = ir\/2d 2 vn = \f2z' a stredni volna draha 9 molekul bude 



z 


t 


{StrVolDrah} I A = —. stredni volna draha (4-51) 

7rv2d 2 n 

Podle (4.14) je tlak plynu urnerny hustote molekul (p = nkT), takze stredni volna draha 
molekul je neprimo umerna tlaku plynu 

A- 1 _ kT ~ I 

n\/2 d 2 n 7 r \/2 cPp P 

Tento vztah predstavuje relaci mezi mikroskopickou velicinou A a makroskopickou velicinou 
P- 

4.6.4 Priklady z molekularne kineticke teorie 

{pr3.1-7} KP 4.6-2- 

Lahev obsahuje 4 kg kysliku O 2 . 

1. Jake je latkove mnozstvi v kilomolech? 

2. Kolik molekul obsahuje lahev? 


(pr3.1-8} KP 4.6-3- 

Jedna lahev obsahuje kyslik O 2 , druha vodik H 2 . 

1. Jsou-li hmotnosti plynu v obou lahvich stejne, jaky je pomer jejich latkovych mnozstvi? 

2. Obsahuji-li lahve stejna mnozstvi plynu, jaky je pomer hmotnosti plynu? 


(pr3.1-9} KP 4.6-4- 

Dokazte, ze soucin ciselnych hodnot Avogardovy konstanty a atomove jednotky je roven jedne. 
Jaky rozmer ma tento soucin? 


( P r3.1-10} KP 4.6-5- 

Stanovte objem kilomolu idealniho plynu pri tlaku 10 5 Nm -2 a teplote 0 °C. 


9 Srazky pohybujici se molekuly s jinymi pohybujlclmi se molekulami. 
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{pi-3. 


{pi-3. 


prik.3. 


{pi-3. 


{pi-3. 


L— 11} KP 4.6-6 - 

Idealni plyn ma objem 4-10 -6 m 3 , tlak 2• 10 5 Nm -2 a teplotu 300K. Plyn nejdnve expanduje za 
konstantmho tlaku na dvojnasobek puvodniho objemu, potom je stlacen izotermicky na puvodni 
objem a nakonec ochlazen za konstantmho objemu na puvodm tlak. 

1. Znazornete dej v p — V diagramu. 

2. Vypocitejte teplotu behem izotermicke komprese. 

3. Vypocitejte maximalni tlak. 


L— 12} KP 4.6-7 - 

V uzke trubici delky l = 70 cm postavene zatavenym koncem dolu je sloupec vzduchu uzavreny 



L— 12} Obr. 4.14 

shora sloupcem rtuti o vysce h = 20 cm. Rtut’ dosahuje k hornlmu okraji trubice. Trubici opatrne 
obratime a cast rtuti vytece. 

1. Jak vysoky sloupec rtuti zustane v kapilare, je-li barometricky tlak 1,013 ■ 10 5 Nm -2 . 

2. Pri jakem barometrickem tlaku vytece rtut’ z kapilary uplne? 


L— 13} KP 4.6-8- 

Lahev o objemu 21 (opatrena kohoutem) obsahuje kyslik O 2 teploty 300 K a atmosferickeho 
tlaku 10 5 Nm -2 . Soustavu zahrejeme na teplotu 400 K pri otevrenem kohoutu. Kohout pak 
zavreme a lahev ochladime na puvodni teplotu. 

1. Jaky je konecny tlak kysliku O 2 v lahvi? 

2. Kolik gramu kysliku O 2 unikne z lahve? 


L— 14} KP 4.6-9- 

Predpokladejme, ze molekuly idealniho plynu jsou rovnomerne rozlozeny v prostoru tak, ze jsou 
umisteny ve stredech shodnych krychli. Teplota plynu je 273 K, tlak 10 5 N m -2 . 

1. Vypocitejte delku hrany krychle a srovnejte ji s prumerem molekuly 3 • 10 -10 m. 

2. Proved’te tentyz vypocet pro vodu. Jeden kilomol vody ma objem 18 htru. 
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{pr3.1-15} KP 4.6-10 - 

Jaky tlak na stenu vyviji molekuly vodiku H 2 , dopadne-li za sekundu 10 23 molekul na 2cm 2 
plochy steny? tJhel dopadu molekul je 45°, rychlost molekul 10 3 ms _1 a hmotnost molekuly 
vodiku H 2 je 3,32 • 10 _27 kg. 


{pr3.1-16} KP 4.6-11 - 

Kysllk O 2 teploty 273 K a tlaku 10 5 Nm -2 je uzavren v krychlove nadobe o strane 0,1m. Za 
jak dlouho projde typicka molekula nadobou od steny ke stene? 


{pr3.1-17} KP 4.6-12- 

Je dana skupina castic (A} je pocet castic, jez majl rychlost v t ). 


Ni 

2 

4 

6 

8 

2 

Vi{ cms -1 ) 

1,0 

2,0 

3,0 

4,0 

5,0 


1. Vypocltejte stredni rychlost v. 

2. Vypocltejte strednl kvadratickou rychlost «k. 

3. Mezi peti rychlostmi naleznete nejpravdepodobnejsi rychlost v p . 


{pr3.1-18} KP 4.6-13- 

Vypocltejte strednl kvadratickou rychlost atomu argonu Ar pri pokojove teplote 20 °C. Pri jake 
teplote bude mlt strednl kvadraticka rychlost polovicnl (dvojnasobnou) hodnotu? 


{pr3.1-19} KP 4.6-14- 

Strednl kvadraticka rychlost molekul kysllku O 2 pri 0 °C je rovna 460ms -1 , molova hmotnost 
kysllku je 32kgkmol _1 , argonu Ar 40kgkmol _1 a helia He 4kgkmol _1 . Lze z techto udaju 
vypocltat strednl kvadratickou rychlost helia a argonu pri 40 °C bez pouzitl jinych udaju nebo 
obecnych konstant? 


(pr3.1-20} KP 4.6-15 - 

1. Jaka je vnitfnl energie v jednom kilomolu helia He za teploty 300 K? 

2. Jaky je prlrustek vnitfnl energie jednoho kilomolu pri zvyseni teploty o IK? 

3. Srovnejte tento prirustek s teplem potrebnym ke zvyseni teploty jednoho kilomolu o 1 K 
pri stalem objemu. 


(pr3.1-21} KP 4.6-16- 

Molova tepelna kapacita argonu Ar pri konstantnim objemu je cy = 315 J kg -1 K -1 . Vypoctete 
z neho relativni molekulovou hmotnost argonu a hmotnost molekuly argonu. 


(pr3.1-22} KP 4.6-17- 

Vypocltejte prirustek stredni hodnoty translacni kineticke energie molekuly argonu (kysliku), 
jestlize pri zachovani objemu dodame 352 J tepla do 0,2 kg plynu. 
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{pr3.1-23} 

KP 4.6-18 

Vypocitejte stredni kvadratickou rychlost Fk, stredni rychlost v a nejpravdepodobnejsi rychlost 
v p molekul dusiku N 2 pri teplote 273 K (M m = 28kgkmol _1 ). 

{pr3.1-24} 

KP 4.6-19 

Uvazte, jakym postupem lze z Maxwellovy krivky pro rozdeleni rychlosti pri teplote T\ sestrojit 
graf rozdeleni rychlosti pri jine teplote T 2 . 

{pr3.1-25} 

KP 4.6-20 

V jake vysce je hustota vzduchu rovna jedne polovine hustoty u hladiny more? Teplota vzduchu 
je 0 °C, za hmotnost kilomolu dosadte 29kgkmol _1 . 

{pr3.1-26} 

KP 4.6-21 

Dopravni letoun leti ve vysce 8 300 m. Kompresory udrzuji v kabine staly tlak odpovidajici 
vysce 2 700 m. Vypocitejte rozdil tlaku uvnitr a vne kabiny. Teplota vzduchu je 0 °C, hmotnost 
kilomolu vzduchu je 29kgkmol _1 a tlak vzduchu v nulove vysce je 10 5 Nm -2 . 

{pr3.1-27} 

KP 4.6-22 

V elektronce jsou zbytky dusiku N 2 o tlaku 1,33 • 10 _3 Pa a teploty 60 °C. Vypocitejte: 

1. Pocet molekul v 1 m 3 . 

2. Stredni volnou drahu molekul. Prumer molekuly dusiku je 3,78 • 10 -10 m. 

{pr3.1-28} 

KP 4.6-23 

Pri teplote 20 °C a tlaku 10 4 Pa je stredni volna draha molekul argonu Ar 9,9 ■ 10 _6 m. 

1. Jaka je stredni volna draha molekul argonu pri 20 °C a 2 • 10 4 Pa? 

2. Jaka je stredni volna draha pri —40 °C a 10 4 Pa? 

{pr3.1-29} 

KP 4.6-24 

Stredni volna draha molekul vodiku H 2 za normalnich podminek (1,013 • 10 5 Pa, 0 °C) je 
1,28 • 10 -5 m. 

1. Vypocitejte prumer vodikove molekuly. 

2. Jaka je stredni volna draha pri tlaku 1,33 • 10 -2 Pa a 0 °C? 

{pr3.1-30} 

KP 4.6-25 

Plyn zaujima pri teplote 0 °C urcity objem Vq. Vypocitejte, za jake teploty zaujme plyn 2/3 
puvodniho objemu pri konstantnim tlaku. 

{pr3.1-31} 

KP 4.6-26 

Pri jake teplote ma plyn pri nezmenenem objemu n-krat vetsi tlak nez pri 0 °C? 
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{pr3.1-32} KP 4.6-27 - 

Lahev obsahuje pri teplote 27 °C a tlaku 4 • 10 6 Nm -2 stlaceny plyn. Jak se mem tlak plynu, 
vypustime-li polovinu jeho mnozstvi a poklesne-li pri tom jeho teplota o 15 °C? 


{pr3.1-33} KP 4.6-28- 

Prikon elektrickeho varice je 250 W. Varic uvede do varu 1,5 kg H 2 O 15 °C teple za lhodinu. 
Jaka je ucinnost varice? 


{pr3.1-34} KP 4.6-29- 

Lahev obsahuje 1 kg kysliku o tlaku 10 at a teplote 47 °C. Uzaver lahve dobre netesni, takze O 2 
unika. Po urcite dobe byl opet zmeren tlak a teplota kysliku a bylo zjisteno, ze tlak klesl na 5/8 
sve puvodni hodnoty a teplota na 27 °C. 

1. Jaky je objem v lahvi? 

2. Kolik gramu O 2 zustalo v lahvi? 
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5. Termodynamika 

irmodynamika} 

5.1 Zakladm pojmy termodynamiky 

ijmyTermodyn} 

Tato cast je uvodni kapitolou. V odst. 5.1.1 je uvedeno, co je predmetem zkoumam 
termodynamiky. Definice teploty a jeji mereni a definice teplotni stupnice je provedeno 
v odst. 5.1.2. Dale jsou zde vylozeny zakladm pojmy termodynamiky jako teplo a prace 
(odst. 5.1.3). 

Cil: I) Urriet zpameti veliciny a definice uvedene v rameccich v teto casti. 

II) Samostatne resit priklady uvedene v textu (odst. 5.1.3), reseni zduvodnit a na- 
kreslit nacrtky. 

Z dosavadnich poznatku plyne, ze neusporadany pohyb molekul se ridi jistymi zakonitostmi. 
Tak napr. z Maxwellova zakona o rozdeleni rychlosti molekul plyne, ze mezi rychlostmi, jez maji 
nahodne rozdeleni, existuje nejpravdepodobnejsi rychlost takova, ze rychlosti, ktere se od ni 
vice odlisuji, existuji jen zridka. Nebo to, ze prumerna kineticka energie translacniho pohybu 
pripadajici na jeden stupeii volnosti ma zcela urcitou hodnotu, ackoliv jednotlive molekuly mo- 
hou mit kineticke energie obecne ruzne. Stredni hodnota techto kinetickych energii urcuje pak 
teplotu latky. Makroskopicke veliciny p, V a T charakterizujici stav latky maji urcitou hodnotu 
jen proto, ze jsou to stredni hodnoty velikeho poctu jednothvych elementarnich deju. Pri studiu 
jevu v malych oblastech, kde je pocet molekul maly, se musi objevovat odchylky od stanovenych 
strednich hodnot. Takove odchylky se skutecne pozoruji a nazyvaji se fluktuace. 

5.1.1 Predmet termodynamika 

irmodynamika} 

Obor fyziky, ktery se zabyva obecnymi zakonitostmi, jimiz se ridi premena celkove energie makro- 
skopickych systemu v jeji ruzne formy, se nazyva termodynamika. Neprihlizi-li se k vnitfni struk- 
ture vysetrovanych objektu, tj. nerozebiraji-li se deje mikroskopicky, nazyva se termodynamika 
fenomenologicka. Spociva na nekolika experimentalne overenych principech - termodynamickych 
vetach. 

Rozvoj molekulove a statisticke fyziky umoznil presnejsi formulaci nekterych principu ter¬ 
modynamiky a pomohl urcit hranice jejich pouzitelnosti. Termodynamika muze casto mnohem 
jednoduseji popsat zkoumane jevy. To ma velky vyznam nejen v mnoha oborech fyziky, ale 
i v chemii, biologii a v technologii pripravy ruznych materialu s pozadovanymi vlastnostmi. Na 
druhe strane i kdyz spravne vysvetlujeme mnohe jevy, nepodava vsak obraz o jejich mechanizmu. 
Hlubsi pohled na zakony termodynamiky podava az statisticka fyzika. 

5.1.2 Teplota a jeji mereni 

ilotaAMereni} 

Nejjednodussi zpusob rozliseni teplych teles od studenych je hmatem. Dotykem muzeme seradit 
telesa podle subjektivnich pojmu „tepla“ a „chladu“. Objektivni pricine nasich subjektivnich 
vjemu rikame „teplota“. Subjektivni urcovani teploty muze byt znacne zkresleno a rozsah vni- 
mani teploty je omezen. Potfebujeme objektivni, ciselne mereni teploty jako fyzikalni veliciny. 
Pojem teploty se nekdy definuje jako fyzikalni velicina, ktera charakterizuje tepelny stav telesa. 

Se zmenou teploty se meni mnoho fyzikalnich vlastnosti latek, jako napr. objem plynu udrzo- 
vaneho pri stalem tlaku, tlak plynu udrzovaneho pri stalem objemu, objem kapaliny, elektricky 
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odpor, elektricke napeti (v termoclanku), rozmery tuhych teles apod. Kterakoliv z techto vlast¬ 
nosti muze byt uzita k mefeni teploty, k zhotoveni teplomeru a stanovem samostatne teplotni 
stupnice. Teplotm stupnice zavisi na uziti termoelektricke latky. Teplotni stupnici definujeme 
pfedpokladanou monotonni stupnici. K definici teploty se pouziva termometricke latky o zvlastni 
termometricke vlastnosti. Zvolme velicinu X za termometrickou vlastnost vybrane latky, kterou 
uzijeme ke stanoveni teplotm stupnice. Muzeme libovolne zvolit teplotu T jako linearni funkci 
vlastnosti X 

T(X) = aX , 

kde a je konstanta. Stejnym teplotnim rozdilum odpovidaji stejne zmeny v X. Z toho plyne, ze 
pomer teplot (merenych tymz teplomerem) je ve stalem pomeru jako jejich odpovidajici si X, 

tj- 

T(X i) = Xj. 

T(X Z ) X 2 ' 

K urceni konstanty a tim kalibraci teplomeru zvolime standardni pevny bod, pfi kterem 
vsechny teplomery musi mit stejne cteni pro teplotu. Za tento bod byl vybran bod, pri kterem 
led, voda a vodni para spolu existuji v rovnovaze a nazyva se trojny bod vody. Teplota v tomto 
bode byla oznacena 

Ttr = 273,16 K. 

Jednotkovy teplotni interval je oznacen 1 K (kelvin). Pak pro vsechny teplomery plati 

T(X) _ X 

TV^-Xtr’ 

kde hodnoty v trojnem bode jsou oznaceny indexem tr, 

{3.2-1} T(X) = 273,16K^. (5.1) 

Xtr 

Tuto rovnici muzeme pouzit pro ruzne teplomery. Necht’ X je delka L sloupce rtuti ve skle- 
nenem teplomeru, pak 

T(L) = 273,16 

Oznacime-li za X tlak plynu pfi konstantnim objemu, pak 

{3.2-2} T(p) = 273,16K— (pfi konst. V) (5.2) 

Pti 

apod. 

Podle teto definice souhlasi cteni teploty na vsech druzich teplomeru ve standardnim pevnem 
bode. Pro ruzne teplomery by vsak bylo cteni teploty daneho systemu ruzne. K odstraneni teto 
nejednotnosti vybereme urcity druh teplomeru jako standard. Volba se provede tak, aby fyzikalni 
zakony tykajici se teploty mely co nejjednodussi tvar. Tomuto pozadavku nejlepe vyhovuje plyn 
jako teplomerna latka za konstantniho objemu a teplomernou vlastnosti je tlak. Cim je mensi tlak 
plynu teplomeru, tim se dosahne mensiho rozdilu pfi cteni mezi ruznymi plynovymi teplomery. 

Podle (5.2) by mel tlak plynu klesnout na nulu pfi teplote T = OK. V realnych plynech tlak 
plynu nemuze nikdy byt nulovy, proto se zavadi abstraktni pojem idealniho plynu (viz kap. 4.2). 
Definice teplotni stupnice idealniho plynu je dana vztahem 

{3.2-3} 

{ram-113} 


T = 273,16 K lim — (pfi konst.VI. 

ptr^O \PtrJ 


definice teplotni stupnice idealniho plynu (5.3) 
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TeploAPrace} 


Nejnizsi teplota, ktera muze byt merena plynovym teplomerem, je priblizne 1K. 

Poznamka: Absolutni nulova teplota je odvozena extrapolaci a nepodarilo se ji dosahnout expe- 
rimentalne. Spojeni makroskopickeho pojmu teploty s mikroskopickym pojmem molekuloveho 
pohybu vede k nazoru, ze pri pfiblizovani se k absolutm nule kineticka energie molekul se blizi 
ke konecne minimalm hodnote, tzv. energii nuloveho bodu. 

Absolutm termodynamickou teplotni stupnici nebo take Kelvinovu stupnici, ktera je iden- 
ticka se stupnici idealniho plynu, zavedeme v odst. 5.6.4. 

Existuji systemy, ktere maji zaporne Kelvinovy teploty. Takove teploty se dosahnou postu- 
povanim pres nekonecne teploty a ne projitim pres 0 K. Zaporne teploty tedy nejsou „chladnejsi“ 
nez absolutni nula, ale „teplejsi“ nez nekonecne teploty. Absolutm nula zustava experimentalne 
nedosazitelna. 

Pri mereni teploty se uziva za zakladni teplotni stav teplota tani ledu (tj. teplota rovno- 
vazneho stavu vody a ledu za normalniho tlaku p n = 1,013 25 • 10 5 Pa), ktere je v absolutni 
termodynamicke stupnici prirazena ciselna hodnota 

T n = 273,15 K. 

Protoze tento teplotni stav definuje nulu termodynamicke stupnice Celsiovy a obe stupnice 
jsou urceny stejnym zpusobem, souvisi teplota ve stupnich Celsiovych, oznacena t (°C), s teplo- 
tou T v kelvinech K jednoduchym vztahem 

t = T — T n . 

Teplota trojneho bodu H 2 O v Celsiove stupnici je tedy ttr = 0,01 °C, teplota bodu varu 
vody za normalniho tlaku t = 100,00 °C. 


5.1.3 Teplo a prace 

Myslenka, ze teplo je nejaka „latka“, odporovala mnoha experimentum. Kdyby teplo bylo „lat- 
kou“ nebo urcitym druhem energie, ktera by nemenila podstatu, nebylo by mozne odebirat 
neomezene teplo ze systemu, ktery se nemeni. 

Podobne prace neni neco, ceho nejaky system obsahuje urcite mnozstvi. Muzeme vlozit ne¬ 
konecne mnozstvi prace do systemu, aniz bychom zmenili jeho podminky. Prace, prave tak jako 
mnozstvi dodaneho tepla, ma za nasledek zmenu energie. V mechanice je praci charakterizovan 
dej, jimz se meni energie soustavy, ale pri kterem se teplota a skupenstvi latek nemeni. 

Pri procesu (napr. treni povrchu dvou teles), kdy neexistuje zadna mez pro mnozstvi tepla, 
ktere muze byt systemu odiiato nebo pro mnozstvi prace, ktere muze byt do nej vlozeno, pojem 
„teplo v systemu" nebo „prace v systemu" nema vyznam. Jen behem termodynamickeho pro¬ 
cesu, pri kterem system meni rovnovazny stav a je ovliviiovan okolim, davame vyznam teplu Q 
a praci W. 

Prace i teplo jsou mirou zmeny energie systemu, nejsou vsak s energii totozne. Energie je 
jednodussi funkci jejiho stavu, protoze charakterizuje system. System ma urcitou energii, i kdyz 
se s ni nedeji zadne zmeny, tj. neprobihaji zadne deje. Pojmy prace a teplo maji smysl jen tehdy, 
kdyz jde o dej, jimz se stav systemu meni. Tedy prace i teplo nejsou funkcemi stavu systemu. 

Nekdy se pod pojmem teplo obsazene v soustave rozumi celkova tepelna energie soustavy. 
Tato nejednoznacnost vede k nejasnostem. Teplem budeme rozumet velicinu ekvivalentni prace 
jako miru zmeny energie. Energii souvisejici s teplotou soustavy budeme nazyvat vnitrni energii. 

Urcime nyni teplo Q a praci W pro specificky termodynamicky proces. Mejme plyn ve valcove 
nadobe s pohyblivym pistem. Necht’ plyn o tlaku p\ a objemu V\ je systemem v rovnovaze 


& 


Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brne 


227 



5.1. zAkladni pojmy termodynamiky 


{obr3.2-l} 


{3.2-4} 


{obr3.2-2} 


PracePlynem} 

{ram-114} 


6W'\ 


\5W 




♦ 1 1 


isq 


s okolim, ktere je tvoreno pistem a tepelnym zasobnikem (viz obr. 5.1). Teplo muze prechazet 
dnem valce, prace muze byt konana okolim nebo systemem stlacenim nebo rozpinanim plynu 
posouvanim pistu. Uvazujme nyni o dejich, kterymi plyn dosahne konecneho rovnovazneho stavu 
charakterizovaneho tlakem p -2 a objemem V 2 . 

Necht’ se plyn rozpina a posouva pist. Prace 8W' vykonana plynem pri premisteni pistu 
(o plose S ) o malou vzdalenost ds je 

5W' = F ■ ds = Fds cos 0° = Fds = pSds = pdV , (5.4) 


kde dV je diferencialni zmena objemu plynu. 

5Q'\ Uq>0 



—SQ = 5Q'< 0 
-8W = 8W' > 0 


Poznamka: V termodynamickych livahach byla zavedena znamenkova konvence (obr. 5.2). Uziva 
se pro teplo systemem (tj. plynem) vydane a pro praci systemem (plynem) vykonanou uzitim 
symbolu Q' a W'. Mnozstvi tepla, ktere odevzdalo okoli systemu (plynu), pripadne praci, kterou 
okoli na systemu (plynu) vykonalo, oznacujeme symboly necarkovanymi. 

Obecne tlak nebude behem procesu konstantni. Celkova prace vykonana plynem ze stavu 1 
do stavu 2 podel krivky a bude 


2 v 2 


w; 2 = / 

SW [2 = J pdV. prace vykonana plynem 

(5.5) 

1(a) 

Vi 



Tento integral se da znazornit graficky jako plocha pod krivkou l-a-2 v jj-V diagramu (obr. 5.3). 


System se muze z pocatecniho stavu 1 do konecneho stavu 2 dostat ruznymi zpusoby. Prace 
vykonana systemem pri rozepnuti plynu podel krivky 1-6-2 (nebo 1-3-2, nebo 1-4-2) bude 
obecne jina nez v predchozim pripade. 
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{obr3.2-3} 


’rincipTermo} 



Tedy prace konana systemem nezavisi jen na pocatecnim a konecnem stavu, ale take na 
stredmch stavech, tj. na ceste procesu. 

K podobnemu vysledku dospejeme, urcujeme-li teplo dodane behem deje. Stav 1 je charakte- 
rizovan teplotou Tj a konecny stav 2 teplotou T 2 . Teplo dodavane systemu zavisi na tom, jak je 
system zahrivan. Muzeme jej zahrivat pri konstantnim tlaku p \, az dosahneme teploty T 2 a pak 
zmenit tlak pri konstantni teplote na konecnou hodnotu P 2 - Nebo muzeme nejdriv snizit tlak 
na P 2 a pak system zahrivat pri konstantnim tlaku az ke konecne hodnote T 2 . Nebo muzeme 
sledovat mnoho ruznych cest, ale kazda dava jiny vysledek pro teplo dodane systemu okolim. 
Tedy teplo ziskane nebo odevzdane systemem zavisi nejen na pocatecnim a konecnem stavu, 
ale take na stredmch stavech, tj. na ceste deje. To je experimentalne overeno. V nasem znaceni 
budeme nadale pouzivat pro male zmeny velicin, ktere obecne zavisi na ceste zmeny, symbolu 
5 (napr. 5W'. SQ). Naopak pro ty veliciny, jejichz integral na integracni ceste nezavisi, budeme 
uzivat symbolu pro tzv. liplny diferencial, tj. napr. dU. 


5.2 Prvni princip termodynamiky 

Je to nejdulezitejsi cast termodynamiky. Je v ni vylozen zakladni princip termodyna¬ 
miky, z fyzikalniho hlediska predstavuje zakon zachovani energie. 

Cil: I) Zpameti vylozit a definovat zakladni princip termodynamiky. 

II) Samostatne aplikovat a resit priklady v tomto textu a priklady podobneho 
typu. 

Necht’ system prechazi z pocatecniho rovnovazneho stavu 1 do konecneho rovnovazneho stavu 
2 urcitym zpusobem. Teplo prijate systemem (tj. plynem) oznacime Q a praci, kterou kona 
okoli na plynu, oznacime W. Vypocteme-li Q + W, tj. soucet tepla dodaneho okolim a prace 
vykonane okolim na plynu pri prechodech ze stavu 1 do stavu 2 po ruznych cestach, je tento 
soucet vzdy stejny, tedy na ceste nezavisly. V termodynamice existuje velicina, ktera je funkci 
termodynamickych souradnic, a jejiz rozdil v konecnem a pocatecnim stavu se rovna souctu 
Q + W v celem procesu. Tuto velicinu nazyvame vnitrni energii a znacime ji U. 

Na zaklade souvislosti mechanicke a tepelne formy energie muzeme zobecnit zakon zachovani 
energie, znamy uz z mechaniky, i pro obecne makroskopicke systemy. Tento zakon je formulovan 
v prvni termodynamicke vete. Soucet tepla dodaneho plynu a prace vykonane na plynu okolim 
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5.2. PRVNI PRINCIP TERMODYNAMIKY 


{3.2-5} 


{3.2-6} 


{3.2-7} 


{Nova3.2-77} 


{Nova3.2-88} 

{ram-115} 

{kpr3.2-l} 


reprezentuje podle definice zmenu vnitfni energie systemu 

U 2 - U x = AU = Q + W. (5.6) 

Pro vnitrm energii muzeme volit ve standardnim referencnim stavu libovolnou hodnotu. 
Rovnici (5.6) nazyvame prvni termodynamickou vetou. 

Pfi vypoctu prace vykonanou na systemu (tj. W) nebo tepla dodaneho okolim systemu (tj. 
Q ) se obvykle pozorovany proces rozlozi na celou fadu elementarnich procesu, z nichz kazda 
odpovida velmi male zmene (tj. zmene konecne hodnoty) parametru systemu. Rovnice (5.6) pro 
tyto elementarni procesy ma pak tvar 

AU = AQ + AW. (5.7) 

V uvazovanem systemu probiha jen infinitezimalni (tj. nekonecne mala) zmena stavu, je proto 
pfijato jen infinitezimalni mnozstvi tepla SQ a vnejsi sily vykonaji na systemu jen infinitezimalni 
praci 5W. Pak zmena vnitrm energie je dll a prvni termodynamicka veta v diferencialnim tvaru 
je zapsana 

d U = 5Q + 6W. (5.8) 

Zde se vyskytuji dve elementarni veliciny SQ a SW, ktere nejsou uplnymi diferencialy zadne 
stavove funkce (tedy zavisi na draze p-V diagramu), avsak jejich soucet je uplnym diferencialem 
stavove funkce (nazvane vnitfni energie). Proto jsou elementarni zmeny SQ a SW oznaceny jinak, 
nez elementarni zmena dU. 

Z rovnice (5.8) pri platnosti SW = —SW plyne 

SQ = dU - SW —> SQ = dU + SW' (5.9) 

a prvni termodynamicka veta se da vyslovit takto: 

Teplo dodane soustave se spotrebuje na zvyseni jeji vnitfni energie a na praci systemem 
konanou. 

Prvni termodynamickou vetu lze uzitim rovnice (5.4) psat ve tvaru 

SQ = dU + pdV . prvni princip termodynamiky (5.10) 

Pri cyklickem deji, tj. takovem deji, pri kterem se soustava vraci do puvodniho stavu (zmena 
vnitfni energie je nulova), je pfivedene teplo rovno odevzdane praci. 

KP 5.2-1 - 

Ve valci s pohyblivym pistem je 36 g vodiku teploty 27 °C pod tlakem 3,92 • 10 5 N m -2 . Na jeho 
stlaceni na tfetinu puvodniho objemu bylo zapotfebi vynalozit praci 1,50 • 10 5 J a soucasne se 
mu odrialo ochlazenim 5,9 ■ 10 4 J tepla. Vypoctete teplotu a tlak vodiku po stlaceni. 

Resem: 

Uzijeme prvni termodynamickou vetu ve tvaru 

A U = Q + W 

po dosazeni velicin Q = —5,9 • 10 4 J, W = 15,0 • 10 4 J vypocteme zmenu vnitfni energie AU = 
Q + W = -5,9 • 10 4 J + 15,0 • 10 4 J = 9,1 • 10 4 J. 

Uzitim rovnic 4.31 ( U = n m cyT), 4.32 (vyjadfujici vztah mezi poctem molu n m , molarni 
hmotnosti M m a celkovou hmotnosti M plynu) a pfi znalosti 4.34 (cy pro dvouatomarni plyn) 
lze dpovidajici zmenu teploty vyjadfit 

Ar _ AU _ M m -AU _ 2 kgkmor 1 • 9,1 • 10 4 J _ 211K . 

n m cy Mcy 3,6 • 10 -2 kg • 2,1 • 10 4 J kmol -1 K _1 

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brne 230 






5.3. VRATNE A NEVRATNE DEJE 


Konecna teplota je 


T 2 = Ti + AT = 300 K + 241 K = 541 K 


tedy 


t 2 = T 2 -T 0 = 541K — 273 K = 268 °C . 


Tlak urcime ze stavove rovnice 


Tiff .... P-iV-i 

n - r 2 


Z toho plyne 



10 5 N m -2 ■ 3 ■ = 2,14 ■ 10 6 Pa. 


5.3 Vratne a nevratne deje 


fevratneDeje} 


V odst. 5.3.1 je vylozen stav termodynamicke rovnovahy. V dalsim odst. 5.3.2 jsou 
vysetreny deje z hlediska vratnosti a nevratnosti. 

Cil: I) Vylozit a definovat pojmy a veliciny uvedene v rameccich v tomto odstavci. 

5.3.1 Stav termodynamicke rovnovahy 


:keRovnovahy} 


Vetsina fyzikalnich problemu spociva v uloze zjistit, jake vlastnosti bude mit system za urcitych 
vnejsich podminek. Parametry charakterizujici vnejsi podminky nazyvame vnejsi parametry. Po 
uplynuti urcite doby (behem mz probihaji v systemu zmeny) se vlastnosti systemu ustali v sou- 
ladu s novymi vnejslmi podmlnkami, pricemz v systemu prestanou problhat vsechny makrosko- 
picke deje. Takto dosazeny stav se nazyva stavem termodynamicke rovnovahy a cas potrebny 
na jeho dosazeni relaxacnl dobou. 

Muzeme rovnez vnejsi parametry doplnit o dalsi udaje o strukture molekul a vnitrni systemu, 
ktere rovnez odrazeji vlastnosti sytemu - tyto oznacujeme jako vnitrni parametry. Z celkoveho 
poctu makroskopickych parametru systemu (vnejsich i vnitrnich) muzeme vybrat urcity pocet 
parametru, ktere jsou navzajem nezavisle. Tyto parametry jednoznacne charakterizuji stav sys¬ 
temu, a proto je nazyvame stavove promenne. Funkce stavovych promennych nazyvame stavove 
funkce. Deleni parametru na vnitrni a vnejsi je mozne si objasnit na priklade idealniho plynu. 
Idealni plyn jako system je reprezentovany urcitym pevne zvolenym poctem molekul. Protoze 
objem V, tlak p a teplota T plynu jsou ve stavu termodynamicke rovnovahy navzajem vazane 
stavovou rovnici idealniho plynu, je pocet nezavislych parametru roven dvema - pak kterakoliv 
z dvojic V-T, V-p, T-p muze tvorit stavove promenne. Pri dalsim deleni parametru na vnejsi 
a vnitfni je treba prihlizet ke konkretnim podmmkam, ve kterych se system nachazi. 


5.3.2 Vratne a nevratne deje 


;neANevratne} 


Mejme plyn o hmotnosti M uzavreny pistem ve valci o objemu V - obr. 5.1. Plyn ma tep- 
lotu T a tlak p. V termodynamicke rovnovaze zustavaji tyto termodynamicke veliciny casove 
nemenne. Predpokladejme, ze valec, jehoz steny jsou dokonalym tepelnym izolatorem a dno 
naopak idealnim vodicem tepla, postavime na teleso o velke tepelne kapacite o teze teplote. Pre- 
ved’me system do jineho rovnovazneho stavu o teze teplote T, pouze objem plynu zmensime na 
polovinu. Z mnoha zpusobu, kterymi toto muzeme provest, rozebereme dva extremni pripady. 
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5.3. VRATNE A NEVRATNE DEJE 


P, 


1 


T\ = T 2 


{obr3.2-4} 


Obr. 5.4 


2 


V 



a) Stlacime pist velmi prudce a pockame, az nastane znovu rovnovaha s ohrivacem o teplote 
T. Behem tohoto deje mem se tlak i teplota plynu ruzne v celem objemu. Pri rychle 
kompresi je tlak plynu v blizkosti pistu vetsl, nez je strednl tlak plynu ve valci. (Naopak 
pri expanzi plynu by byl tlak u plstu mens!, nez je strednl tlak plynu.) Dej nemuzeme 
znazornit spojitou krivkou v p-V diagramu, protoze nevlme, jakou hodnotu tlaku (nebo 
teploty) mame priradit danemu objemu. System prejde z jednoho rovnovazneho stavu 1 
do druheho rovnovazneho stavu 2 pres mnozinu nerovnovaznych stavu (obr. 5.4). 

b) Stlacime plst velmi pomalu nepatrnym zvysovanlm pusoblcl slly na plst tak, aby tlak, 
objem a teplota plynu se daly v kazdem okamziku dobre urcit. Pri nepatrnem zvyseni tlaku 
se objem trochu zmensl a teplota se zvysi. System se bude odchylovat od rovnovazneho 
stavu, ale jen nepatrne. Male mnozstvl tepla se preda ohrlvaci a cely system v kratkem 
case opet bude v rovnovaze. Behem celeho procesu az do dosazenl polovicnlho objemu 
se system vzdy nachazel ve stavu velmi bllzkem rovnovaznem stavu. Pri infinitezimalnich 
zmenach tlaku dostaneme se k idealnimu procesu, pri kterem system prochazi spojitou 
radou rovnovaznych stavu, ktere muzeme v p-V diagramu znazornit spojitou carou na 
obr. 5.5. Behem deje se jiste mnozstvi tepla preda ohrivaci. Dej je vratny, jestlize pri 
nekonecne malem snizeni vnejsiho tlaku probiha dej opacnym smerem a pfitom soustava 
prijme totez mnozstvi tepla od ohrlvace. To lze presne uskutecnit jen pri velmi pomalych 
dejich. Pomale deje jsou tedy nutnou podminkou vratnosti, ale ne postacujici. Objem plynu 
muzeme zmensit tez adiabaticky, tj. bez vymeny tepla, odstranime-li ohrivac a dno valce 
nahradime tepelne nevodivou podlozkou. Adiabaticky dej muze byt vratny nebo nevratny, 
zalezl na rychlosti komprese nebo expanze. Prace pri stlaceni plynu (tj. prace, kterou na 
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5.4. molovA tepelnA kapacita plyniJ pri konstantnim tlaku 


TepKapacita} 


{3.2-8} 

{Nova3.2-8} 

{3.2-9} 

{ram-116} 


systemu (na plynu) vykona okoli) bude mit ruzne hodnoty pro ruzne prubehy stlaceni. 
Tato prace je dana vztahem 



Vi 


tj. plochou pod krivkou v p-V diagramu. Odpovida tedy pouze vratnym zmenam, pri nichz 
je tlak definovatelnou velicinou (zavislou na V). 


Vsechny skutecne deje probihaji konecnou rychlosti a jsou tedy nevratne. Vratne zmeny 
jsou takove, u kterych je mozne pomalymi zmenami vnejsich podminek vratit se po stejne 
ceste do puvodniho stavu nejen soustavu, ale i okoli soustavy (napr. tepelne lazne). 


5.4 Molova tepelna kapacita plynu pri konstantnim tlaku 

U realnych plynu zavisi jejich vnitfni energie na teplote a objemu. U idealniho plynu zavisi 
vnitrni energie jen na teplote (viz odst. 4.5) a pro jeden kilomol plynu je U = cyT, takze 
dll = c v dT, kde cy je molova tepelna kapacita za konstantniho objemu. 

Jestlize ohrev plynu probiha za konstantniho tlaku, pak plyn se bude rozpinat a na okoli 
vykona kladnou praci 5W 1 > 0. Ke zvyseni teploty plynu o jeden kelvin bude proto zapotrebi 
vice tepla, nez pri ohrevu za konstantniho objemu. Cast tepla se totiz spotrebuje na praci 
vykonanou plynem. Molova tepelna kapacita za konstantniho tlaku tedy musi byt vetsi, nez 
molova tepelna kapacita za konstantniho objemu, tj. c p > cy. 

Napiseme prvni termodynamickou vetu SQ = dU + 5W' pro jeden mol plynu ve tvaru 
SQ = cydT + pdV . 


Obsahuje-li system plyn o celkove hmotnosti M, tj. latkove mnozstvi 

M 

” m '^ 

molu (kde M m je molova hmotnost), ma prvni termodynamicka veta tvar 
M 


Podelime-li tuto rovnici n m dT, dostaneme vztah pro molovou tepelnou kapacitu plynu za 
konstantniho tlaku 

*=£iT = ^6T^ AT + ’* iV ^ < 5 ' n > 

Pouzijeme-li stavovou rovnici pro stejne mnozstvi idealniho plynu pV = n m RT a zdiferencujeme- 
li ji pro konstantni tlak, pak dostaneme 


pdV = n m RdT. 


(5.12) 


Spojeni rovnic 5.11 a 5.12 dava 

c p = cy + R. Mayeruv vztah (5.13) 

Rovnice se nazyva Mayeruv vztah a ukazuje, ze molova tepelna kapacita za konstantniho tlaku 
je vzdy vetsi, nez molova tepelna kapacita za konstantniho objemu o hodnotu rovnou univerzalni 
plynove konstante R. Mayeruv vztah plati presne jen pro idealni plyn, ale je v dobre shode pro 
realne plyny o nizkych tlacich. Techto vysledku jsme dosahli bez uziti vztahu 1 U = ^n m RT, ale 

1 Platny striktne vzato jen pro idealni jednoatomove plyny - viz vztah 4.34. 
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5.5. STAVOVE ZMENYIDEALNIHO PLYNU 


jen ze znalosti, ze vnitrni energie idealniho plynu zavisi jen na teplote. 

Pomer molovych tepelnych kapacit pri stalem tlaku a stalem objemu se nazyva Poissonova 
konst ant a k 

onKonstanta} 

{ram-117} 

Pro idealni plyn je 

k _ cy + R _ 1+ R_ 

Cy Cy 

Protoze plati cy = %R, kde i je pocet stupnu volnosti, pak Poissonovu konstantu pro i pocet 
stupnu volnosti muzeme vyjadrit ve tvaru 


i + 2 



Pro jednoatomovy plyn je k = 1,67 (i = 3), pro dvouatomovy plyn je k = 1,40 (i = 5), pro 
viceatomovy plyn je k = 1,33 (i = 6). 

5.5 Stavove zmeny idealmho plynu 

{StavZmeny} 

Tato cast je dulezita k pochopeni termodynamickych procesu. Jsou v ni vylozeny za- 
kladni stavove zmeny: zmena izochoricka (odst. 5.5.1), zmena izobaricka (odst. 5.5.2) 
a zmena izotermicka (odst. 5.5.3). V odst. 5.5.4 je vylozena adiabaticka a v odst. 5.5.5 
zmena polytropicka. 

QQ. I) Zpameti vztahy a zakony stavovych velicin. 

II) Definovat a vylozit pojmy, veliciny a zakony uvedene v casti „Obsah“. 

Ill) Samostatne resit priklady, reseni zduvodnit a nakreslit nacrtky. 

V termodynamice maji zakladni vyznam nektere jednoduche deje, ktere probihaji v idealnim 
plynu za urcitych podminek, kdy nektera ze stavovych velicin zustava konstantni. 

Vseobecne muzeme rici, ze prace vykonana systemem zavisi na zpusobu prechodu z jednoho 
stavu do druheho. Stav systemu je jednoznacne urceny souborem nezavislych vnejsich parametru 
a teplotou. Podle toho, ktere a v jakem vzajemnem vztahu se meni tyto veliciny, dostavame ruzne 
stavove zmeny. Budeme je posuzovat z hlediska prace, kterou system vykona po dobu prislusne 
stavove zmeny. Z tohoto duvodu je vyhodne zobrazovat procesy v p-V diagramu, ve kterem ma 
vykonana prace nazornou geometrickou interpretaci. 

5.5.1 Zmena za staleho objemu — izochoricka, V = konst. 

;alehoObjemu} 

V pocatecnim stavu 1 ma plyn tlak p\ a objem V\. Teplotu T\ urcime ze stavove rovnice p\V\ = 
n m RTi. V konecnem stavu 2 ma plyn tlak p 2 , objem V 2 = V% a teplotu T 2 urcime rovnez se 
stavove rovnice P 2 V 1 = n m RT 2 . Z obou rovnic dostaneme 

{3.2-10} 

{ram-118} 

tj. vyjadreni, ze tlak idealmho plynu ze staleho objemu je umerny absolutni teplote 2 (Gay - 
Lussacuv zakon). 

2 Protoze p = ( n m R/V)T = konst. T pri V =konst. 


— = , Gay-Lussacuv zakon 

Pi Ti 


(5.15) 


« = — . Poissonova konst ant a 


(5.14) 


Copyright © 2005, IJFI FSI VUT v Brne 


234 





5.5. STAVOVE ZMENYIDEALNIHO PLYNU 


{obr3.2-6} 


{obr3.2-7} 


ItalehoTlaku} 


{3.2-11} 


V pracovnim diagramu je izochoricka zmena znazornena useckou V = konst., ktera se nazyva 
izochora (obr. 5.6). 

Pri izochoricke zmene objem plynu zustava staly, tj. V = konst., dV = 0, plyn tedy nekona 
praci (SW' = pdV = 0) a podle prvni vety termodynamicke (viz rovnice 5.10) se dodane teplo 
rovna prirustku vnitrni energie 

2 t 2 

Q12 = J d U = n m (U2 — U±) = n m J cydT = n ni cy(T2 — T{). 

1 Ti 

Molova tepelna kapacita podle definice (viz rovnice 4.31) je 

5Q _ dU 
CV ~ n m dT ~ n m dT ' 



V 



5.5.2 Zmena za staleho tlaku - izobaricka, p =konst. 


V pocatecnim stavu 1 ma plyn tlakpi a objem V}. V konecnem stavu 2 bude tlak p 2 = pi a objem 
V 2 . Prislusne teploty urcime ze stavove rovnice p\V\ = n m RTi a P 1 V 2 = n m RT 2 . Podelenim obou 
rovnic dostaneme 


= l a 

Vi T\ ’ 


(5.16) 
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5.5. STAVOVE ZMENYIDEALNIHO PLYNU 


ItaleTeploty} 

{3.2-12} 

{ram-119} 


tj. vyjadfeni, ze objem idealniho plynu za konstantniho tlaku je umerny absolutni teplote 3 (Gay 
- Lussacuv zakon). 

V pracovmm diagramu je izobaricka zmena znazornena useckou 1-2, rovnobeznou s osou V 
a nazyva se izobara (obr. 5.7). 

Podle prvni termodynamicke vety se dodanym teplem plynu zvysi jeho vnitfni energie a sou- 
casne plyn vykona praci zvetsenim objemu. 

Prace W( 2 plynem vykonana pri pfechodu ze stavu 1 do stavu 2 je rovna (pri platnosti 
Pi = P2 = konst.) 

V 2 

W; 2 = J pidV = p 1 (V 2 -V 1 ). 

Vl 

Pfijatym teplem se plyn ohreje a zvetsl objem, tj. zvysl se jeho vnitfni energie a vykona 
praci. Tato prace je v pracovmm diagramu obr. 5.7 znazornena plochou obdelnika pod izobarou 
1-2. 

Praci W[ 2 muzeme vyjadrit uzitim stavove rovnice pV = n m RT 
w {2 = pi{V 2 - Vx) = n m R(T 2 - Tx) 
a celkove dodane teplo Qi 2 ze vztahu 

/*T2 rV 2 

SQ = n m cvdT + pdV — > Q12 = n m cv / dT + pi dV . 

■1T\ JVi 

ve kterem jsme vyuzili toho, ze tlak plynu je konstantni, nezavisi tudiz na V a lze jej jako 
konstantu vytknout pred integral. Ziskame tak vztah pro dodane teplo 

Q 12 = n m cv{T 2 - Ti) + p\(V 2 - Vx) = n m cv(T 2 - T{) + n m R(T 2 - T{) = 

= n m (cv + R)(T 2 - Tx) = n m Cp(T 2 - Tx ), 

kde c p = cy + /?, je molova tepelna kapacita za konstantniho tlaku a n m je latkove mnozstvi 
plynu (pokud neni receno jinak, pracujeme obvykle s jednim kilomolem plynu, tj. n m = 1). 

5.5.3 Zmena za stale teploty — izotermicka, T = konst. 

Teplota pocatecniho stavu T\ zustava stejna a tedy i teploty konecneho stavu T 2 = Tx, (dT = 0). 
Stav plynu popisujeme objemem a tlakem 

pxVx = p 2 V 2 = n m R,Tx = n m RT 2 = konst. Boyleuv-Mariottuv zakon (5-17) 

Soucin objemu a tlaku je konstantni (Boyleuv-Mariottuv zakon). 

Izotermicka zmena je v pracovmm diagramu (obr. 5.8) znazornena carou zvanou izoterma. 
Predstavuje ji cast vetve rovnoose hyperboly, jejiz asymptoty jsou souradnicove osy. Izotermy 
pro ruzne teploty meni tvar i polohu. 

Z prvni termodynamicke vety (viz rovnice 5.10 za soucasne platnosti dU = 0) plyne, ze vnitfni 
energie idealmho plynu pfi izotermicke expanzi se spotfebuje na praci, kterou plyn vykona proti 
vnejsim silam, tj. 

5 Q = pdV = SW' (d U = 0). 

3 Protoze V s= (».,„ ll/p)T = konst. T pri p =konst. 
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5.5. STAVOVE ZMENYIDEALNIHO PLYNU 


{obr3.2-8} 

{3.2-13} 

{Nova3.2-13} 

LAdiabaticka} 

{3.2-1313} 

fova3.2-1313} 

{3.2-131313} 



Prace W[ 2 vykonana plynem pri zmene z pocatecmho stavu 1 (o tlaku pi, objemu V\) do 
konecneho stavu 2 (p 2 , V 2 ) je rovna dodanemu teplu Q\ 2 (p vyjadrime ze stavove rovnice ve 
tvaru p = nn y ?T ) 

2 v 2 

Q 12 = w {2 = J pdV = n m RT\ J^= n m RTi In ^ . (5.18) 

i Vi 

Tato prace je znazornena v p-V diagramu na obr. 5.8 plochou pod izotermou ze stavu 1 do 
2. Pri izotermicke expanzi (V 2 > Pi) dodavame teplo a plyn kona kladnou praci. Pri izotermicke 
kompresi (Pi > V 2 ) se teplo plynu odnima, ale teplota se nemeni a kompresni prace okoli je 
stejna, jaka byla v predchozim pripade prace vykonana plynem pri jeho rozpinani, tj. 1P( 2 - 
Molovou tepelnou kapacitu pri izotermicke zmene dostaneme formalne die definice 

= (5 - 19) 

Nekonecne velika molova tepelna kapacita znamena, ze privadene teplo nezpusobi rust tep- 
loty, ale plyn kona ekvivalentni praci. Pri expanzi 5Q > 0 a cr ^ +oo, pri kompresi 6Q < 0 
a ct —> — oo. 

5.5.4 Zmena adiabaticka 

Adiabaticka zmena probiha v soustave za dokonale tepelne izolace od okoli. Podminkou teto 
zmeny je 6Q = 0. Mechanicky vsak soustava izolovana neni. Adiabaticka zmena je charakteri- 
zovana zmenou tlaku, objemu i teploty. 

Z prvni termodynamicke vety (rovnice 5.10) dostaneme pro n m kilomolu idealniho plynu 

n m c v dT + pdV = 0. (5.20) 

Abychom tento dej graficky znazornili v pracovnim diagramu, musime zmenu teploty vyjadrit 
pomoci zmen tlaku a objemu. Pouzijeme-li stavove rovnice v diferencialnim tvaru 

pdV + Vdp = n m RdT , (5-21) 

pak vyloucenim d T z 5.20 a 5.21 a pouzitim Mayerova vztahu c p = cy + R dostaneme 
dV dp 

Cp— + Cy— = 0 (5.22) 
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ssRceKappa} 

{3.2-14} 

{ram-120} 


{obr3.2-9} 


{obr3.2-10} 


Po zavedeni Poissonovy konstanty 

C P _ /z 

c v 

a po provedeni separace promennych nabude rovnice 5.22 tvar 


a integraci pak 


dV _ dp 

K V ~ v 


(5.23) 


pV K = konst. Poissonova rovnice (5-24) 

Tato rovnice popisuje v pracovnim diagramu stavy, kterymi plyn pri adiabaticke zmene prochazi, 
a nazyvame ji Poissonovou rovnici. Krivka v pracovnim diagramu se nazyva adiabata (obr. 5.9). 
Adiabata je vsude strmejsi nez izoterma, nebot’ k > 1. 




Obr. 5.10 


Adiabaty se kvalitativne podobaji izotermam (obr. 5.10), ale mezi stavovymi zmenami je 
zasadni rozdil. Pri adiabaticke zmene je dokonala tepelna izolace systemu, pri izotermicke zmene 
je dokonaly prenos tepla. Pri adiabaticke zmene plyn kona praci na ukor vnitrni energie, pri 
izotermicke zmene zustava vnitfni energie konstantni. 

Praci n m kilomolu plynu pri adiabaticke expanzi 4 dostaneme z rovnice 

8W' = pdV = -n m c v dT 

4 Plati 5Q = n m c v dT + pdV; 5Q = 0 -+ pdV = -n m c v dT. 
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integraci 

2 t 2 

{3.2-15} W[ 2 = J pdV = —n m cy JdT = n m c v {T i - T 2 ) , (5.25) 

1 Ti 

nebo dosadime-li za p z Poissonovy rovnice 5 (5.24) , tj. p = konst./P K : 
y 2 F 2 

W[ 2 = konst. J = konst. J V~ K dV = —konst. (V ^ re+1 — = 

Vi P 

= (konst. ^ - konst .= y^-j-(piPi - p 2 V 2 ) = ~ T 2 ). 

Tento vysledek je shodny s (5.25), uvedormme-li si, cemu se rovna vyraz R/(k — 1). Prace 
plynu je znazornena v diagramu na obr. 5.9 plochou pod adiabatou ze stavu 1 do stavu 2. 


5.5.5 Zmena polytropicka 

'olytropicka} 

Izotermicka, ani adiabaticka zmena neni presne realizovatelna. Skutecne expanzni a kompresni 
deje muzeme zobrazit v p-V diagramu carami typu pV n = konst., ktere se nazyvaji polytropy. 
Polytropicka zmena je dej, pri kterem merna tepelna kapacita systemu zustava konstantni 


c = konst. 


SQ \ 

n m ATj ' 


Merna tepelna kapacita v tomto pripade predstavuje mnozstvi tepla potrebne ke zvyseni teploty 
o 1 K latkoveho mnozstvi 1 kilomolu pri dane polytropicke zmene. Odvodime rovnici polytropy 
pro idealni plyn z prvni termodynamicke vety pro jeden kmol plynu ve tvaru 


{3.2-16} 


8Q = dU + pdV -*• cdT = c v dT + pdV. 


(5.26) 


V ziskane rovnici vystupuji vsechny pri parametry: p, V a T. Jeden z nich muzeme vylou- 
cit pouzitim stavove rovnice. Abychom dostali rovnici polytropy lined v promennych p a V, 
vyloucime T. Zdiferencujeme stavovou rovnici pro jeden kilomol pV = RT: 


{3 .2-17} pdV + Vdp = RdT. (5.27) 

Z rovnic (5.26) a (5.27) vyloucime dT a usporadame stejne cleny, dostaneme 
(c — cy — R)pdV + (c — cy)Vdp = 0 . 

Vyuzitim Mayerova vztahu (5.13) a podelenim rovnice pV. dostaneme diferencialni rovnici 


{3.2-18} 

O 

II 

S' 

(5.28) 

jejiz reseni je 

{3.2-Noval8} 

(c — c p ) In V + (c — cy) hip = Konst. 

(5.29) 


Tuto rovnici podelime (c — cy) (to je mozne, jestlize plati c / cy), 

- ° p \ In P + In p = In (konst.), 

(c - Cy) 

5 (pV K = konst.) 
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{3.2-19} 


{ExpPolytr} 


{obr3.2-11} 


{3.2-20} 


pak rovnici odlogaritmujeme a dostaneme 



pV n = konst., rovnice polytropy 

(5.30) 

kde 


n _ c —31 exponent polytropy 
c — cy 

(5.31) 


je exponent polytropy. K urceni charakteru polytropicke zmeny pro c = cy vyjdeme z rovnice 
(5.29). Tato rovnice nabude tvar ( c—Cp ) In V = Konst, odkud je videt, ze V je v prubehu procesu 
konstantnl. Pri c = cy se tedy jedna o izochoricky dej. Pro realne plyny polytropicky exponent n 
ma hodnotu 1 < n < k. Pro n = 1 je polytropa izotermou a pro n = k je adiabatou (obr. 5.11). 



Vsechny vratne zmeny muzeme povazovat za zvlastni pripady polytropicke zmeny. Je-li n = 
0, pak pV° = konst., cili p = konst, a dostavame izobaru. 

Pro n —> oo 

lim pV n = konst., lim = konst. 1 / 71 = K , lim pnV = 1, takze V = K 


a predstavuje zmenu izochorickou. 

Pro vypocet prace pro polytropickou zmenu ze stavu 1 do stavu 2 napiseme rovnici polytropy 
ve tvaru 

pV n = piVi = P 2 V 2 , 

kde pi, V\ a P 2 , V 2 jsou hodnoty tlaku a objemu v pocatecnim a koncovem stavu. Vyjadrime 
tlak p pomoci objemu V v pocatecnim stavu 

p = Pl ViV^ n . 


2 , 


Dosadime-li za tlak do rovnice pro praci vykonanou plynem pri prechodu ze stavu 1 do stavu 
dostaneme 

V 2 Vs 

w; 2 = JpdV = P1 Vr I ^ . (5.32) 

Vi Vi 
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Pro n / 1 je integral roven 



dV_ 1/ 1 1 

V» ~ n- 1 VPi n “' 


po dosazeni do rovnice (5.32) vyjde 


{3.2-21} 



(5.33) 


Pouzijeme-li stavove rovnice (viz (4.4)) pro n m = M / M m kilomolu, lze pocatecni stav plynu 
vyjadrit 


PlVl ^^ RTu 


a rovnice pro praci nabude tvaru 



(5.34) 


{3.2-22} 


Vyrazy (5.33) a (5.34) popisuji praci vykonanou idealnim plynem pri libovolnem polytro- 
pickem procesu, vyjma izotermickeho procesu, ponevadz jsme z naseho reseni vyloucili moznost 
n = 1. 


{pr3.2-2} KP 5.5-1 


Jak se zmeni vnitrni energie 0,003 kmol kysliku O 2 pri ohrati z 10 °C na 60 °C, probiha-li proces 

a) pri konstantnim objemu, 

b) pri konstantnim tlaku, 

c) ohreje-li se plyn nasledkem adiabatickeho stlaceni? 

Vypoctete, kolik tepla je zapotrebi k tomuto ohrati pri uvedenych dejich. 

Re.se.ni: 

Predpokladejme, ze se kyslik chova jako idealni plyn. Pak zmena jeho vnitrni energie je umerna 
zmene teploty a nezavisla na ostatnich velicinach. Tedy pri vsech uvedenych dejich je 


A U = n m c v AT = n m ^RAT = 3 ■ 10" 3 kmol ^ 8 314 J kmol" 1 K" 1 • 50 K = 3,12 ■ 10 3 J . 


• Pri deji za konstantniho objemu plyn praci nekona (W[ 2 = 0) a podle prvni termodyna- 
micke vety A U = A Q, tj. zmena vnitrni energie je primo rovna dodanemu teplu. 

• Pri deji za konstantniho tlaku jen cast dodaneho tepla zvysi vnitrni energii, zbytek se 
pfemeni v praci, kterou plyn soucasne kona 


Q 12 = AU + W[ 2 . 

Je tedy zapotrebi vice tepla (c p = cy + R= |R + R = ^R) 

Q 12 = n m CpAT = 3 • 10" 3 kmol ^ 8 314 J kmol" 1 K" 1 50 K = 4,37 ■ 10 3 J . 


• Pri adiabatickem deji je teplo Q plynu dodane Q = 0 a zmena vnitrni energie je tak rovna 
praci vnejsich sil A U = —pdV = — W[ 2 = lPi 2 - 
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5.6 Tepelne stroje a Carnotuv kruhovy dej 

;rojeaCarnot} 

Tato cast je pro termodynamiku dulezita. Jsou v ni vylozeny zakladni pojmy a ve- 
liciny: kruhovy dej (odst. 5.6.1), Carnotuv kruhovy dej (odst. 5.6.2) a tepelne stroje 
(odst. 5.6.3). V odst. 5.6.4 je zavedena a vysetrena absolutm termodynamicka stupnice 
teploty. TJcinnostl nevratnych deju se zabyva odst. 5.6.5, kde je vyslovena i Carnotova 
veta. 

Q[\. I) Definovat a vylozit pojmy, veliciny a zakonitosti uvedene v rameccich. 

II) Samostatne resit priklady uvedene v tomto textu a podobneho typu, reseni 
zduvodnit a nakreslit nacrtky. 


KruhoveDeje} 


{obr3.2-12} 


5.6.1 Kruhove deje 

Z predchozich uvah plyne, ze v kruhovych dejich nelze vsechno prijate teplo zcela premenit na 
praci. K premene tepla v praci je treba prevest pracovni plyn po skoncene expanzi opet do 
pocatecniho stavu, aby plyn mohl opet expandovat. 

Necht’ soustava prechazi expanzi z rovnovazneho stavu 1 do stavu 2 (obr. 5.12) a pak kompresi 
ze stavu 2 do puvodniho stavu 1. Predpokladejme, ze zvetseni objemu se deje podel krivky 1- 
a- 2. Stlacovani muze probihat podel teze krivky v opacnem smeru 2-a-l za stejnych teplot 
a tato prace, kterou nyni plyn pri expanzi vykona, se rovna praci, kterou vykonaly vnejsi sily pri 
kompresi. Komprese vsak muze probihat jinak, napr. podel krivky 2-6-1. Soustava pak prochazi 
jinymi teplotami nez pri expanzi. 





Kazdy dej zobrazeny v pracovnim diagramu uzavrenou krivkou se nazyva kruhovy dej nebo 
cyklus. Prace vykonana systemem pri prechodu ze stavu 1 do stavu 2 je vyznacena plochou 
obrazce l-a-2-3-4-1. Tato prace W[ > 0. Prace pri stlacovani, tj. pri prechodu systemu ze 
stavu 2 po krivce b do stavu 1, je znazornena plochou obrazce 1-6-2-3-4-1, tato prace W 2 < 0. 
Uhrnna prace W' > 0 vykonana systemem je vyjadrena plochou uvnitr krivky. 

Vnitfni energie U systemu je stavovou funkci a jeji zmena je urcena jen pocatecnim a konec- 
nym stavem. Po pruchodu cyklem je system v puvodnim stavu, zmena vnitfni energie je proto 
rovna nule. Z prvni termodynamicke vety d U = 6Q + SW (viz napr. (5.10)) plyne 


0 = 


6Q 4 


b 5Q 


SW. 


Integral / SQ urcuje celkove teplo dodane systemu a f SW = W{= —W') celkovou praci 
vnejsich sil, tedy Q = —W(= W'). Podle obr. 5.12 je teplo prijate pri rozpinani plynu Q\ > 0 
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{3.2-23} 

{ram-121} 


{Nova5.24} 


LOtuvKruhovy} 


{Nova5.25} 


{Nova5.26} 


{Nova5.27} 


a prace vykonana plynem W[ > 0, pri kompresi pak teplo prijate Q 2 < 0 a vykonana prace 
W 2 < 0 . Tedy Qi + Q 2 = W[ + W 2 . Celkova prace vykonana plynem W' = W[ + W 2 je vsak 
kladna. Soustava, ktera prijala teplo Q\ > 0 a odevzdala teplo Q' 2 > 0 , pak vykona praci 
W' = Q 1 — Q 2 . Soustavu, ktera provadi takovyto cyklus, nazyvame tepelny stroj. 

Pri konani prace na ucet dodaneho tepla soustave je splnen zakon zachovani energie. Pro 
praxi ma vyznam ta cast prijateho tepla Q 1 , ktera se pfemehuje v praci W'. Zavadi se pojem 
ucinnosti 6 cyklu 

77 = = < ^ 1 . ucinnost cyklu (5.35) 

Qi Q 1 

Obraceny cyklus probiha pri expanzi podel krivky 1-5-2 a pritom kona praci W 2 > 0 a prijima 
teplo Q 2 > 0 , pri stlacovani probiha po draze 2-a-l, pricemz odevzda teplo Q[ > 0 a vnejsi 
sily vykonaji praci W\ > 0 (W[ < 0). Uhrnna prace vykonana plynem, tj. W' = W 2 + W[, je 
zaporna, prace vnejsich sil W = —W' je kladna. Odevzdane teplo systemem Q[(> 0) je vetsi, 
nez teplo prijate Qz(> 0 ), a proto pro ne plati 

Q[ = Q 2 + W. (5.36) 

Stroj, ktery pracuje podle tohoto cyklu, je chladici stroj. Expanze probiha pri nizsich teplotach 
nez komprese, stroj prijima teplo pri nizsich teplotach a odevzdava je pri teplotach vyssich. 

5.6.2 Carnotuv kruhovy dej 

V termodynamice ma zakladni teoreticky vyznam kruhovy dej skladajici se z izotermicke a adi- 
abaticke expanze soustavy, po nichz nasleduje izotermicka a adiabaticka komprese do vychoziho 
stavu. Tento cyklus se nazyva Carnotuv kruhovy dej (obr. 5.13). Pri izotermickych dejich je 
pracovni latka v tepelnem styku se zdrojem nebo jimacem tepla. Pri adiabatickych zmenach je 
tepelne dokonale izolovana. 

Predpokladejme, ze pracovni latkou je jeden kilomol idealmho plynu. Z pocatecniho stavu 
1 charakterizovaneho tlakem pi. objemem V\ a teplotou T\, prejde plyn izotermickou zmenou 
do stavu 2 ( P 2 , V 2 , Ti), pricemz ziska 7 od tepelneho zdroje (okoli) teplo Q\ > 0 a vykona praci 
\V[ > 0 danou vztahem 8 

v 2 

0 <W[ = Qi = f pdV = RTihiy-. (5.37) 

Vi 

Prechod ze stavu 2 (p 2 , V 2 , T\) do stavu 3 (p;i , V 3 , T 2 ) probiha adiabatickou expanzi, pri niz 
teplota klesne z T\ na T 2 a praci plynu (kladnou) urcime (viz napr. (5.25)) ze vztahu 

0 < W 2 = cy (T} - T 2 ) • (5.38) 

Ze stavu 3 (p;i , V 3 , T 2 ) do stavu 4 ( 754 , V 4 , T 2 ) prechazi plyn izotermickou kompresi a odevzdava 
teplo Q 2 > 0. K uskutecneni komprese vykona okoli kladnou praci 

0 < W 3 = Q' 2 = -RT 2 In vy (= ~Wi ). (5.39) 

P 3 

6 Obsahuje v podilu to, co chceme ziskat (v tomto pripade praci), s tim, cim musime „zaplatit“, tj. s dodanym 
teplem. 

7 Tedy okoli plynu doda teplo Qi > 0. 

8 Ze vztahu (5.18) SQ = cvdT + pdV totiz pro dT = 0 (pro izotermicky dej, tedy T = konst.) plyne napr. 
rovnice (5.18). 
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{obr3.2-13} 



- — I L 
U 


adiabaticka 

expanze 


t 2 Jlq' 2 I L 

U 


izotermicka 

komprese 


I L 

i I — 


adiabaticka 

komprese 


Do puvodniho stavu 1 (pi, Vi, Ti) se plyn dostane adiabatickou kompresi, teplota se zvysi z T 2 
na T \, pritom plyn vykona zapornou praci 

{Nova5.28} 0 > W' A = c v (T 2 - Ti) . (5.40) 


Aby se plyn pri adiabaticke kompresi vratil do puvodniho stavu 1, musi byt splnena podminka 
Vo 14 

(Nova5.29} — = — , (5.41) 

ktera plyne z podminky, ze stavy 1 a 4 lezi na stejne adiabate, p\V{ v = piV£ a stavy 2 a 3 
rovnez na adiabate p 2 Pf = PsV'a- Dosadime-li do uvedenych vztahu ze stavove rovnice pro 
jeden kilomol plynu p\V\ = RT\, p 2 F 2 = RTi, P 3 V 3 = RT 2 , P 4 V 4 = RT 2 a rovnice upravime, pak 
dostaneme 

/g s4 _i 2 (Y^T 1 -1 k 

VpJ Ti a v^y Ti’ 

z cehoz ihned plyne zadana podminka. 

Prace, kterou vykonal plyn pri jednom cyklu, je 


(Nova5.30} 


W' = W{+W^+Wi+Wi = RTi In ^+cv(T 1 -T 2 )+RT 2 In ^+c v (T 2 -T 1 ) = RT X In 


V 2 

Pi 


+RT 2 h3, 
(5.42) 
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{Nova5.31} 

ipelneStroje} 

{3.2-24} 

{ram-122} 


{3.2-25} 


{obr3.2-14} 


nebot’ prace Wl 2 a W 4 se pri adiabatickych zmenach kompenzuji. 

Z platnosti vztahu (5.41) pak plyne, ze celkova prace vykonana plynem bude 

, V? Vk Vo Vo Vo 

W' = RTi In ^ - RT 2 In = i?Ti In -A - RT 2 In = R In -A {T x - T 2 ) > 0 . (5.43) 

V\ V4 V\ V\ V\ 


5.6.3 Tepelne stroje 


Pro ucinnost tepelneho Carnotova cyklu plyne z (5.35) 

_ W' _ _ Ti — T 2 _ Qi — Q' 2 ucinnost tepelneho , ^ 

V ~ Qi~ RT\ In y- ~ Ti ~ Qi Carnotova cyklu ^ ' > 

Ucinnost 77 Carnotova kruhoveho deje zavisi tedy jen na teplote zdroje tepla T} a na teplote 
jimace T 2 . Cim vetsi je rozdil mezi T\ a T 2 , tim je 77 vetsi - tim vetsi cast tepla prijimaneho ze 
zdroje se premeni na praci a tim mene tepla odevzda jimaci tepla. tJcinnost tepelneho stroje by 
se rovnala jedne, jen kdyby T 2 = 0, tj. teplota jimace by se rovnala absolutni nule. 

Protoze Carnotuv cyklus je dej vratny, lze jej vykonat i v obracenem smeru. Stroj provadejici 
obraceny Carnotuv cyklus je idealni chladici stroj, pri kterem plyn odebere chladnejsimu telesu 
teplo Q 2 {> 0 ) (to „chceme“) a odevzda teplejsimu telesu teplo Q / 1 (> 0 ) a vnejsi sily konaji praci 
W{> 0) (tim „platime“). Chladici stroj tedy pracuje s ucinnosti 


Q2 _ Q2 
W Q[ - Q 2 


— -— , ucinnost chladiciho stroje 

T\ - T 2 


(5.45) 


ktera udava mnozstvi tepla cyklem odejmute ochlazovanemu telesu pri dodani jednotkove me- 
chanicke prace. Schematicky je funkce tepelneho a chladiciho stroje konajiciho vratny Carnotuv 
dej v primem i obracenem smeru znazornena na obr. 5.14 a obr. 5.15. Na obr. 5.14a a obr. 5.15a 
je znazornen tepelny stroj a chladici stroj. 
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{obr3.2-15} 


iniceTeploty} 


{3.2-26} 



a) b) 

Obr. 5.15 


tJcinnost techto stroju je maximalm, kdyz splnuji podminku 

Qi = Q[n 

Q ' 2 Q 2 t 2 ’ 

a je podle vztahu (5.44) vzdy mensi nez jedna. Na obr. 5.14b a obr. 5.15b je znazornen nereali- 
zovatelny tepelny stroj a chladici stroj majici ucinnost rovnou jedne. 

5.6.4 Absolutm termodynamicka stupnice teploty 

Termodynamicka teplotni stupnice je definovana na zaklade vztahu (5.44) pro tepelnou ucinnost 
vratneho Carnotova deje, ktera nezavisi na pouzite latce. Tato rovnice byla odvozena pro idealni 
plyn, ale podle Carnotovy vety je ji mozno zobecnit i na Carnotuv vratny dej s hbovolnou 
pracovni latkou. Pro danou latku pfi Carnotove vratnem deji je dulezite vybrat vhodne izotermy 
a adiabaty tak, aby byly presne splneny definovane pozadavky, tj., aby dej probehl mezi presne 
definovanymi teplotami. 

K definovani absolutm termodynamicke stupnice teploty se pouziva merneho systemu re- 
alizovaneho termostaty s tajicim ledem a vrouci vodou za normalnlch podminek, jimz prislusi 
izotermy s teplotami 0 a 100 Celsiovy stupnice. Izoterma s teplotou T (lezi v p-V diagramu mezi 
izotermami To a Tioo) reprezentuje termostat, jehoz teplotu chceme zmerit. Tento termostat je 
vyhodne realizovat jako tajici soustavu (nebo varici se) chemicky cistou latkou jako pfi To a Tioo- 
Takove soustavy jsou vhodne protoze; 

1 . automaticky si udrzuji konstantni teplotu; 

2 . dodane (odebrane) teplo v laznich muzeme zmerit podle zmeny relativniho obsahu fazi, 
ktere jsou zde v rovnovaze, pritom vyuzit znalost merneho skupenskeho tepla tani (varu) 
latky. 

Pfiradime-li teplote To vhodnou ciselnou hodnotu, napr To = 273,16 K pro trojny bod vody, 
je teplota latky T, kterou chceme merit, urcena vztahem 

T = T 0 ^-, (5.46) 
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itNevratnych} 


{3.2-Nova26} 


{3.2-27} 


{3.2-28} 


v nemz Q je teplo, ktere latka pracujici ve vratnem Carnotove deji prijme pri teplote T, a Q' 0 
je teplo, ktere latka odevzda pri teplote To. Tim je rnefeni teploty prevedeno na mereni tepla, 
a to nezavisle na pracovni latce. 

Poznamka: Experimentalne byla urcena hodnota pro bod tani ledu 273,15 K. Tento lidaj prislusi 
absolutni plynove stupnici. Vysledek potvrzuje, ze plynova absolutni stupnice a termodyna- 
micka absolutni stupnice jsou identicke. Definici termodynamicke stupnice vypracoval Kelvin 
(v roce 1848) a nazyva se take Kelvinova stupnice teploty. Tato stupnice nepripousti zaporne 
teploty. 


5.6.5 Ucinnost nevratnych deju 

Idealni plyn konajici vratny dej nahradime libovolnou latkou a budeme hledat ucinnost tohoto 
deje. Oznacme ucinnost Carnotova deje s idealnim plynem rj t a jinou latkou r) r a predpokladejme, 
ze rj r > rji. Pro prirny smer kruhoveho deje (pro tepelny stroj) dostaneme pro praci vykonanou 
systemem z rovnice pro ucinnost rj = W'/Qi vztah W' = r]Q i a nahradime-li Qi ze vztahu 
W' = Qi — Q' 2 —»• Qi = W' + Q' 2 , dostaneme 

w' = r,(W' + Q 2 ) = TjW + r)Q 2 ^W'= • ( 5 - 47 ) 

Pro obraceny smer (chladici stroj) plati pro ucinnost vztah (5.45) 

_ Q 2 _ —Q '2 _ Q 2 
~ W ~ —W ~ W' ’ 


do ktereho muzeme dosadit z rovnice (5.47) napr. za W’, a dostaneme 

£= J_(l Z1Lq 2 = X ~ r] 

Q2 v 2 V 

Timto zpusobem muzeme ziskat pro obraceny smer vztah pro praci W 

_ Q2 _ V 


We = Q 2 —> W = 


1-7? 


q 2 . 


Kruhovy dej s libovolnou latkou probehne /i-krat za sebou v primem smeru (tepelny stroj) mezi 
zdrojem tepla o teplote T\ a jimacem teploty T 2 . Ziskame tak praci 


1 - rfr 


■ nQ' 2 r . 


(5.48) 


Carnotuv dej s idealnim plynem probehne m-krat v obracenem smeru (chladici stroj) mezi 
stejnymi teplotami. Vnejsi sily vykonaji praci 


1 - m 


■ mQ2,i 


(5.49) 


Cisla man volime tak, aby nQ 2r = rnQ 2 , t - Za predpokladu, ze r] r > rji plyne z (5.48) 
a (5.49) 

nWl = rj r (1 - rg) 1 

mWi rji (1 - r}r) ’ 

tj. probehne-li primy dej n-krat a obraceny m-krat, je celkova vykonana prace strojem nW^ — 
mWi kladna, tj. ziska se prace a pritom jimaci tepla je odvedeno prave tolik tepla, kolik od neho 
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bylo prijato (obr. 5.16). Oba stroje jako celek tvori perpetum mobile druheho druhu - ziskavame 
praci z tepla prijateho z tepelneho zdroje, jimaci se vsak zadne teplo nepredava. Jak uvidime 
v dalsich kapitolach, podle druhe termodynamicke vety perpetum mobile druheho druhu neni 
mozne. Tedy predpoklad rj r > r]i je chybny. 

Predpoklad r] r < r/i take neni mozny. Oba deje nechame probehnout v opacnem smeru a opet 
dostaneme perpetum mobile druheho druhu. 

Zbyva zaver, ze rj r = rji, tzn., ze ucinnost Carnotova deje pro jakoukoliv latku je stejna. 

Dokazme nyni, ze ucinnost libovolneho nevratneho tepelneho stroje je vzdy mensi nez ucin¬ 
nost vratneho stoje. Jeden tepelny stroj pracuje nevratne, druhy vratne. Je-li ucinnost nevrat¬ 
neho stroje rj n vetsi nez ucinnost vratneho stroje r] v (rj n > rj v ), bylo by mozne ziskanou praci 
nevratneho stroje pohanet stroj vratny, dalo by se tedy sestrojit opet perpetum mobile druheho 
druhu, coz neni mozne. Tedy plati rj n <rj v . 

Z techto vysledku plyne Carnotova veta. 

tJcinnost vsech Carnotovych vratnych deju pracujicich mezi stejnymi teplotami (T\ > T 2 ) je 
stejna a zavisi jen na obou teplotach. 

{ P r3.2-3} KP 5.6.3-1 - 

Izotermicka expanze v Carnotove cyklu probiha pri 400 K a izotermicka komprese pri 300 K. 
Behem expanze prejde do plynu 500 J tepla. Urcete: 

a) praci vykonanou plynem behem izotermicke expanze; 

b) teplo odevzdane plynem pri izotermicke kompresi; 

c) praci pri izotermicke kompresi; 

d) celkovou praci vykonanou strojem behem jednoho cyklu. 

Reseni: 

a) Prace W[ vykonana behem izotermicke expanze je rovna prijatemu teplu Q\ 

W[ = Q 1 = 500 J. 
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b) Ze vztahu (5.35) pro ucinnost Carnotova deje plyne pro teplo odevzdane plynem pfi izo- 
termicke kompresi 


% 

Tt 


Q'i 

Qi 


Q2 


= Q 1 


T2 

T t 


= 375J. 


c) Pfi izotermicke kompresi vykona okoli praci 

W 3 = Q' 2 = 375 J. 


d) Celkova prace vykonana strojem behem jednoho cyklu 

W 1 = W{ + W 3 = W[ - W 3 = Qt - Q' 2 = 125 J . 


5.7 Druhy princip termodynamiky a entropie 

’rincipTermo} 

Tato cast je dulezita pro posouzeni termodynamickych jevu. V odst. 5.7.1 je defino- 
vana druha termodynamicka veta. Entropie vratnych deju je vysetrovana v odst. 5.7.2 
a nevratnych deju v odst. 5.7.3. V odst. 5.7.6 je diskutovana entropie a druha veta ter¬ 
modynamiky a v odst. 5.7.7 entropie a pravdepodobnost. Treti veta termodynamiky 
je uvedena v odst. 5.7.8. 

Cil: I) Zpameti vztahy a uvedene zakony uvedene v rameccich. 

II) Definovat a vylozit pojmy, veliciny a zakony uvedene v casti „Obsah“. 

Ill) Samostatne resit priklady, reseni zduvodnit a nakreslit nacrtky. 

Prvni termodynamicka veta vyjadruje zakon zachovani energie. Muzeme uvazovat termo- 
dynamicke procesy, ktere sice zachovavaji energii, ale ve skutecnosti nikdy nebudou probihat. 
Napr. prilozime-li k sobe chladne a horke teleso, nikdy nenastane pripad, ze by horke teleso 
se vice ohralo a chladne ochladilo, presto, ze to neodporuje prvni termodynamicke vete. Plyn 
samovolne expanduje do vakua a pritom nekona praci. Nikdy nenastane obraceny proces. 

5.7.1 Druhy princip termodynamiky 

iruhyPrincip} 

Prvni termodynamicka veta neznemozhuje prevod prace liplne v teplo a naopak, pouze vyza- 
duje zachovani energie. Druha termodynamicka veta se zabyva otazkami, proc nektere procesy 
neprobihaji v prirode, i kdyz neodporuji prvni termodynamicke vete. 

Otazku, jak velkou praci lze obdrzet z tepla, ktere bylo odebrano z tepelneho zdroje, resil 
Carnot. Jeho zavery zobecnilt Clausius, Thompson a Planck v princip, ktery se nazyva druhou 
termodynamickou vetou. Existuji jeji ruzne formulace : 

{Clausius} I Teplo nemuze samovolne prechazet z telesa chladnejsiho na teplejsi (Clausius). 

V teto formulaci je podstatne slovo „samovolne“, protoze dodanim prace muze prejit teplo 
z telesa chladnejsiho na teplejsi. 

Neni mozne sestrojit periodicky pracujici stroj, ktery by jen ochlazoval tepelny zdroj a konal 
ipson,Planck} rovnocennou praci (Thompson, Planck). 


Takovy stroj se nazyva perpetum mobile druheho druhu. V teto formulaci je podstatne slovo 
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„periodicky“, ponevadz vratnou izotermickou expanzi idealniho plynu je mozne po omezenou 
dobu konat praci pouze z dodaneho tepla. 

V okoli libovolneho pocatecniho stavu termicky homogenniho systemu existuji adiabaticky 
nedosazitelne stavy (Caratheodory). 

Nenl mozne sestrojit perpetum mobile druheho druhu (Ostwald). 


5.7.2 Entropie pri vratnych dejich 

iPriVratnych} 

Prvnl termodynamicka veta se tyka jen pojmu vnitrni energie U. Druha termodynamicka veta 
se tyka termodynamicke veliciny zvane entropie, oznacovane S. Pomoci teto veliciny muzeme 
kvalitativne formulovat druhou termodynamickou vetu. Zacneme analyzou Carnotova deje. Pro 
ucinnost tohoto deje plati (5.35) 

_W' _ Qi- Q' 2 _ T 1 -T 2 
71 Qi Qi T X 5 

kde Q i(> 0) je teplo dodane plynu teplym zdrojem (zasobnikem), ktery se nachazi na teplote 
Ti, a Q' 2 (> 0) je teplo plynem odevzdane jimaci tepla, ktery se nachazi na teplote T 2 {< Ti). 
Polozime-li Q 2 = — Q 2 , pak upravou 9 dostaneme Clausiovu rovnici 

{3.2-29} 

{ram-123} 

Tato rovnice rika, ze soucet velicin ^ je pro Carnotuv dej roven nule. 

Clausiovu rovnici muzeme zobecnit pro libovolny vratny kruhovy dej. Obr. 5.17 ukazuje li- 
bovolny vratny dej prekryty mnozinou izoterem. Skutecny dej muzeme aproximovat tak, ze izo- 
termy spojime vhodne vybranymi adiabatami (obr. 5.18), cimz dostaneme soubor Carnotovych 
deju. Probehnuti jednothvych Carnotovych deju je presne ekvivalentni probehnuti puvodniho 
deje (obr. 5.19). 



^ ^ = 0 . Clausiova rovnice pro Carnotuv dej 

Ti T 2 


(5.50) 


{obr3.2-17} 


Obr. 5.17 


Je to proto, ze sousedni Carnotovy deje maji spolecnou izotermu a dve okrajove adiabaty 
ve smerech navzajem opacnych se rush Zvolime-li teplotni izotermami dostatecne male, muzeme 
libovolny skutecny dej aproximovat presne pomoci posloupnosti adiabat a izoterem. Kazdy ele- 
mentarni dej probiha obecne mezi jinymi teplotami. Pak muzeme pro izotermicko-adiabatickou 
soustavu car psat 


E 


A Q 
T 


= 0 , 


9 Ql+Qa _ T1-T2 _ 


Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brne 


250 







5. 7. DRUHY PRINCIP TERMODYNAMIKY A ENTROPIE 



V A 



nebo v limite pro infinitezimalm teplotm diferenci mezi izotermami 

{3.2-30} 

{ram-124} 

kde j> znamena, ze integral je vycislovan pres celou uzavrenou krivku, tj. zacina a konci v li- 
bovolne zvolenem bode krivky. Tuto rovnici nazyvame Clausiovou rovnici pro libovolny vratny 
kruhovy dej. 

Je-li integral nejake veliciny po uzavrene krivce roven nule, pak velicinu nazyvame stavovou 
velicinou, tj. ma hodnotu, ktera zalezi pouze na stavu systemu a ne na zpusobu, jakym byl 
dosazen. V tomto pripade velicinu S nazyvame entropii a plati 

{3.2-31} 

{ram-125} 

Hlavni jednotkou entropie sytemu je J K _1 . Vztahujeme-li entropii na jednotku latkoveho mnoz- 


SQ 


(5.52) 


(5.53) 
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{obr3.2-20} 

{3.2-32} 

{ram-126} 

{pr3.2-4} 


stvi nebo hmotnosti, pak jednotka molove entropie je JK 1 mol 1 a jednotka merne entropie 
J K _1 kg _1 . 

Vlastnosti stavove veliciny § dS = 0 muzeme vyjadrit tvrzenim, ze f d S mezi dvema rovno- 
vaznymi stavy ma stejnou hodnotu pro vsechny vratne 10 cesty spojujici tyto dva stavy. Rovnici 
(5.52) muzeme psat ve tvaru 

2 l 

J dS + J dS = 0 , 

1(a) 2(6) 

kde 1 a 2 jsou libovolne volne stavy a (a) a (6) popisuji cesty spojujici oba body vyjadrujici 
stavy (obr. 5.20). Protoze dej je vratny, muzeme psat 

2 2 2 2 

J dS - J dS = 0 -> j dS= J dS. 

1(a) 1(6) 1(a) 1(6) 

2 

Posledni rovnost nka, ze velicina J d S mezi dvema rovnovaznymi stavy 1 a 2 systemu nezavisi 
na ceste spojujici tyto stavy. Cesty (a) i (6) jsou zcela libovolne. 



V 

Obr. 5.20 


Zmena entropie mezi dvema stavy 1 a 2 je 
2 2 

S 2 — S\ = J dS = J ■ zmena entropie pro vratny dej (5.54) 


Hodnota tohoto integralu nezavisi na integracni ceste - muzeme jej tedy vycislit pro libovolny 
vratny dej (tj. libovolnou krivku) spojujici tyto stavy. 


KP 5.7-1 


Odvod’te vztah pro zmenu entropie n m kilomolu idealniho plynu, prejde-li plyn vratnym zpu- 
sobem ze stavu 1 {pi, Vi, Tj) do stavu 2 ( p 2 , V 2 , T 2 ). 

Resem: 

Pri elementarni zmene stavu plynu, ktera probiha pri teplote T a pri niz plyn prijme teplo SQ, 
je zmena entropie 


dS = 


SQ 
T ' 


10 Tj. takove, u kterych zname stavove „souradnice“ p,V, a T, kterymi plyn prochazi ze stavu 1 do 2. Jinak 
bychom totiz nemohli integral spocltat. 


Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brne 


252 







5. 7. DRUHY PRINCIP TERMODYNAMIKY A ENTROPIE 


■iNevratnych} 


{obr3.2-21} 


Podle prvnl termodynamicke vety je 8Q = dU + 8W'. tedy 

d5 = ~(d U + 8W') = ~( n m c v dT + pdV) = n m (c v ^ + R ^ .) 

Pri liprave jsme pouzili stavove rovnice (4.4) idealniho plynu 11 . Zmena entropie pri vratnem 
prechodu systemu ze stavu 1 do stavu 2 je 

2 t 2 v 2 

AS = S 2 -S 1 = J dS = n m c v J ydT + n m R J ydV = n m {c v ln^ + iiln y) . 

1 'E Vi 


5.7.3 Entropie pri nevratnych dejich 

Velky vyznam ma prubeh entropie pri nevratnych dejich, nebot’ umoznuje kvantitativne formu- 
lovat druhou termodynamickou vetu. Entropie, stejne jako ostatni stavove veliciny, zavisi pouze 
na stavu systemu - musime byt tedy schopni vypocitat zmenu entropie i pro nevratne deje, s po- 
zadavkem, aby zacinaly a koncily v rovnovaznem stavu. Urcime zmenu entropie dvou dulezitych 
druhu nevratnych zmen - volnou expanzi a vedeni tepla. 

5.7.4 Volna expanze 

Mejme v kalorimetru umisteny dve nadoby spojene kohoutkem (obr. 5.21). Jedna je naplnena 
plynem, ve druhe je vakuum. Po otevreni kohoutku vyplni plyn obe nadoby. Plyn se rozpinal 
do vakua, nekonal zadnou praci (neposouval zadne steny, pist atd.), tj. W' = 0. Protoze plyn je 
uzavren tepelne nevodivymi stenami, nenastala vymena tepla s okolim, tedy Q = 0. Jen objem 
plynu se zmenil z hodnoty Vj na V 2 (V 2 > V%). Je-li Q = 0 a W = 0, pak z prvni termody¬ 
namicke vety plyne A U = 0, neboli U 2 = U\, kde 1 a 2 odpovidaji pocatecnimu a konecnemu 
rovnovaznemu stavu. Jedna-li se o idealni plyn, pak U zavisi pouze na teplote a ne na tlaku 
a objemu —> T\ = T 2 (viz odst. 4.5). 



Volna expanze je nevratny dej, protoze ztracime kontrolu nad stavovymi „soufadnicemi“ 
prostredi p, V a T hned po otevreni kohoutku mezi obema nadobami. Existuje rozdil entropii 
mezi konecnym a pocatecnim rovnovaznym stavem, ale nemuzeme jej vypocitat ze vztahu (5.54), 
protoze ten plati (jsme schopni jej urcit) jen pro vratny dej. 

Vypocet rozdilu entropii provedeme tak, ze najdeme vratnou cestu (libovolnou), ktera popi- 
suje oba rovnovazne stavy 1 a 2 a vypocet provedeme pro tuto cestu. Vhodnou vratnou zmenou 
u pV = n m RT -> f = -> = limfldv: 
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je izotermicka expanze z V± na V 2 ( V 2 = 2Vi). Toto odpovida izotermicke expanzi provedene 
mezi body 1 a 2 Carnotova deje. Rozdil entropii pak vypocteme 
2 

S 2 -Si = Jf = n m Rln y = n m Rln2. 

Toto je kladna hodnota - entropie systemu pri nevratnem adiabatickem deji roste. 


5.7.5 Vedem tepla 

Uvazujme dve stejna telesa, jedno (teple) ma teplotu T% a druhe (studene) T 2 (Ti > T 2 ). Obe 
telesa vlozime do nadoby s tepelne nevodivymi stenami, takze po urcite dobe dosahnou spolecne 
teploty T'. Proces je adiabaticky nevratny, protoze teplo se behem procesu s okollm nevymenuje. 

Pro vypocet zmeny entropie systemu behem procesu musime najit vhodny vratny dej, ktery 
zacina a konci ve stejnych rovnovaznych stavech. Vypocet provedeme takto: pouzijeme tepelny 
zasobnlk, jehoz teplotu muzeme plynule menit. Zasobnik ma nejdrive teplotu T\, tedy teplotu 
teplejsiho telesa. Jeho dno pak dame do styku s timto teplejsim telesem a zacneme pomalu 
vratne snizovat teplotu zasobniku na teplotu T' <T\. Teple teleso tak ztraci entropii A5i(< 0) 


A5i 



6Q 
T ’ 


kde 5Q' > 0 je teplo, ktere teplejsi teleso odevzda pri teplotach, ktere jsou vyssi nez T'. 

Nyni uvazujme, ze ma zasobnik teplotu T 2 a pomalu ji zacneme zvysovat (vratne) na vy- 
slednou teplotu T' > T 2 tentokrat v kontaktu s chladnejsim telesem. Chladnejsi teleso prijima 
teplo 8Q > 0, zvysuje se jeho entropie a jeji zmena A < S' 2 (> 0) se rovna 


A S 2 = 


/f- 


t 2 


Obe telesa jsou na teplote T' a system, ktery se sklada z techto dvou teles, je v konecnem 
rovnovaznem stavu a plati samozrejme, ze teplo „vydane“ teplejsim rovna se teplu „pfijatemu“ 
studenejsim, tj 8Q' = 8Q . Celkova zmena entropie AS pro cely system je pak rovna souctu 
jednotlivych zmen ASi a A S 2 


{3.2-33} 


S 2 - Si = AS, + AS 2 = - j + j ^ . 

Ti T 2 


(5.55) 


Plati sice 8Q' = SQ(> 0), ale prvy integral 


T' 



je provaden pri stale vyssi teplote nez integral druhy (delime tedy vetsim cislem), proto 



8Q 

T 
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{3.2-34} 


{3.2-35} 


{3.2-36} 


a S 2 — Si > 0. Entropie systemu tedy celkove pri tomto nevratnem adiabatickem deji vzrostla. 

Vypocet zmeny entropie pri realnem deji soustavy bez okoli provedeme nasledovne. Vybe- 
reme libovolny vratny dej, ktery ma stejny pocatecni a konecny rovnovazny stav jako realny dej. 
Vsechny takto zvolene vratne deje povedou ke stejne zmene entropie, protoze tato zavisi pouze 
na pocatecnim a konecnem stavu a ne na ceste, kterou je system preveden z jednoho stavu do 
druheho, at’ je vratny nebo nevratny. 

Rust entropie pri nevratnych dejich v izolovanych soustavach lze dokazat obecne. Necht’ 
ucinnost nevratneho Carnotova deje rj n je mensi, nez ucinnost vratneho Carnotova deje rj v 

_Qi~ Q'2 Ti - T 2 _ . . 

Vn — q-^ < ^7 ~ Vv ■ (5.56) 

Nahradime-li teplo Q' 2 odevzdane strojem chladnejsi lazni teplem Q 2 prijatym od chladnejsi 
lazne (Q 2 = ~Q 2 ), lze predchozi rovnici prepsat (Qi > 0, Ti,T 2 > 0) na tvar 

| + |<°- (5.57) 

Tento vztah se nazyva Clausiova nerovnost pro nevratny Carnotuv dej. Pro libovolny ne¬ 
vratny dej plati Clausiova nerovnost 


i SQ n 

Clausiova nerovnost 

(5.58) 

J T < ' 

pro nevratny dej 

nevrat 





{obr3.2-22} 


Obr. 5.22 


Necht’ soustava prejde ze stavu 1 do stavu 2 nevratnou cestou a do puvodniho stavu se vrati 
po vratne 12 ceste (obr. 5.22). Pro tento kruhovy dej rovnez plati Clausiova nerovnost (5.58) a lze 
tedy psat 


AS, 


,„„ + / f <0, y . 


/ 


f<0. 


Podle definice entropie (viz (5.54)) pro vratne zmeny je 

j S -f- = (s 2 - so ™, 


12 Plati tedy (5.51) a (5.54). 
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a tak dostavame vysledek 13 

{3.2-37} (S 2 — S\) vrat — AiSnevrat > 0 . mira nevratnosti deje (5.59) 

Z teto uvahy plyne dulezity zaver, ze pro obecny vratny dej je rozdil entropie v konecnem 
a pocatecmm stavu vetsi nez A,S nevr at; tj. ze plati (S 2 — iSi) vr at > A5 neV rat- 
Rozdil vyjadreny rovnici (5.59) je mirou nevratnosti vysetrovaneho deje. 

{ P r3.2-5} KP 5.7-2- 

a) Jeden kilogram vody teploty 273 K je ohrivan teplem, ktere do nej prechazi ze zasobniku 
tepla s konstantni teplotou 373 K s velkou tepelnou kapacitou. Teplota vody se tak zvysi 
na 373 K. Jaka je zmena entropie vody, zasobniku tepla a jaka je celkova zmena entropie 
vsech casti, ktere se ucastni deje? 

b) 1kg H 2 O byl nejdrive zahraty teplem ze zasobniku o teplote 323 K a po dosazeni teto 
teploty pomoci dalsiho zasobniku na 373 K. Jaka je celkova zmena entropie systemu? 

c) Jakym zpusobem muze byt zahrata H 2 O z 323 K na 373 K, aniz by se zmenila celkova 
entropie? 

Reseni: 

Ohfivam vody pomoci zasobniku tepla o stale vyssi teplote je nevratny dej. Musime najit vratny 
dej, kterym se prevede 1 kg H 2 O z pocatecniho stavu (273 K) do konecneho rovnovazneho stavu 
(373 K). Postup: H 2 O uvedeme do tepelneho kontaktu se zasobnikem, jehoz teplota je nepatrne 
vyssi nez teplota H 2 O , a rozdil stale udrzujeme. Potom zmena entropie H 2 O 

ac /' S Q 7dT T 2 

A-S H2 o = J — = me j — = me In — 

1 Ti 

je v pripadech a) i b) stejna 

373 

ASh 2 o = 1 kg • 4,19 ■ 10 3 J kg " 1 K ” 1 In — = 1 307 J K _1 . 

Zmena entropie zasobniku se stalou teplotou T 2 


A Szas = 


q_ 

t 2 


mc(Ti - T 2 ) 

t 2 


<0 


pro T 2 >T\. Zde Q' = rnc(Ti — T 2 ) < 0 je teplo prijate zasobnikem za stale teploty T 2 (tzn., ze 
teplo vydane zasobnikem je kladne). Dosazenim dostaneme 

a) ASzas = mC( ^~ T2) = 1 kg-4-10 3 Jkg^ 1 ^K~ 1 (—100) K = _ 112 3J K - 1 

b) AiS'zas = mc{ ^- T3) - = -1210JK- 1 , 

kde T 3 = 323K; T 1 -T 3 = -50K; T 2 -T 3 = 50K. 

Celkova zmena entropie je souctem zmen entropie vody a zasobniku: 


AS = ASh 2 0 + AiS'zas 

13 AiSnevrat - {S 2 ~ Sl) vra t < 0 ^ (S 2 - Sl) VIat ~ ASnevrat > 0. 
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a) AS = 1307JK- 1 - 1123JK" 1 = 184JK" 1 

b) AS = 1307JK -1 — 1210JK -1 = 67JK -1 . 

c) Celkova entropie by se nezmenila, kdybychom postupne ohrivali H 2 O pomoci velkeho 
poctu zasobniku s teplotami odstupnovanymi od 273 K do 373 K anebo uzitim jednoho 
zasobniku s promennou teplotou, coz odpovida provedeni ohfivani H 2 O vratne. 


5.7.6 Entropie a druha termodynamicka veta 

Druhou termodynamickou vetu muzeme formulovat pomoci entropie. Tato veta je zobecnenim 
zkusenosti, nemuzeme ji dokazat, ale jen zapsat a ukazat, ze nase tvrzeni je v souhlase s expe- 
rimentem a je ekvivalentni s formulae! teto vety. 

Druha termodynamicka veta se da vyslovit: 

Prirozeny dej, ktery zacina v jednom rovnovaznem stavu a konci ve druhem rovnovaznem 
stavu, bude probihat tim smerem, ktery zpusobuje, ze soucet entropie systemu a okoli vzrusta. 

Jadrem druhe termodynamicke vety je existence uzitecne termodynamicke veliciny, zvane 
entropie. Druha veta ukazuje, jak entropie uzivat k urceni, zda urcity dej v prirode existuje. 

Tato forma druhe termodynamicke vety je pouzitelna jen pro nevratne deje, protoze jen tyto 
maji „prirozeny smer“, tj. ve smeru zvetsovani entropie. Vratne deje mohou probihat v obou 
smerech a pro ne entropie systemu a okoli zustava nezmenena. 

5.7.7 Entropie a pravdepodobnost 

Praxe potvrzuje existenci obecneho principu, ze se energie ruzneho druhu meni v energii tepel- 
nou, ztraci-li probihajici dej usporadanost. Napr. vypalena strela ma kinetickou energii a po 
narazu na ocelovou desku se jeji kineticka energie premeni na neusporadane pohyby molekul 
strely a desky. Zvyseni energie neusporadaneho pohybu se projevi zvysenim teploty a energie 
neusporadaneho pohybu nazyvame tepelnou energii. Abychom tepelnou energii mohli spravne 
charakterizovat, musime uzit dvou hodnot. Jedna hodnota slouzi k urceni mnozstvi energie, 
druha jako mira neusporadanosti. Mnozstvi energie merime v joulech, velikost neusporadanosti 
je merena pomoci entropie. 

Existence vztahu mezi neusporadanosti a entropii ukazuje, ze neusporadanost podobne jako 
entropie roste pri prirozenych dejich. Napr. pri volne expanzi molekuly puvodne uzavrene v jedne 
polovine nadoby se rychle rozmisti v cele nadobe. System se stal mene usporadanym, protoze 
jsem ztratili urcitou moznost urceni molekuly. Tvrzeni: „Molekuly jsou v nadobe“ je slabs! 
nez „molekuly jsou v leve polovine nadoby“. To potvrzuje, ze existuje tendence dosahnout pri 
prirozenych dejich stavu s vyssi neusporadanosti. 

Ve statistice dostava neusporadanost presny smysl a jeji souvislost s entropii lze vyjadrit 
vztahem 

S = ke nP , entropie a pravdepodobnost (5.60) 

kde k je Boltzmannova konstanta, S entropie systemu a P pravdepodobnost, ze se system bude 
nachazet v danem stavu ze vsech moznych, ve kterych se muze nachazet. Tato pravdepodobnost 
se nazyva parametrem neusporadanosti. 

Rovnice (5.60) spojuje termodynamickou (makroskopickou) velicinu entropii se statistickou 
(mikroskopickou) velicinou pravdepodobnost!. Statisticka definice entropie spojuje termodyna¬ 
micke a statisticke nahledy a umozhuje polozit druhou termody 11 amickou vetu na statisticky 
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zaklad. Smer, ve kterem probihaji prirozene deje, je urcen zakony pravdepodobnosti. Rovno- 
vazny stav je stavem s nejvetsi entropii a je nejpravdepodobnejsi. 

Nicmene kolem rovnovaznych stavu se mohou vyskytovat fluktuace. Z tohoto hlediska nem 
jiste, ze entropie vzroste pfi kazdem samovolnem deji. Entropie muze nekdy klesnout. Druha 
termodynamicka veta ukazuje nejpravdepodobnejsi prubeh deju, ne jedine mozny. 

5.7.8 Treti princip termodynamiky 

Druha termodynamicka veta zavadi pouze zmenu entropie. Entropie se dala urcit az na jistou 
aditivni konstantu. K urceni teto konstanty je treba urcit entropie v urcitem stavu latky. Takova 
hodnota se da urcit z vety formulovane Nerstem. Tato veta se nazyva treti termodynamickou 
vetou a zni: 

Entropie kazde krystalicke chemicky ciste latky pfi absolutni nulove teplote je rovna nule. 
Matematicky zapis teto vety je 

hm S = 0 . treti veta termodynamiky (5.61) 

Znamena to, ze vratna nulova izoterma (T = 0) splyva s vratnou nulovou adiabatou (5 = 0). 

5.8 Realne plyny 

V teto casti jsou probrany zakladni pojmy, veliciny a zakony. V odst. 5.8.1 jsou vylozeny 
fazove zmeny, stavova rovnice v odst. 5.8.2 a Van der Waalsova rovnice v odst. 5.8.3. 

V odst. 5.8.4 je vysetrovan kriticky trojny bod. 

Cil: I) Vylozit a definovat pojmy, veliciny a zakony uvedene v rameccich v teto ka- 
pitole. 

II) Samostatne resit priklady, reseni zduvodnit a nakreslit nacrtky. 

5.8.1 Fazove zmeny 

Termodynamika vysetruje krome homogenniho systemu take systemy, skladajici se z nekolika 
homogennich casti. Takovy system nazyvame heterogenni. Jako priklad uvedeme kapalinu v rov- 
novaze se svou parou. Hustota kapaliny je vsude stejna, hustota pary rovnez, ale mezi kapalinou 
a parou je ostre rozhrani. Takove homogenni casti, ktere jsou od ostatnich casti oddeleny ost- 
rym rozhranim, nazyvame fazemi, jejich pocet znacime /. Fazemi mohou byt ruzne modifikace 
stejnorode latky, jako pevny, kapalny, plynny stav, ruzne krystalicke stavy (uhlik v sesterecne 
a krychlove soustave), feromagneticky a paramagneticky stav apod. 

Navzajem nezavisle chemicky ciste latky obsazene v termodynamicke soustave nazyvame 
slozky a jejich pocet znacime s. System se tedy obecne sklada z s slozek, ktere tvori / fazi. 
Rovnovazny stav heterogenniho systemu je charakterizovan parametry, z nichz pocet v se muze 
nezavisle menit, aniz se zmeni pocet fazi soustavy a pro nez plati 

/ + v = s + 2 . Gibbsovo fazove pravidlo (5.62) 

Toto pravidlo, ktere urcuje pocet stuphu volnosti v, se nazyva Gibbsovo fazove pravidlo. 

V pripade systemu, ktery tvori jedna faze jedine slozky 14 , ma system dva stupne volnosti 
a takovyto system se nazyva bivariantni. Jeho stav je urcen ruznym tlakem a ruznou teplotou. 

14 f = l,s = l,^v = 2. 
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Jestlize se system vyskytuje ve dvou fazich jedne slozky 15 , ma jen jeden stuped volnosti. Ty- 
pickym prikladem je rovnovaha vody a jeji nasycene pary. Rovnovaha se dosahne pro dany tlak 
pri urcite teplote, pro jiny tlak bude rovnovahy dosazeno pri teplote jine. System tri fazi jedne 
slozky 16 nema zadnou volnost a rovnovaha se dosahne jen pri jedine urcite hodnote tlaku a jedine 
urcite hodnote teploty. Tento stav latky, ve kterem je plyn, kapalna a tuha faze v rovnovaze, je 
urceny trojnym bodem. Napr. trojny bod vody se dosahne pri teplote 0,01 ° C (273,16 K) a tlaku 
509,95 Pa. 

5.8.2 Stavova rovnice 

Budeme se zabyvat fazovymi prechody u jednoslozkoveho systemu (s = 1), jehoz parametry 
jsou teplota, tlak, objem a latkove mnozstvi. V jednoslozkovem systemu mohou byt maximalne 
tri faze a to jiz system nema zadny stupeii volnosti. Koexistence nastane jen pri urcite teplote 
a tlaku a mnozstvim je dan objem. Pri dvou fazich pocet stuphu volnosti je v = 1 a muzeme 
libovolne menit teplotu nebo tlak. Pri jedne fazi muzeme menit teplotu i tlak. 

Stavovou rovnici systemu o jedne slozce muzeme obecne zapsat ve tvaru 

V,T) = 0 , stavova rovnice systemu o jedne slozce (5.63) 

kde V je objem zaujimany latkou o latkovem mnozstvi n m , pri teplote T a tlaku p. Presny tvar 
funkce je obvykle velmi slozity. Casto chceme znat, jak se nektera velicina meni v zavislosti na 
jine velicine, pricemz ostatni veliciny zustavaji konstantni. 



Stavova rovnice pro konstantni latkove mnozstvi (napr. 1 kilomol) je relaci mezi trend pro- 
mennymi p,VaT. Znazornime ji plochou v pravouhlem souradnem systemu, kde p.VaT jsou 
znazorneny na jednotlive osy. Obr. 5.23 znazorhuje plochu, ktera predstavuje stavovou rovnici 
idealniho plynu pV = RT. Pine cary na plose znazorhuji vztah mezi p a V pri T = konst., 
carkovana vztah mezi V a T za p = konst, a teckovana cara vztah mezi p a T pri V = konst. 
Kolma projekce na rovinu p-V je znazornena na obr. 5.24, kolma projekce na rovinu p-T je na 

15 f = 2, a = 1, -> v = 1. 

16 / = 3, s = 1, -»• v = 0. 
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obr. 5.25 a kolma projekce na V—T je na obr. 5.26. 



{obr3.2-25} 



{obr3.2-26} 
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Obr. 5.26 


Plyn nemuze existovat ve stavu, ktery neni na plose. Pri kteremkoliv procesu, pfi kterem 
plyn prochazi sledem rovnovaznych stavu, bod reprezentujici jeho stav se pohybuje po kfivce 
lezici na plose p-V-T. 

Chovani realnych latek se vzdaluje od chovani idealnich plynu a to tlm vice, elm vyssl jsou 
tlaky a nizsi teploty. Vsechny latky pfi zvysovani tlaku a snizovani teploty se meni z plynne 
faze v kapalnou nebo pevnou. Obecna stavova rovnice je prilis komplikovana pro matematicke 
vyjadreni. Graficky je znazornena plochou p-V-T. 

Na obr. 5.27 je schematicky diagram pro latku, ktera se pfi snizeni tlaku meni v kapalinu 
(nejobvyklejsi pfipad). Latka muze existovat v pevne, kapalne nebo plynne fazi nebo soucasne 
ve dvou fazich nebo ve tfech fazich podel trojne cary. 
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Nynl si uvedeme nekolik ukazek pouziti p-V—T diagramu. 

Necht’ latka je v pevne fazi a prochazi rovnovaznymi stavy za p = konst. Vyjdeme ze stavu 
znazorneneho bodem a. Necht’ latka kona izobaricky dej a pri zahfivani latky teplota stoupa 
a objem roste a-b. Latka v bode b se zacne menit z pevne na kapalnou fazi. Na useku b-c 
je rovnovaha mezi pevnou a kapalnou fazi. V bode c je latka jen v kapalne fazi, teplota opet 
zacne stoupat a objem roste. Po dosazeni bodu d teplota opet zustava konstantni, kapalina se 
meni v paru a objem znatelne narusta. Na useku d—e existuje rovnovazna smes kapaliny a jeji 
nasycene pary. V bode e je latka zcela v plynne fazi. Dalsim dodavanim tepla zacne teplota 
stoupat a objem poroste, az plyn dosahne bodu /. Teplota lezi nad kritickou teplotou Tk a plyn 
se neda izotermickym stlacenim zkapalnit. 

Mejme latku, jejiz pocatecni stav se dan souradnicemi bodu g (obr. 5.27). Latka je ve styku 
s telesem o velke tepelne kapacite, teplota se nemeni - dej je izotermicky. TJcinkem zvetseni 
vnejsiho tlaku se zvysi teplota. Teplo se preda zasobniku, teplota se vyrovna a objem se zmensi. 
Jak tlak roste, objem se zmensuje podel cary g-h. V bode h plyn zacne kapalnit a objem se 
zmensuje, bez zvysovani tlaku. V bode j je vsechna latka v kapalne fazi. Pri dalsim zvysovani 
tlaku objem zmensujeme a v bode k dojde ke zmene kapalne faze v pevnou a objem se zmensuje 
podel cary k-l. V bode l je latka zcela v pevne fazi, dalsi tlak zmensuje objem mirne podel cary 
l-m. 

Sestrojit trojrozmerny diagram a odecist z neho neni vzdy snadne, je proto obvykle zobrazo- 
vat p-V-T plochu jejimi projekcemi do rovin p-T, p-V nebo V-T. Na obr. 5.28 a obr. 5.29 jsou 
zobrazeny dve projekce obr. 5.27. Na techto diagramed! se daji sledovat izochoricke a izotermicke 
deje popisovane na obr. 5.27. 

Krivky z obr. 5.28 oznacene P—K, P—Pl a K-Pl jsou geometricka mista odpovidajicich tlaku 
a teplot, pri kterych mohou existovat dve faze. Trojny bod (je to prumet trojne cary na rovinu 
p-T ) je geometricke misto, ve kterem mohou existovat tri faze. 
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5.8.3 Van der Waalsova rovnice 

Matematicke vyjadrem stavove rovnice idealniho plynu pro 1 kilomol je pv k = RT. Realne plyny 
splhuji tuto rovnici jen priblizne a to tim lepe, cim vyssi je teplota plynu a cim nizsi je tlak. 
U idealniho plynu jsem predpokladali, ze molekuly maji zanedbatelny objem a ze na sebe mimo 
srazek silove nepusobi. K temto nerealnym okolnostem prihledl Van der Waals a teoreticky 
odvodil stavovou rovnici pro realne plyny. 

Molekuly maji vlastni rozmer a pohybuji se v uzavrene nadobe o urcitem objemu mene 
volne, nez kdyby byly bodovymi casticemi. Objem, ktery je volny pro pohyb molekul, je proti 
geometrickemu objemu nadoby V mensi o hodnotu b, ktera souvisi s vlastnim objemem molekul. 
Ve stavove rovnici pro jeden kilomol plynu je tak treba nahradit objem t’k velicinou v^—b. Velicina 
b je objem, ktery zaujimaji vsechny molekuly jednoho kilomolu plynu nahusteny tesne jedna na 
druhe. 

Pritazlive sily mezi molekulami zpusobuji, ze plyn zaujima mensi objem V, nez by plynulo 
z Boylova-Mariottova zakona. Plyn zaujima takovy objem, jako kdyby byl pod tlakem p' vetsim, 
nez je vnejsi tlak p. Vnejsi tlak p ve stavove rovnici musi byt nahrazen hodnotou p' = p + pi, 
kde pi je tzv. kohezni tlak. Stavova rovnice pro jeden kilomol plynu ma pak tvar 

(p + Pi)(v k — b) = RT. stavova rovnice pro realny plyn (5.64) 
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Ucinek pritazlivych sil mezi molekulami se projevuje jinak na molekulach uvnitr plynu a na 
molekulach blizko sten. Uvnitr plynu pusobi na kazdou molekulu sily ze vsech stran, takze se 
navzajem kompenzuji. Molekuly blizko steny jsou pritahovany molekulami vnitfnimi. Vliv steny 
lze zanedbat za predpokladu, ze molekuly nelnou ke stenarn a ze se molekuly odrazeji od sten 
jako pruzne koule. 



{obr3.2-30} 


Obr. 5.30 


Pokud budou mezimolekularni sily rychle ubyvat se zvetsovanim vzdalenosti mezi mole¬ 
kulami, pak prumer sestrojene oblasti pusobenim pritazlivych sil bude jen o malo vetsi, nez 
prumer molekuly. Nedaleko od sten nadoby budou sily, pusobici na molekulu A od ruznych 
molekul (ktere se nachazeji uvnitr oblasti pusobeni pritazlivych sil), spolu v rovnovaze, takze 
molekula A nebude vystavena pusobeni vysledne sily v urcitem smeru. Jestlize oblast pusobeni 
pritazlivych sil omezime stenou SS' (jak je uvedeno na obr. 5.30), pak na molekulu A bude 
pusobit sila ve smeru od steny. Z obrazku je totiz zrejme, ze molekuly, pusobici na molekulu A 
z vysrafovane oblasti nemaji svuj silovy „protejsek“, protoze tyto molekuly by se nachazely jiz 
za stenou. Vysledna sila je F' a je priblizne urnerna objemu vysrafovaneho elementu na obr. 5.30 
a poctu molekul v jednotkovem objemu tohoto elementu. 

Na vsechny molekuly lezici v tzv. povrchove vrstve 17 , ktera ma tloust’ku radove prumeru 
oblasti pusobeni pritazlivych sil, pusobi nejaka sila F ve smeru od steny k plynu. V prvnim 
priblizeni muzeme uvazovat, ze pocet molekul v jednotkovem objemovem elementu vysrafovane 
casti Nq je roven poctu molekul no v jednotkovem objemu V, tj. plati N 0 = no, kde no je 
koncentrace castic v plynu. Pak stredni sila pusobici na molekulu v povrchove vrstve je urnerna 
no- Tato pritazliva sila miri dovnitr plynu a zmensuje tlak, vyvolany molekulami na stenu. 
Abychom vypocetli opravu k tlaku, musime urcit obecnou silu pusobici na vsechny molekuly 
povrchove vrstvy jednotkove plochy steny. V prvnim priblizeni je tato velicina rovnez urnerna 
poctu molekul v objemove jednotce, tj. koncentraci castic no- 

Pokud pocet molekul v povrchove vrstve je umerny koncentraci a sila pusobici na vsechny 
molekuly v teto vrstve je rovnez urnerna no, pak oprava tlaku, tj. sila na jednotku plochy 
povrchove vrstvy, je urnerna Uq. Oprava tlaku se nazyva kohezni tlak p,- a vyjadfime jej vztahem 

17 Zde je namiste pripomenout si podobnou fyzikalni situaci vody a povrchove vrstvy, ktera je obdobna situaci 
v plynu, kterou prave diskutujeme. 
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Pi = a'riQ, kde a' je konstanta zavisla na druhu plynu. Protoze 

_ N 0 _ N\n m _ Na 
n °~ V ~ V ~ v k ’ 

kde Na je Avogardova konstanta a u k kilomolovy objem, lze psat 



kde a = a!N\ je jista konstanta. Dosazemm do (5.64) dostaneme stavovou rovnici Van der 
Waalsovu pro 1 kilomol realneho plynu 


Van der Waalsova 

stavova rovnice realneho plynu 


(5.65) 


Pro mnozstvl plynu o celkove hmotnosti M a molekulove hmotnosti M m , tj. pro latkove mnozstvl 
n m = molu, zaujlma plyn objem V = jj^Vk = n m v k a dosadime-li do rovnice (5.65), 
obdrzime rovnici pro libovolny pocet molu 


n^a\ 

~W ) 


{V - n m b ) = n m RT. 


(5.66) 


Van der Waalsova rovnice vyhovuje velmi dobre pro plynnou fazi, pro kapalnou jiz mene. 
Napr. pro dusik v rozsahu 10 5 -10 8 Pa nepresahuji odchylky chovani tohoto plynu od Van der 
Waalsovy rovnice 2 %, zatimco odchylka od stavove rovnice idealniho plynu pri tlaku 10 8 Pa je 
vetsi nez 100%. 

Jednoduchou upravou rovnice (5.66), tj. provedeme naznacene operace a rovnici vynasobime 
V 2 , dostaneme 

pV 3 - n m (pb + RT)V 2 + n 2 m aV - n^ab = 0 . (5.67) 

Tato rovnice je vzhledem k objemu V rovnici tretiho stupne. Pri libovolnych hodnotach p 
a T dava 3 hodnoty pro objem. Protoze reseni rovnice ma tri koreny realne nebo jeden realny 
a dva komplexni, a protoze objem je vzdy realny, dostavame pro V bud’ jedno nebo tri ruzna 
reseni. Fyzikalni smysl maji jen kladne realne koreny. 


5.8.4 Kriticky a trojny bod 

Z obr. 5.27 vidime, ze kapalne a plynne faze mohou spolecne existovat jen za teplot a tlaku 
mensich, nez odpovidaji bodu lezicimu na vrcholu plochy oznacene kapalina-para. Tento bod se 
nazyva kriticky bod a odpovidajici hodnoty Tkr, Pki, Vk r jsou kriticka teplota, tlak a objem. Pro 
kriticky bod ma rovnice (5.67) tvar 

Pkr^ 3 — n m (pkrb + RTkr)V 2 + ri^aV — n^ab = 0 . (5.68) 

Z matematickeho hlediska muzeme objem 14r povazovat za trojnasobny koren rovnice (5.67) 
a muzeme ji napsat ve tvaru 

Pkr(V - Vk,) 3 = PkrV 3 - 3p kr V kr V 2 + 3pkrV k 2 r V - p kr V fe 3 = 0. (5.69) 

Porovnanim koeficientu u rovnic (5.68) a (5.69) dostaneme 

n m (pkrb + RT kr ) = 3p kr V kr ; n 2 m a = 3p k rV kr ; ri^ab = PkrV f f r . 
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Z toho vyplyva souvislost kritickych parametru s velicinami a a b (viz (5.65)), ktere charak- 
terizuji sily mezi molekulami. Tedy 


{pr3.2-6} 


{obrp3.2-6} 


F kr = 3 bn m ; Pkr = 7 


r kr = 7 


Z techto vztahu ziskame z Pkr^kr = 7 i m RT kr vysledek 

n m RT kr n mR 27 bR 8a6 2 n m R 27 8 

PkrVkr ^ _ 3a b 2 n m 27 R ~ 3 “ ’ ’ 

ktery je vhodny pro jednoduchou kvantitativni kontrolu presnosti Van der Waalsovy rovnice. 


KP 5.8-1 - 

Je-li system ze stavu 1 do stavu 2 (viz obr. 5.31) preveden po ceste 1-3-2, prijme 80 J tepla 



Obr. 5.31 


a vykona 30 J prace. 

1. Jake teplo prijme system na draze 1-4-2, vykona-li system praci 10 J? 

2. Vrati-li se system z 2 do 1 po krivce 2-1, vykonaji vnejsi sily praci 20 J. Bude system 
prijimat nebo vydavat teplo a jake? 

3. Naleznete teplo absorbovane pri procesech 1-4 a 4-2, je-li U\ = 0 a U 4 = 40 J. 


{pr3.2-7} KP 5.8-2- 


Termodynamicky system vykona uzavreny cyklus 1-2-3-1 podle obr. 5.32 Vypocitejte praci 
p (10 4 Nm -2 )'f' 

5 
4 
3 
2 
1 


{obrp3.2-7} 


0 1 2 3 4 V (m 3 ) 

Obr. 5.32 

vykonanou systemem pri uplnem cyklu. 
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{pr3.2-8} 

KP 5.8-3 

Uzitim Mayerova vztahu dokazte, ze zvysi-li se pri izobaricke expanzi jednoho kilomolu idealniho 
plynu jeho teplota o 1K, vykona plyn praci ciselne rovnou univerzalni plynove konstante R. 

{pr3.2-9} 

KP 5.8-4 

Jake teplo se vybavi pri izotermickem stlaceni 0,003 m 3 vzduchu s pocatecnim tlakem 10 5 N m -2 
a objemem 0,000 5 m 3 ? 

{pr3.2-10} 

KP 5.8-5 

Valec obsahuje 0,001 kilomolu kysliku teploty 27 °C. Valec je opatren pistem, ktery se pohybuje 
bez treni a ktery udrzuje ve valci konstantni tlak 10 5 Nm -2 . Plyn je zahrat na teplotu 127 °C. 

1. Jakou praci vykona plyn pri tomto deji? 

2. Jaka je zmena vnitfni energie plynu? 

3. Jake teplo bylo dodano plynu? 

4. Jaka prace by byla vykonana, kdyby byl tlak 5 ■ 10 -4 N m -2 ? 

{pr3.2-11} 

KP 5.8-6 

Kompresor vyrobi za hodinu 50 m 3 stlaceneho vzduchu o tlaku 8 • 10 5 Pa. Je pritom ochlazen 
proudem vody, takze stlacovani je mozno pokladat za izotermicke. Vnejsi tlak je 10 5 Pa. 

1. Jaky vykon musi mit motor kompresoru, je-li ucinnost kompresoru 0,6? 

2. Kolik se spotrebuje chladici vody, meni-li se jeji teplota z 11 °C na 17 °C? 

{pr3.2-12} 

KP 5.8-7 

Pocatecni tlak dvouatomoveho plynu je 1,2 • 10 6 Pa, pocatecni objem je 10 _3 m 3 . Jaky bude 
tlak plynu pri objemu 

Vi = 2- 10" 3 m 3 ; V 2 = 3 • 10" 3 m 3 ; V 3 = 4 • 10" 3 m 3 ; V 4 = 5 • 10" 3 m 3 ; 

1. expanduje-li plyn adiabaticky; 

2. expanduje-li plyn izotermicky? 

Znazornete zmeny tlaku v p-V diagramu. 

{pr3.2-13} 

KP 5.8-8 

Dieseluv motor ma objem valce 10 -2 m 3 a kompresni pomer 12. Pocatecni tlak ve valci je 10 5 Pa, 
pocatecni teplota 10 °C. Predpokladejte, ze komprese probiha adiabaticky, a stanovte konecny 
tlak, teplotu a praci pri stlacovani. 

{pr3.2-14} 

KP 5.8-9 

1kg kysliku pocatecniho tlaku 10 5 Pa a pocatecni teploty 20 °C je stlacen na tlak 10 6 Pa. 
Vypocitejte praci vykonanou pri stlaceni kysliku, probiha-li komprese 

1. izotermicky 

2. adiabaticky 
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{pr3.2-15} 

KP 5.8-10 

Prechazi-li system ze stavu 1 do stavu 2 (viz obr. 5.33) po krivce l-a-2, prijima teplo Q a \ 

Pa 

{obrp3.2-15} 

V 

Obr. 5.33 

prechazi-li po krivce 1-5-2, prijima teplo Qb- Ktere z techto tepel je vetsi? Cemu je roven jejich 
rozdil? 

{pr3.2-16} 

KP 5.8-11 

Teplota pary z kotle vstupujici do parniho stoje je 210 °C, teplota v kondenzoru je 40 °C. Jakou 
maximalni praci by bylo mozno teoreticky ziskat z 4,19 kJ vynalozenych na vytvoreni pary? 

{pr3.2-17} 

KP 5.8-12 

Jake maximalni teplo muze byt odvedeno z chlazeneho prostoru chladnicky pri vynalozene praci 
1 kJ, je-li teplota uvnitr chladnicky -10°C a teplota okoli 11°C? 

{pr3.2-18} 

KP 5.8-13 

Dva idealni Carnotovy stroje maji spolecny tepelny zdroj o teplote T\ a spolecny jimac tepla 
o teplote T 2 . Pracuji se stejnym mnozstvim pracovni latky, kterou je idealni plyn. Cim se lisi 
pracovni cykly obou stroju, jestlize prace vykonana jednim ze stroju behem jednoho cyklu je 
n-nasobkem prace druheho stroje behem jednoho cyklu? 

{pr3.2-19} 

KP 5.8-14 

Prvni stupen vratneho tepelneho stroje prijme teplo Q\ pri teplote Tj, vykona praci W[ a vyda 
teplo Q' 2 pri nizsi teplote T 2 . Druhy stupen prijme teplo odevzdane prvnim stupnem pri teplote 
T 2 , vykona praci W 2 a odevzda teplo Q' :i pri nizsi teplote T 3 . 

1. Znazornete schematicky cinnost popsaneho zarizeni podle vzoru na obr. 5.16. 

2. Dokazte, ze ucinnost celeho zarizeni je dana vztahem 

t x -t 2 

V= ^r- 

{pr3. 2 - 20 } 

KP 5.8-15 

1. Jaka by byla ucinnost rj idealniho tepelneho stroje, 0 nemz se mluvi v Thompsonove 
a Planckove formulaci (viz 5.7.1) druhe termodynamicke vety? 

2. Jaka by byla ucinnost e idealniho chladiciho stroje, jehoz existence je v rozporu s Clausi- 
ovou formulaci (rovnez viz odst. 5.7.1) druhe termodynamicke vety? 
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{pr3.2-21} KP 5.8-16 - 

Stanovte zmenu entropie dusiku pri ochlazeni 2 g tohoto plynu ze 40 °C na 0 °C 

1 . pri stalem objemu, 

2 . pri stalem tlaku. 

Molova tepelna kapacita dusiku pri stalem objemu je cy = 742 J kg -1 K -1 mol -1 . 


{pr3.2-22} 


{obrp3.2-23} 


KP 5.8-17 - 

Stanovte zmenu entropie vody pri techto vratnych dejich: 



1. kilogram ledu 0 °C byl rozpusten a premenen na vodu teze teploty. 

2 . Kilogram vody teploty 0 °C byl ohraty na teplotu 100 °C. 


{pr3.2-23} KP 5.8-18- 

1. Dokazte, ze plocha pod krivkou znazoriiujici vratny dej v T-S diagramu je umerna teplu, 
ktere system pri deji prijima nebo vydava. 

2 . Vyslovte pravidlo, podle ktereho urcite z diagramu znamenko tepla Q prijateho systemem. 

{pr3.2-24} KP 5.8-19 - 


{obrp3.2-24} 


1 

2 




4 

1 

1 

3 

s 

5 

i s 

Obr. 5.35 

h * 


1. Jaky dej je znazornen obdelnikem 1-2-3-4-1 v T-S diagramu na obrazku 5.35? 

2 . Cemu jsou umerne plochy S'i-1 -2-52, 51-4-3-52 a 1-2-3-4? 

3. Stanovte ucinnost znazorneneho cyklu. 
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{pr3.2-25} 


KP 5.8-20 - 

Stanovte ucinnost cyklu podle obrazku 5.36a a 5.36b. 


T» 

k Ta 

Ti 

— 




X 1 T i 

x 1 

t 2 


/ i 



1 T 2 


S 2 S 



S 2 S 


{obrp3.2-25} 


Obr. 5.36 


{pr3.2-26} KP 5.8-21 - 

Dva ruzne chemicky spolu nereagujici plyny, ktere maji stejnou teplotu T a tlak p. se nachazeji 
v oddelenych nadobach s tepelne izolujicimi stenami o objemech V\ a V 2 spojenych trubici 
s kohoutem. Otevreme-li kohout, plyny se promisi. Urcete zmenu entropie pri tomto deji. 


{pr3.2-27} KP 5.8-22 - 

Mosazna tyc spojuje dve tepelne lazne o konstantni teplote; jedna z nich ma teplotu 127 °C, 
druha 27 °C. Vypoctete celkovou zmenu entropie, projde-li tyci 5 030 J tepla. 


{pr3.2-28} KP 5.8-23- 

Do kalorimetru se zanedbatelnou tepelnou kapacitou, ktery obsahuje 250 g vody 23 °C teple, je 
vlozeno 27g ledu o teplote 0 °C. Po jiste dobe se teplota ustali. Urcete zmenu entropie. 


{pr3.2-29} KP 5.8-24- 

Jak se meni bod tani realnych latek v zavislosti na tlaku? Vysvetlete pomoci p-V—T diagramu 
realnych latek. 


{pr3.2-30} KP 5.8-25 - 

1. Za jakych podminek je mozne prevest izobaricky latku z pevne faze primo do plynne faze? 

2. Za jakych podminek lze izotermickou kompresi zkapalnit plyn? 

Popiste tyto deje a znazornete je v p-V-T diagramed! realnych latek. 

{pr3.2-31} KP 5.8-26 - 

Overte platnost Gibbsova fazoveho pravidla pro systemy o jedne slozce na fazovych p-T dia- 
gramech realnych latek. 


{pr3.2-32} KP 5.8-27- 

Pro kyslicnik uhlicity byly experimentalne urceny hodnoty konstant ve Van der Waalsove rovnici 
a = 3,64 • 10 5 Nm 4 kmol -2 ; b = 4,26 • 10" 2 m 3 kmol" 1 . 


1. 


Presvedcte se, zda je Van der Waalsova rovnice ((5.65)) splnena pro kriticke stanove veli- 
ciny 

T kr = 304 K ; p kr = 7,4 • 10 6 Pa; v kr = 0,127 8 m 3 kmol" 1 . 
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2 . Jaka by vysla kriticka teplota, kdybychom CO 2 pokladali za idealni plyn a pouzili stavove 
rovnice idealniho plynu (4.4)? 


(pr3.2-33} KP 5.8-28- 

Jak velka relativni chyba vznikne, pocitame-li teplotu jednoho kilomolu CO 2 ze stavove rovnice 
(4.4) idealmho plynu, 

1 . je-li jeho objem roven kritickemu objemu a jeho tlak rovny dvojnasobku (ctyrnasobku) 
kritickeho tlaku; 

2 . je-li tlak rovny kritickemu tlaku a jeho objem je rovny dvoj a (ctyr)nasobku kritickeho 
objemu; 

3. je-li jeho objem rovny ctyrnasobku kritickeho objemu a tlak rovny ctyrnasobku kritickeho 
tlaku? 
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6. Kmitani 


{Rmitani} 


& 


ObecneKmity} 


6.1 Hlavm vlastnosti kmitavych pohybu 

6.1.1 Obecne kmity 




Priklady kmitavych pohybu. V technicke praxi i v beznem zivote se vyskytuje velmi casto 
kmitavy pohyb, tj. kmitani (neboli kmity, oscilace). Nekolik prikladu mechanickych kmita¬ 
vych pohybu je znazorneno na obr. 6.1. Telesa nebo systemy teles se pritom pohybuji kolem 
rovnovaznych poloh. Krome mechanickych kmitu jsou dulezite kmity elektrickych systemu — 
elektricke oscilace. Dva priklady jsou naznaceny v obr. 6.2. 

Oscilatory jsou telesa nebo soustavy teles, ktera mohou vykonavat kmity, nebo v nichz 
mohou probihat kmitave pohyby. Nauka o kmitech tvori rozsahle odvetvi mechaniky a nauky 
o elektromagnetismu. Zde se omezime na vysetreni jednoduchych oscilacnich systemu a jejich 
zakladnich zakonitosti, ktere se uplatnuji nejen pri kmitani makroskopickych soustav — strojnich 
mechanizmu, elektrickych obvodu, nybrz i v jevech molekularnich, svetelnych atd. 

Cil: I) Umet zpameti veliciny a definice uvedene v rameccich. 

II) Samostatne resit priklady uvedene v textu, reseni zduvodnit a nakreslit na- 
crtky. 

Trideni kmitu: 

• periodicke (obr. 6.1a, b, c, e, f, h, k) 

— harmonicke, x(t) = x m sin(wt+Q!) obr. 6.1a, b, c, f, h - pri malych vychylkach a malem 
tlumeni (odst. 6.1.2), obr. 6.1e, pri malem tlumeni, 

- obecne (obr. 6.1k; pri velkych vychylkach i kmity v obr. 6.1a, b, c), 

• neperiodicke (obr. 6. Id, i, j; vznikaji casto slozenim nekolika kmitu, viz odst. 6.5). 

Z uvedenych kmitavych pohybu budeme probirat pouze kmity harmonicke a kmity vznikle 
slozenim dvou nebo nekolika harmonickych kmitavych pohybu. Takto vznikle kmity 
mohou byt opet harmonicke nebo mohou mit slozitejsi prubeh. 

Harmonicke kmity maji mezi kmitavymi pohyby vyznacne postaveni: 

1. Pruzne kmity soustav, ktere maji jeden stupeh volnosti (jejich poloha je zcela urcena 
jedinou velicinou — napr. vychylkou (obr. 6.1a, f), lihlem (obr. 6.1h) atd.), maji v pripade 
velmi malych kmitu temer vzdy priblizne sinusovy prubeh. Priblizne sinusovy prubeh maji 
vetsinou i male kmity jinych soustav (obr. 6.1b, c, e). 

2. Vychylku pri libovolnem periodickem kmitavem pohybu lze vyjadrit jako soucet vychylek 
spocetneho mnozstvi harmonickych pohybu. (Viz Fourierova analyza v matematice). 
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teleso zavesene fyzicke 

na pruzine kyvadlo 



matematicke 

kyvadlo 



c) 


sprazene kapalina 

kmity v U-trubici 



d) e) 


Z777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777. 

Zeme 



x 
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xi(t) X2 (t) 

m2 
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f) 


g) 
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v molekule H 2 O 
h) i) 


| y(t) 

x(t) 

kmity vetknuteho 
nosniku 

j) 



x(t) 

kmity pistu ve valci 

k) 


c 



kmity elektronu 
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ticke vine 
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M 

zx pzx 


V 

ZV?/////////////, 


kmity podlozi ucinkem 
nevyvazeneho rotoru 
m) 


kmity mostu ucinkem 
periodickych narazu 

n) 


obrkmit.1-1} 


Obr. 6.1 


kmity automobilu 
s vadnymi tlumici 

o) 
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obrkmit.1-2} 




6.1.1.1 Perioda T a frekvence / (nebo is) periodickych kmitu. 

Periodicke jsou ty kmity, ktere se opakuji po urcitem casovem intervalu. Velicina, ktera popisuje 
periodicky dej — napr. vychylka (obr. 6.1a) nebo uhlova draha (obr. 6.1h) nebo proud (obr. 6.2), 
je periodickou funkci casu. Oznacime-li tuto funkci obecne F, plati pro vsechna t 

F(t + T) = F{t), 

kde T je perioda pohybu. Jeji jednotkou je 1 s. Frekvence kmitu / (nebo u) je definovana takto: 
Vykona-li periodicky se pohybujici system celistvy pocet kmitu n za dobu t, je frekvence / (nebo 
is) definovana vztahem 



Ciselne se / rovna poctu kmitu za jednotku doby. Jednotka frekvence / je 1 s 1 = 1 Hertz = 
1 Hz. Za dobu t = T, tj. za jednu periodu, vykona soustava jeden kmit, n = 1. Dosazenim plyne 
fT= 1 , tj. 

(kmit. 1-1} / = —. vztah mezi frekvenci a periodou kmitu (6-1) 

{ram-127} 

Tridem harmonickych kmitu: 

• vlastni (obr. 6 . 1 a, b, c, e, f, h; 6 . 2 a) 

- netlumene (zanedbatelne male odpory, odst. 6.3.1, odst. 6.3.2) 

- tlumene (odpory nelze zanedbat, odst. 6.3.3) 

• nucene (obr. 6 . 1 m, n, 6 . 2 b — nebudeme probirat) 

Vlastni harmonicke kmity se vyznacuji tim, ze v oscilujici soustave pusobi bud’jen vnitrni 
sily nebo i vnejsi sily, ktere se stavaji periodicke az pri pohybu oscilatoru. Napr. na obr. 6.1a 
pusobi teleso B v bode A na pruzinu pri pohybu telesa T periodickou silou. Tato sila nekona 
praci, takze do oscilatoru se neprivadi z okoli energie. Pro vlastni kmity je charakteristicke to, 
ze frekvenci pohybu (a tedy i frekvenci pusobici sily) si urcuje oscilator sam, tj. ze frekvence 
zavisi pouze na vlastnostech oscilatoru (na setrvacnych a pruznych vlastnostech v obr. 6 . 1 a; na 
elektrickych vlastnostech v obr. 6 . 2 a). 
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Nucene harmonicke kmity se vyznacuji tim, ze na oscilator pusobi (krome jinych sil) 
vnejsi periodicka sila (nebo otacivy moment) s nejakou frekvenci, ktera je zcela nezavisla na 
vlastnostech oscilatoru. Tato sila se nazyva budici sila a kona (obecne) nenulovou praci. Os¬ 
cilator kmita (po odezneni prechodoveho jevu) s frekvenci rovnou frekvenci budici sily. To je 
pro nucene harmonicke kmity charakteristicke. Nucene kmity jsou znazorneny v obr. 6.1k, m, n. 
Nebudeme je vsak probirat, jejich popis je napr. v [1] . 

6.1.2 Harmonicke kmity (harmonicky pohyb) 

lonickeKmity} 

6.1.2.1 Definice harmonickych kmitu 

Harmonicke kmity jsou takove periodicke kmity, pri nichz charakteristicka velicina — napr. 
vychylka x(t) (obr. 6.1a), tj. souradnice, nebo uhel ip(t) (obr. 6.1b) atd. —je funkci casu, kterou 
lze vyjadrit ve tvaru 

(kmit. 1-2} x(t) = x m cos (ut + a), vychylka pri harmonickem pohybu (6.2) 

{ram-128} £ 

kde a; m , w, a jsou konstanty. Vyznam velicin x(t), x m , u, a, ivt + a: 

x(t) se nazyva vychylka. V pripade obr. 6.1a je to souradnice oscilujiciho telesa (hmotneho 
bodu). V pripade na obr. 6.1b je to orientovany uhel ip(t) (tj. uhlova draha). V pripade 
na obr. 6.2a je to proud /(t), pocitany kladne v jednom (zvolenem) smeru a zaporne ve 
smeru opacnem. 

x m se nazyva amplituda nebo presneji amplituda vychylky, coz je vehcina na case nezavisla 
a nezaporna. Voli se tedy vzdy x m > 0. Je to maximalm hodnota vychylky. Znaci se take 
A. 


u> se nazyvava uhlova frekvence. Funkce x(t) = x m cos t ma periodu T = 2ir. Funkce x(t) = 
x m coso ;t, a tedy i funkce (6.2), ma periodu T danou vztahem ujT = 27r. Odtud a ze vztahu 
(6.1) plyne 



2 n 


{kmit.1-3} 

{ram-129} 

u = — = 27r/. uhlova frekvence kmitu 

(6.3) 


Jednotka oj : lrad-s 1 . 

ut + a se nazyva faze harmonickeho pohybu. S rostoucim casern faze rovnomerne roste. Ozna- 
cuje se nekdy ip(t) = ut + a. Jednotka: lrad. 

a se nazyva pocatecni faze nebo fazova konstanta. Je to hodnota faze ut + a pro t = 0. 

Detailnejsi srovnani tzv. „k“lasickeho oscilatoru, kteremu je venovan tento text, a „k“vantove- 
mechanickeho oscilatoru najde pokrocily student na strane v textu Kvantova mechanika 
pomalu a tezce, ale radostne. 
mit.5.1-119} KP 6-1 - 

Teleso vykonava podel osy Ox harmonicky pohyb o vychylce x(t) = 0,02cos(600t — 2) [SI]. 

Urcete: 1. Nejvetsi a nejmensi hodnotu vychylky; 2. Uhlovou frekvenci; 3. Frekvenci; 4. Periodu; 

5. Fazovou konstantu; 6. Fazi pohybu v okamziku t\ = 0,01 s. 

Reseni: 
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6 .1. HLAVNI VLASTNOSTIKMITAVYCH POHYB tJ 


1 . x max = x m = 0,02 m, a; m i n = — x m = —0,02 m; 

2 . u = 600rad-s _1 ; 

3. / = iv/2n = 95,5 Hz; 

4. T = f ~ 1 = 0,01s; 

5. a = —2 rad; 

6 . = 600ti — 2 = 4 rad. 

Ruzna vyjadreni harmonickych kmitu: 

1. 

{kmit.1-4} 

{ram-130} 

2 . 

{kmit.1-5} 

{ram-131} 

3. 

{kmit.l-5a} 

{ram-132} 

{} KP 6-2- 

Teleso vykonava podel osy Ox harmonicky pohyb o vychylce x(t) = 0,005cos(—51 + 1 ) [SI]. 
TJkoly: 

1. Napiste vztah pro vychylku ve tvaru (6.2) a urcete 

a) x m , 

b) u>, 

c) /, 

d) a, 

e) fazi v okamziku t\ = 0,1 s; 

2 . Napiste vztah pro vychylku ve tvaru (6.5) a urcete hodnotu konstant A\, A 2 . 

'Vztah e'“ 4 lze podle Moivrovy vety rozepsat na soucet e IUJt = cos(ojt)+isin(ojt). Pokuste se upravami dokazat, 
ze vsechny tri vyse uvedene vztahy pro matematicky popis harmonickeho pohybu jsou ekvivalentm. 


Harmonicky pohyb podle rovnice (6.2) lze vzdy vyjadrit i ve tvaru 

x(t ) = x' m sin(cjt + P) mozne vyjadreni harmonickeho pohybu (6.4) 

a naopak, kazdy pohyb (6.4) lze vyjadrit ve tvaru (6.2). Staci zvolit /3 = a + §. 
Harmonicky pohyb (6.2) lze rovnez vyjadrit ve tvaru 

x(t ) = A\ cos ut — A 2 sin ixt mozne vyjadreni harmonickeho pohybu (6.5) 

a naopak. Staci, aby byly splneny vztahy A\ = x m cos a, A 2 = x m sin a. 

Harmonicky pohyb (6.2) lze take vyjadrit ve tvaru 

x(t) = C\e lut + C 2 e~ 1!jjt . mozne vyjadreni harmonickeho pohybu ( 6 . 6 ) 

kde C\ a C 2 jsou komplexni konstanty 1 . 
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6.1. HLAVNI VLASTNOSTIKMITAVYCH POHYB tJ 


Resem: 

1. x(t ) = 0,005 cos(-5t + 1) = 0,005 cos(5t - 1) = 0,005 sin(5t - 1 + tt/2) [SI] 

a) x m = 0,005 m; b) u = 5 rads -1 ; c) / — uj/2tt = 0,796 Hz; d) a = —lrad; e) <p(ti) = 
(5ti — 1) rad = —0,5 rad. 

2. x(t) = 0,005 cos(— 5t + 1) = 0,005 cos(5t — 1) = 0,005(cos(5t) cos 1 + sin(5t) sin 1) = 
Ai cos 5 1 + A 2 sin 5 1, kde A\ = 0,005 m- cos 1 = 0,002 7 m, A 2 = 0,005 m- sin 1 = 0,004 2 m. 


Graficke znazorneni harmonickych kmitu v diagramu t, x. 

Grafem funkce x(t) = x m cos(u)t + a) v soustave pravouhlych os Otx je kosinusovka o ampli¬ 
tude x m posunuta v zavislosti na konstante a (obr. 6.3). Vyznacene body na ose t jsou Po, Pi, 
P 2 ... (tj. x = 0), pro nez tak plati 

u)t n + a. = ^ 7T => t n = — — + ^ — , kde n = 0,1,2,... 


Na obr. 6.3 je rovnez znazornen bod Q na ose x (tj. pro t = 0) xq = x(t = 0) = x m cos a. 



Graficke znazorneni harmonickych kmitu fazovym vektorem nebo, coz je totez, 
pohybem po kruznici. 

Harmonicke kmity o vychylce x(t) = x m cos(o >t + a) znazornime vektorem A o velikosti 
|j 4| = x' m , rotujicim kolem pocatku O uhlovou rychlosti u ve smeru naznacenem na obr. 6.4. 
V okamziku t = 0 je A v poloze 1, v okamziku t > 0 je v poloze 2, nebot’ za dobu t opise uliel 
ut. Jeho koncovy bod P se pohybuje rovnomerne po kruznici k a ma x-ovou souradnici 

{kmit. l-6a} x(t) = x m cos(o >t + a). (6.7) 


Vysledek: 

Vychylky harmonickeho pohybu dane rovnici (6.7) jsou rovny prumetum vektoru A do osy Ox. 
Vektor A se nazyva fazovy vektor, kratce „fazor“. V diagramu na obr. 6.4 se obvykle zakresluje 
(krome os) jen vektor A v poloze t = 0. Kruznice a dalsi polohy vektoru A se nezakresluji. 
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6 . 2 . lineArni harmonicky oscilAtor 


obrkmit.1-4} 


:kyOscilator} 


{kmit.1-6} 


{ram-133} 


{ram-134} 


{ram-135} 



6.2 Linearm harmonicky oscilator 

6.2.0.2 Rychlost a zrychleni linear niho harmonickeho oscilatoru 

Linearm harmonicky oscilator je hmotny bod (teleso), ktery kona harmonicke kmity na primce 
(obr. 6.5). Zvolime ji za osu Ox a budeme pro jednoduchost predpokladat, ze vychylka je dana 
vztahem 

x(t ) = XmSinwt. (6.8) 

Polohovy vektor r(t) oscilatoru lezi v ose Ox, takze i jeho rychlost v(t) a zrychleni a(t) lezi 
v ose Ox. Plati: 

polohovy vektor 


& 


& 




f(t) = zx m sin a jt , 

polohovy vektor 
harmonickeho oscilatoru 

(6.9) 

rychlost 

v(t) 

d r(t) 
d t 

= iAu) cos a it = ix m sin 

/ t _|_ vr \ rychlost 

V 2 / harmonickeho oscilatoru 

(6.10) 

zrychleni 


d v(t) . o * , o -a i . . _*. 2 • / . \ zrychleni harmo- 

a[t = —i— = — iAoj small = —a; r[t) = — iAuj smut = iAlu sm(wt+7r). . . „ 

at mckeho oscilatoru 

( 6 . 11 ) 


Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brne 


277 







6.2. LINEARNI HARMONICKY OSCILATOR 


Prumety vektoru v(t), a(t ) do osy Ox, tj. veliciny v x (t), a x (t ), se obvykle nazyvaji (ponekud 
nepresne) rovnez rychlost a zrychleni a oznacuji se v(t), a(t). Pri tomto oznaceni plati pro 
harmonicky pohyb (6.8): 

{kmit. l-7a} v x (t) = v(t ) = Aw sin + ^ , (6-12) 

{kmit. l-7b} a x (t) = a(t ) = — Au 2 sin ut = — u 2 x. (6.13) 

Vektory v(t), a(t) jsou v nekolika polohach oscilatoru vyznaceny v obr. 6.5. 

6.2.0.3 Fazovy posuv 

O dvou harmonickych pohybech o stejnych frekvencich rikame, ze jsou navzajem fazove posunuty, 
jestlize pro jejich fazove konstanty a.\, a 2 plati a-i A a i- Je-li 02 — cti = k2ir, k = 0, ±1, ±2,..., 
nkame, ze oba pohyby jsou ve fazi. Je-li 02—01 = (2k+l)ir, k = 0, ± 1 , ±2,..., rikame, ze pohyby 
maji opacne faze. Yelicina Ao = 02 — 01 je fazovy posuv druheho pohybu proti prvnimu. Je-li 
Ao ve vztahu 02 = oi + Ao kladne, rikame, ze druhy pohyb fazove predbiha pred prvnim o Ao. 

Ze vztahu (6.12) a (6.13) respektive z predeslych vztahu pro rychlost a zrychlem plyne, ze 
zrychlem a x (t ) predbiha pred v x (t) o tt/2 a pred x(t) o 7 r. 


6.2.0.4 Diferencialni rovnice harmonickeho pohybu 

Necht’ hmotny bod, konajici harmonicky pohyb znazorneny na obr. 6.5, ma vychylku danou 
funkci 

{kmit. 1-8} x(t) = x m sin (wt + a). (6-14) 

Dvojim derivovanim podle casu t dostaneme d 2 x(t)/dt 2 = —Auj 2 sin 2 (u;f + a) = —uj 2 x{t). 
Plati tedy 

{kmit.1-9} 

{ram-136} 

Kazda rovnice, vyjadrujici vztah mezi derivacemi nejake funkce Fit) (a vetsinou take onou 
funkci samotnou), se nazyva diferencialni rovnice pro funkci F(t). Rovnice (6.15) je diferencialni 
rovnice pro funkci (6.14). Nazyva se diferencialni rovnice harmonickeho pohybu. Kazda 
funkce, ktera vyhovuje identicky (tj. pro vsechna t urciteho oboru) rovnici (6.15), se nazyva jejim 
resenim. Je zrejme, ze funkce (6.14) je resenim rovnice (6.15), at’ jsou x m a o jakekoliv konstanty. 
Naopak lze dokazat, ze kazde reseni rovnice (6.15) lze napsat (pri vhodne volbe konstant x m , a) 
ve tvaru (6.14). 



5 ? 


6.2.0.5 Sily pusobici na linearni harmonicky oscilator 

ft 

Na hmotny bod, ktery harmonicky kmita na primce, musi pusobit sily. At je tato sila jedna 
nebo at’ jich je nekolik (obr. 6.6), pro jejich vyslednici F v plati vzdy (viz odstavec 2.4.2 pojed- 
navajici o druhem Newtonove pohybovem zakone vyjadrenem rovnici 2.36) 

F v = m a, 

kde a je (zde promenne) zrychlem hmotneho bodu. Je-li polohovy vektor 
{kmit. 1-10} r(t ) = Tx m sin(o it + a) , (6.16) 
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6 . 2 . lineArni harmonicky oscilAtor 


obrkmit.1-5} 


—x r 


“ol 



Xi 


x 



- b 

r = 0 a = 0 
I 


Obr. 6.5 



je pak zrychleni die rovnice 2.7 



{ram-137} 

a(t) = = f(t) = ... = - c 

vysledne zrychleni 

' ' linearniho harmonickeho oscilatoru 

(6.17) 


(obr. 6.6), takze plati 



{kmit.1-11} 

{ram-138} 

F v (f) = —mu?r{t) F VfX (x) = 

2 vyslednice sil pusobici 

na linearni harmonicky oscilator 

(6.18) 


Vlastnosti sily F v : 

1. V rovnovazne poloze je F v rovna nule, jinde vzdy min do rovnovazne polohy (plyne z rov- 
nice (6.18)); 

2. Velikost sily F v je umerna vychylce (rovnice (6.18)). 

{} KP 6-3- 

Na obr. 6.6 je znazorneno teleso T o hmotnosti m na vodorovne desce D. ktera vykonava ve 
svislem smeru harmonicke kmity dane rovnici (6.16). Na teleso pusobi dve sily: tiha G a sila 
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6.3. VLASTNIKMITY MECHANICKYCH OSCILATORl7 


obrkmit.1-6} 


.tyNetlumene} 



Fdes od desky. Jejich vyslednice F v = G + F<i es splnuje vztahy (6.18). Klademe-li si otazku, jaka 
je sila Fri es od desky, dostaneme 


Fdes = F v — G = —mu 2 r — mg, 


a odsud 


Fdes,®(^) = Fv,x(t) — G x = —muj 2 x{t) + G = —muj 2 x m sin(u;i + a) + mg. 

Sila F<ies(i) se tedy periodicky meni v case. Pokud plati io 2 x m < g, je vzdy F<i es . x (t) > 0, 
tj. sila F<ies(t) miri stale (tj. pro vsechna t) vzhuru. Teleso muze na desce lezet, nemusi byt 
pripoutano. Plati-li vsak u 2 x m > g, je v nekterych casovych intervalech F^ eStX (t) < 0, tj. Fdes(i) 
v nich miri dolu. Teleso musi byt k desce pripevneno, jinak by odskakovalo a nekonalo by 
harmonicky pohyb s deskou. 

Kdyby na teleso nepusobila tihova sila, byla by sila Frles(t) dana vztahem F f les(i) = ma(t ) = 
—muj 2 r{t). 


6.3 Vlastm kmity mechanickych oscilatoru 


6.3.1 Netlumene kmity telesa na pruzine 

6.3.1.1 Teleso na pruzine 

Velmi jednoduchym prikladem linearniho harmonickeho oscilatoru, ktery kona vlastm kmity, je 
soustava skladajici se z telesa T a z pruziny F, k niz je teleso pripevneno podle obr. 6.7. Je-li 
teleso vychyleno z rovnovazne polohy a pusteno, zacne kmitat. Vodorovne usporadani je uvazo- 
vano proto, aby se tihova sila kompenzovala se silou od podlozky a rozbor deje se zjednodusil. 


S 1 


O soustave na obr. 6.7 budeme predpokladat: 
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6 .3. VLASTNIKMITY MECHANICKYCH OSCILATORl7 


obrkmit.1-7} 



1. Pruzina je idealni v tom smyslu, ze splnuje Hookuv zakon, tedy ze jeji protazeni a zkracem 
je umerne velikosti sily, ktera na ni pusobi — plati F ~ l. Dale, ze pruzina je dokonale 
pruzna a ze jeji hmotnost je zanedbatelne mala. 

2. Podlozka, na niz teleso lezi, je dokonale hladka, tj. treni je nulove. Dale, ze odpor vzduchu 
i vnitfni trenl v pruzine jsou zanedbatelne male. 

Uvazovana soustava je modelem skutecnych oscilatoru — oscilujlclch castic v pruznych vl- 
nach v latkach, elektronu v atomech, iontu v krystalech, atd. 


6.3.1.2 Diferencialnl rovnice kmitu 


Dokazeme, ze uvazovany system muze vykonavat harmonicke kmity a to tak, ze naplseme po- 
hybovou rovnici pro teleso T a upravlme ji do tvaru diferencialnl rovnice (6.15). 

Zavedeme osu Ox podle obr. 6.7. Je-li m hmotnost telesa T, zni jeho pohybova rovnice 

(kmit. 1-12} ma = F v , (6.19) 

kde a je zrychleni telesa, tj. a(t) = d 2 f(t)/dt 2 . pricemz f(t) je jeho polohovy vektor, a kde F v je 
vyslednice vsech sil, ktere na teleso pusobi. Plati 

F v = F p + G + R. 


{ram-139} 


Zde je F p sila od pruziny, F p = —kr, kde k je tuhost pruziny definovana vztahem 

velikost sily pusobici na pruzinu F 

k = -----= —, tuhost pruziny 

protazeni (zkraceni) pruziny A l 

G je tlhova sila pusobici na teleso, R je slla od podlozky. Podle predpokladu je trenl zane¬ 
dbatelne, takze R je svisla. Jezto svisla slozka zrychleni telesa je rovna nule, plati R = —G. 
Pohybovou rovnici (6.19) postupne upravime: 


i = —kr, ma x (t ) = —kx(t), m 


d 2 x(t) 


kx(t ) = 0. 


Zde x(t) je (zatim neznama) funkce casu, udavajicl souradnici telesa T. tj. jeho vychylku. 

Z predesleho vyplyva, ze tato neznama funkce vyhovuje diferencialni rovnici d 2 x(t)/dt 2 +(k/m)x(t) = 
0, tj. rovnici 


{kmit.l-13a} 


d 2 x(t) , 

dt 2 + 


u> 2 x(t ) = 0, 


coz lze prepsat jako: x(t ) + uj 2 x(t) = 0, 


( 6 . 20 ) 
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6 .3. VLASTNIKMITY MECHANICKYCH OSCILATORl7 


kde 


{kmit.l-13b} 
{ram-140} 



—. uhlova frekvence kmitu telesa na pruzine 

m 


( 6 . 21 ) 


Pohyb telesa na pruzine: 

Ze srovnani rovnic (6.20) a (6.15) plyne, ze vychylka x(t) telesa na pruzine vyhovuje diferen- 
cialni rovnici harmonickeho pohybu. Teleso T tedy vykonava (pokud neni v klidu) harmonicke 
kmity o vychylce 



( 6 . 22 ) 


(kmit.1-14} 
{ram-141} 


kde x m a a jsou libovolne konstanty, jejichz hodnota zavisi v konkretnim pripade na pocatecnich 
podminkach, tj. na tom, jakou vychylku a jakou rychlost melo teleso v okamziku t = Os. 


Poznamky: 


1. Frekvence kmitu nezavisi na amplitude, zavisi jen na pruznych a setrvacnych vlastnostech 
oscilatoru. Neni-li vsak pruzina idealnini, napr. neplati-li pro ni Hookuv zakon, frekvence kmitu 
na amplitude zavisi. 

2. Lze dokazat, ze kmita-li teleso zavesene na pruzine v tihovem poli, je u opet dano vztahem 
(6.21), tj. nezavisi na tihovem zrychleni. 


anit. 5.1-123} KP 6-4 


Teleso o hmotnosti m = 3 kg, upevnene k idealni pruzine podle obr. 6.7, bylo vnejsi vodorovnou 
silou o velikosti F = 45N vychyleno z rovnovazne polohy o 40mm a pak v okamziku t = Os 
uvolneno s nulovou pocatecni rychlosti, takze zacalo kmitat. Zanedbejte treni a odpory a reste 
ukoly: 1. Zduvodnete, proc kmity telesa jsou harmonicke; 2. Urcete tuhost pruziny; 3. Napiste 
vztah pro vychylku ve tvaru x(t ) = x m sin(o;t + a) a urcete hodnoty velicin x m , u>, a, /, T. 


Reseni: 


1. Postupem uvedenym v predeslem odstavci lze odvodit rovnici (6.20). Kazde jeji netrivialni 
reseni lze napsat ve tvaru (6.22). Kmity telesa jsou tedy harmonicke. 

2. Tuhost k je definovana vztahem k = F/Al, tedy k = 45N/0,04m = 1125 N m -1 . 

3. x(t ) = x m sin(wt + a), kde x m = 0,04m, u = y/k/m = 19,4rads _1 . 

Urceni a: pro t = 0 s je x(O) = x m , tedy x m sin(o;0 + a) = x m a = \ rad. 


w 19 4 

f = — = -tt 5 - = 3,09s" 1 , T = f~ 1 = 0,32s. 

J Ott ’ ’ J ’ 


6.3.1.3 Energie harmonickeho oscilatoru 

Kmitajici harmonicky oscilator, naznaceny na obr. 6.7, ma energii pohybovou (kinetickou) E k , 
jejimz nositelem je teleso T, a pruznou (elastickou) E p , jejiz nositelkou je pruzina P. Pri pohybu 
probihaji trvale premeny E p . Je-li x(t) = x m sin(u;t + a), je 


E k{t) = ^mv 2 (t ) = ^ mx 2 (t ) 
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6 .3. VLASTNIKMITY MECHANICKYCH OSCILATORl7 


{kmit.l-15a} 

{kmit.1-15} 
{ram-142} 


{} 


:ickeKyvadlo} 


E p (t ) = ^ kx 2 (t ) = ^kx^sm 2 (wt + a) = ^muj 2 sin 2 (ut + a). 

Celkova mechanicka energie oscilatoru E m = E^(t) + E p (t ) zustava stala. Sectemm 2 totiz 
dostaneme 

E m = Ek(t) + E p (t ) = ^mw 2 x^ a cos 2 {u}t + a) + sin 2 (uxt + a) , (6.23) 


coz dava po dosazeni 


l j2 1 22 celkova mechanicka energie 

-kx^ = -mu x m . . . . .. 

2 2 harmomckeho oscilatoru 


(6.24) 


Vidlme, ze celkova energie harmonickeho oscilatoru, jehoz vychylka se meni podle rovnice 
6.22, je v case konstantni velicina. 

Poznamky: - 

1. Zcela analogicke vztahy plati i pro energii jinych harmonickych oscilatoru. Zejmena je dulezity 
obecne platny vztah E m ~ iox 2 m . 

2. Kmita-li na idealni pruzine teleso tak, ze je na ni zaveseno v tihovem poli, je energie tohoto 
oscilatoru rovna souctu E m = E-^ + E p + Eg, kde Eq = mgh je tihova energie. Opet plati 
Ek + E p + Eg = konst. 

3. Mechanicka energie skutecnych oscilatoru, kterym se neprivadi energie, trvale klesa a meni se 
v energii neusporadaneho pohybu molekul (tj. ve vnitrni energii) oscilatoru a jeho okoli. 

4- Uvedeneho oscilatoru (telesa na pruzine) lze uzit k urceni hmotnosti m telesa T dynamickou 
metodou: zmerime-li fc aw, vypocitame m = k/uj 2 . 


KP 6-5- 

Teleso o hmotnosti m = 0,8 kg pripevnene k pruzine podle obr. 6.7, kona kmity o vychylce 
x(t ) = 0,05cos(40t —6) [SI]. Urcete: 1. Kinetickou energii oscilatoru jako funkci casu; 2. Celkovou 
energii oscilatoru. 

Resem: 

1. Ek = ^mv 2 = \mu 2 A 2 [— sin(o;t + a)] 2 . Dosazeni E k = \ 0,840 2 0,05 2 sin 2 (40t — 6) = 
l,6sin 2 (40t — 6) J; 

2. E m = E Kmax = 1,6 J. 


6.3.2 Fyzicke a matematicke kyvadlo: 

Co je fyzicke kyvadlo? 

Fyzicke kyvadlo je kazde teleso, ktere volne kmita v tihovem poli kolem osy, jez neprochazi 
jeho hmotnym stredem (obr. 6.8). Osa otaceni je ve vetsine prikladu vodorovna. Zde budeme 
predpokladat, ze je vodorovna. Je-li teleso v klidu v rovnovazne poloze, je jeho hmotny stred 
C pod osou otaceni. Vychylime-li je z rovnovazne polohy a uvolnime s nulovou rychlosti, vrati 
se vhvem otaciveho momentu tihovych sil, ktere pusobi v celem jeho objemu, do rovnovazne 
polohy 3 . Jeho pocatecni polohova energie se postupne meni v kinetickou. Ta dosahne maximalni 
hodnoty pri pruchodu telesa rovnovaznou polohou. Teleso projde setrvacnosti na opacnou stranu 

2 A uvedomlme-li si, ze J 1 = k/m. 

3 Pohybova rovnice tuheho telesa rotujiciho kolem pevne osy je popsan v odstavci 2.10.3 tohoto textu. 
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rovnovazne polohy, kde je jeho pohyb brzden otacivym momentem tihovych sil. Teleso ztraci 
kinetickou energii a ziskava potential© nakonec se na okamzik zastavi v nejvyssi poloze a pak 
se zacne vracet. Opet prejde rovnovaznou polohu atd. — teleso kmita. 


6.3.2.1 Diferencialni rovnice fyzickeho kyvadla: 

Dokazeme, ze kmity fyzickeho kyvadla jsou harmonicke, jsou-li splneny tyto predpoklady: 

1. Tihove pole je homogenni; 

2. Amplituda uhlove vychylky cp m je tak mala, ze plati sin ip(t) = ip(t); 

3. Sily treni a odpory jsou zanedbatelne male. 

Diferencialni rovnici pro vychylku <p(t), ktera je funkci casu, odvodime tak, ze 

• napiseme pohybovou rovnici kyvadla (pohyb je otacivy!), 

• pohybovou rovnici upravime do tvaru (6.15), tj. do tvaru diferencialni rovnice harmonic- 
keho pohybu (tento priklad jsme jiz resili viz KP 2.10-6). Oznacime: 

I moment setrvacnosti (definovan napr. v odst. 2.9.6 a rovnice (2.149) tohoto hypertextu) 
kyvadla vzhledem k ose o (viz obr. 6.8). 

Definice: 

I = , 


Osu otaceni orientujeme smerem pred nakresnu, tj. volime kladny smysl otaceni podle obr. 6.8. 
Kmitavy pohyb kolem pevne osy o je otacivy pohyb diskutovany v odst. 2.10.3, pohybova rov¬ 
nice (2.179) tedy zni 

{kmit.1-16} 

{ram-143} 

kde M 0 je soucet otacivych momentu tihovych sil AG pusobicich na jednotlive elementy vzhle¬ 
dem k orientovane pevne ose o. Tento soucet je, jak znamo, roven momentu tihove sily pusobici 
na cele teleso, tj. sily G, umistene v tezisti (hmotnem stredu). Pokud se omezime na tzv. male 
vychylky, tj. sin</? = <p, pak plati (viz obr. 6.8) 


j.d 2 <p(t) _ m pohybova rovnice tuheho telesa 
d t 2 ° ’ rotujiciho kolem pevne osy 


(6.25) 


M 0 = —Gd = —mgashup = —mgacp. 


Dosazenim do rovnice (6.25) a upravou dostaneme postupne 


A 

d t 2 


—mga ip. 


dM*) , 

d t 2 + 


mga 

~T~ 


<p(t) = o, 


<p(t) + 


mga 

~T~ 


vi*) = 0, 


tj- 

{kmit.l-17a} 

kde 

<p(t) + U) 2 <p(t) = 0, 

(6.26) 

{kmit.l-17b} 

{ram-144} ^ 

jmga uhlova frekvence fyzickeho kyvadla 

y I ' konajiciho male kmity 

(6.27) 
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-AG 


.Am 


% 



obrkmit.1-8} 


Obr. 6.8 


6.3.2.2 TJhlova vychylka: 

Rovnice (6.26) je diferencialni rovnice harmonickeho pohybu (srovnejte rovnice (6.15)). Za uve- 
denych predpokladu malych kmitu kolem pevne osy vykonava tedy fyzicke kyvadlo harmonicke 
kmity o uhlove frekvenci u dane vztahem (6.27). tJhlova vychylka je dana vztahem 



uhlova vychylka tuheho telesa 
konajiciho male kmity 


<p(t) = <p m sin 


(6.28) 


{ram-145} 


kde tp m je (nezaporna) amphtuda uhlove vychylky, a je pocatecni faze pohybu. Obe urcime 
z pocatecnich podminek, tj. ze znalosti ^(0) = ^a <^(0) = ipo- 


Poznamky: 


1. Za uvedenych podminek je frekvence oscilatoru nezavisla na amplitude ip m . Je-li ip m tak velke, 
ze sin ip m = cp m , diferencialnl rovnice (6.26) obsahuje ve druhem clenu namisto veliciny ip funkci 
sin <p. Vznikla rovnice je slozitejsi. Frekvence pak zavisi i na <p m . 

2. Odvozenych zakonitosti lze uzit k experimentalnimu urceni libovolneho (tj. i nepravidelneho) 
telesa vzhledem k libovolne primce: z telesa vytvorime fyzicke kyvadlo, zmefime m, a, u (g 
zname) a ze vztahu (6.27) urcime I. 


{} KP 6-6- 

Fyzicke kyvadlo je tvoreno tyci se zanedbatelnou hmotnosti, na niz jsou podle obr. 6.9 upevnena 
dve mala telesa (hmotne body) o hmotnostech mi = 2 kg, m 2 = 0,4 kg, pricemz l\ = 0,6 m, 
I 2 = 0,8 m. Tyc kona male netlumene kmity v homogennim tihovem poli (g = 10m-s _2 ) kolem 
vodorovne osy o; Urcete: 1. Moment setrvacnosti soustavy vzhledem k ose o; 2. Polohu teziste, 
tj. velicinu a; 3. Periodu malych kmitu. 


Resent: 


1.1 = rnilf + m. 2 (Zi + Z 2) 2 = • • • = 1,504 kgm 2 ; 

2. a(mi + m 2 ) = mih + m 2 (h + h) =$■ a = ... = 0,733 m; 
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<p(t) 



obrkmit.1-9} 


Obr. 6.9 



,u = ^ ^T = 2 tt 



. = 1,84s. 


Doporuceni: Vypoctete hodnotu vyrazu (mi + m, 2 )a 2 a srovnejte ji s I, Zjistite, ze I ^ 
(mi + m 2 )a 2 . 


6.3.2.3 Matematicke kyvadlo: 

Matematicke kyvadlo se sklada z maleho teliska (hmotneho bodu) a z vlakna se zanedbatelnou 
hmotnosti, na kterem je tellsko zaveseno a kmita v tihovem poli kolem rovnovazne polohy ve 
svisle rovine (obr. 6.10). Je zvlastmm, jednoduchym pripadem fyzickeho kyvadla. Oznaclme- 
li delku vlakna l a hmotnost tellska m, je uhlova frekvence malych kmitu (tj. sin ip m = <p m ) 
matematickeho kyvadla dana vztahem (6.27), kde a = l, I = ml 2 . Dosazenim vychazi 



27r uhlova frekvence malych kmitu 

T ' matematickeho kyvadla 


(6.29) 


(kmit.1-18} 
{ram-146} 


Poznamky: - 

1. Pro matematicke kyvadlo plati obecne vysledky ziskana pro obecne fyzicke kyvadlo. 

2. Matematickym kyvadlem, podobne jako fyzickym kyvadlem, lze urcit experimentalne velikost 
tihoveho zrychleni: Zmeri se l, u a ze vztahu (6.29) se vypocte g. 

3. Redukovana delka L fyzickeho kyvadla je definovana jako delka toho matematickeho kyvadla, 
ktere ma stejnou dobu kmitu. Plati pro ni 


{RedDelka} 

{ram-147} 



I redukovana delka 
ma ' fyzickeho kyvadla 


(6.30) 


{} KP 6-7- 

Urcete redukovanou delku fyzickeho kyvadla znazorneneho na obr. 6.9. 
Re.se.ni: 


Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brne 


286 










ibrkmit.1-10} 


inityTlumene} 


(kmit.1-19} 


ibrkmit.1-11} 
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Obr. 6.10 


Z definice L a z m plynouciho vztahu plyne 

L _ 1 _ 1,504 kg-m 2 
ma 2,4 kg-0,733m 


6.3.3 Tlumene kmity mechanickeho oscilatoru: 

6.3.3.1 Vznik tlumeni 

Netlumeny harmonicky oscilator, uvazovany v predesle casti, je pouze priblizny model skutec- 
nych oscilatoru a predstavuje prvni pribKzeni skutecnosti. Lepsi aproximaci skutecnych oscila¬ 
toru je idealni tlumeny oscilator. U skutecnych oscilatoru — telesa na pruzine, fyzickeho kyvadla 
atd. — zavisi sily odporu na vlastnostech pruziny, vlastnostech okolniho prostredi, tvaru oscila¬ 
toru atd., obecne slozitym zpusobem. 

Pri malych rychlostech oscilatoru ma sila odporu F 0 velmi priblizne tyto vlastnosti: 1. Miri 
proti smeru okamzite rychlosti; 2. Jeji velikost je umerna velikosti rychlosti. Plati tedy F 0 ~ —v. 
Tento vztah lze napsat ve tvaru 

F 0 = -Bv, (6.31) 

kde B je tzv. soucinitel odporu, definovany vztahem B = F 0 /v. Oscilator, pro ktery plati vztah 
(6.31), budeme nazyvat idealni tlumeny oscilator (obr. 6.11). 


z? 



G 


0 x 

Obr. 6.11 
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6.3.3.2 Tlumene kmity telesa na pruzine 

Teleso vykonavajici tlumene kmity na pruzine podle obr. 6.11, pricemz sila odporu F 0 je dana 
vztahem (6.31), je prikladem idealniho tlumeneho oscilatoru. Pri oznaceni uzitem drive (viz 
obr. 6.7, rovnice (6.19) a dalsi) dostaneme z pohybove rovnice (6.19) upravou diferencialni rovnici 
pro vychylku x(t') takto 

ma = F v , kde F V = G + N + F P + F 0 = F P + F 0 , (G + N = 0) 

„ „ d 2 x(t) , . . _ , , 

ma x = F p>x + F 0tX , m „ = — kx(t ) — Bv x (t), 


{ram-148} £ 

d 2 x(t) dx(t) . . pohybova rovnice harmonickeho 

171 d t 2 dt. X ’ oscilatoru s odporujici silou 

(6.32) 

tj- 

{kmit.l-20a} 

+ 2 /5 + wg*(t) = 0 , x(t) + 2 (3x{t) + u%x(t ), 

(6.33) 

kde 

■«fs 

II 

^11 

II 


{kmit.l-20b} 

(6.34) 


Velicina (3 = B/2m se nazyva konstanta utlumu, velicina uq = y/k/m je tzv. vlastni uhlova 
frekvence, se kterou by oscilator kmital, kdyby nebylo sil odporu. Diferencialni rovnice (6.33) se 
nazyva diferencialni rovnice tlumenych kmitu. 


6.3.3.3 Vychylka tlumeneho oscilatoru 

Jsou-li sily odporu relativne male, a to tak male, ze plati (3 < uiq, je fesenim diferencialni rovnice 
(6.33) funkce 


(kmit.1-21} 

{ram-149} 

kde xq, a jsou libovolne konstanty. Graf funkce (6.35) je na obr. 6.12. Pohyb je v neprilis dlouhem 
casovem intervalu priblizne harmonicky. Ma uhlovou frekvenci 

a; = }JuJq- f3 2 (= a; 0 pro (3 < w 0 ) 

a okamzitou amplitudu 

x m (t ) = xoe-P*, 

ktera klesa exponencialne s casern. Dukaz, ze funkce (6.35) je fesenim diferencialni rovnice 
(6.33), lze provest dosazenim. Neni-li splnen vztah (3 < u o, tj. neni-li tlumeni dostatecne male, 
system neosciluje. Vychylime-li jej z rovnovazne polohy a uvolnime, vraci se do ni, ale dosahne 
ji teoreticky az po nekonecne dlouhem case. System je bud’ pretlumen (f3 > uq) anebo je kriticky 
tlumen (/? = u>o). 

Diferencialni rovnici (6.33), (6.34) se ridi i pohyb jinych tlumenych oscilatoru. Proto se na¬ 
zyva diferencialni rovnice tlumenych kmitu. Vyhovuje ji napr. i uhlova vychylka ip(t) pri 
tlumenych kmitech fyzickeho kyvadla nebo torzniho oscilatoru (obr. 6.1h) nebo proud v elek- 
trickem oscilacnim obvodu. Jejich casovy prubeh je dan funkcemi typu (6.35) a je znazornen 
krivkami typu krivky na obr. 6.12. 


x(t ) = x'oe l3t sin (x'q — (3 2 ) t + a'j , vychylka tlumeneho oscilatoru (6.35) 
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6.4 Netlumeny elektricky oscilacm obvod 

:trickyObvod} 

Elektricky system analogicky mechanickemu oscilatoru je elektricky obvod znazorneny na obr. 6.2a. 
Sklada se z kondenzatoru, civky a vodice s elektrickym odporem (neboli rezistoru) zarazenych 
do serie. Nazyva se obvykle seriovy obvod RLC. Proud v obvodu muze vzniknout napr. tak, 
ze se pri rozpojenem klici K nabije kondenzator a pote se klic sepne. Kondenzator se zacne 
vybijet a v obvodu vznikne proud. Jiny zpusob vytvoreni proudu spociva v tom, ze umistime 
do blizkosti civky jinou civku a nechame ji projit proudovy impuls. V obvode se tim indukuje 
elektromotoricke napeti a zacne jim prochazet proud. Ukazeme, ze tento proud ma (pri neprilis 
velkem R) oscilacm prubeh. 

Fyzikalni pricina vzniku oscilaci je znazornena na obr. 6.13e, v nemz jsou vyznaceny jednot- 
live faze deje. V obr. 6.13b je vyznacena elektricka energie E e \ a magneticka energie E rng obvodu 
a soucasne i potencialni energie E p a kineticka energie E^ mechanickych oscilatoru naznacenych 
v obr. 6.13c, d. V obr. 6.13 je zrejma analogie mezi elektrickymi a mechanickymi kmity: 

1. faze: (obr. 6.13al) Kondenzator je nabit, elektricke pole v nem je mohutne a ma energii 

E e i = E el max . Obvodem neprochazi proud, / = 0, magneticke pole neni vytvoreno, tedy 

E m g = 0 . 

2. faze: (obr. 6.13a2) Kondenzator se vybiji, v obvodu vznika proud a magneticke pole v civce. 

E e i klesa, Emg roste. Pri vzrustu magnetickeho pole se v civce indukuje elektromotoricke 
napeti £i, ktere brzdi narust proudu. 

3. faze: (obr. 6.13a3) Kondenzator je zcela vybit, E e \ = 0. Magneticka energie je tedy maxi¬ 

malm, E mg = E mg . max . Civkou prochazi maximalni proud. V nasledujicim okamziku zacne 
(dosud narustajici) magneticky indukcni tok civkou klesat. Tedy je d$s/d t = 0, tj. e* = 0. 

4. faze: (obr. 6.13a4) Proud klesa. Je udrzovan elektrickymi silami indukovaneho elektrickeho 

pole v civce, ktere (podle Lenzova pravidla) posiluje klesajici proud. Kondenzator se znovu 
nabiji, tentokrat s opacnou polaritou. E e \ roste, Emg klesa. 

5. faze: (obr. 6.13a5) Kondenzator je maximalne nabit, E e \ = J? e i max . Obvodem neprochazi 

proud, E mg = 0. 


Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brne 


289 







6.4. NETLUMENY ELEKTRICKY OSCILACNI OBVOD 


a) b) c) d) 

obvod RLC energie teleso na pruzine matematicke kyvadlo 
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Obr. 6.13 
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Od tohoto okamziku zacne probihat dej podobny predeslemu — kondenzator se znovu vybiji, 
roste proud v opacnem smeru atd. — az se obvod vrati do stavu 1. Dej se pak opakuje jako 
celek. 

Pfitom se v rezistoru trvale vyviji teplo, energie elektromagnetickeho pole klesa, mem se 
trvale v energii neusporadaneho tepelneho pohybu molekul. Je-li R = 0, nedochazi k ohmickym 
ztratam, celkova elektromagneticka energie je (temer) konstantni. 

Proc „temer“ konstantni? 

Protoze pri oscilacich proudu a elektromagnetickeho pole vznikaji elektromagneticke vlny, 
ktere se siri z obvodu a odnaseji cast elektromagneticke energie. Obvod vyzaruje. Ztraty vyzaro- 
vanim jsou vsak pri nizkych frekvencich oscilaci (/ < 10 5 Hz) zanedbatelne male. Pri vysokych 
frekvencich je vsak treba s nimi pocitat. 


6.4.0.4 Diferencialni rovnice kmitu v seriovem obvode RLC 


V teto casti budeme zkoumat prubeh proudu v obvode znazornenem na obr. 6.13a. 
Hlavni vysledky jsou: 


1. Funkce casu, udavajici proud I(t) v obvode RLC na obr. 6.13a, vyhovuje diferencialni 
rovnici (6.40), tj. diferencialni rovnici tlumenych kmitu. 

2. V obvode na obr. 6.13a vznikaji tlumene proudove kmity — proud meni periodicky smer. 
Funkce udavajici proud je dana vztahem (6.41). 

3. V idealnim dokonale vodivem obvode (R = 0) vznikaji netlumene kmity o frekvenci / dane 
vztahem (6.44). 

K provedeni dukazu platnosti uvedenych vysledku staci odvodit diferencialni rovnici (6.39). 
Dalsi tvrzeni z ni vyplyvaji. 

Orientujeme obvod podle obr. 6.13a a oznacime I(t) (casove promenny) proud v obvode 
a Q(t ) (casove promenny) naboj na desce D\. Pri pruchodu proudu celkova energie E elektro¬ 
magnetickeho pole v obvode trvale klesa a meni se v Jouleovo teplo s vykonem P z = RI 2 , kde 
R je odpor celeho obvodu. Je-li C kapacita kondenzatoru a L indukcnost civky, je 

E = E el + E mg , kde E e \ = E mg = ~LI 2 (t). 


Jsou-li ztraty energie zpusobene vyzarovanim zanedbatelne male (/ < 10 5 Hz), plyne ze zakona 
zachovani a premeny energie vztah 


d_ 

dt 


1 cm 

2 C 




mHt). 


(6.36) 


Provedeme-li derivaci na leve strane (derivujeme slozene funkce!), dostaneme 


(6.37) 


Pri orientaci obvodu podle obr. 6.13a plati d Q = /dt, tj. dQ /dt = /(t). Uzijeme-li tohoto 
vztahu v rovnici (6.37), dostaneme pro netrivialni reseni (/ ^ 0) vztah 

L rn +Rm+ m= o. 
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{kmit. 1- 


{kmit.1- 


{kmit. 




{kmitl 


{kmit. 1- 


Uzijeme znovu vztah /(f) = dQ/dt a nahradime /(f) velicinou Q(t). Dostaneme rovnici 
-24a} L ^) +i? ^) + ^Q( t ) = 0 , LQ(t) + RQ(t) + ±Q(t) = 0. (6.38) 


-24b} 


Tuto rovnici znovu zderivujeme podle casu a po dosazeni I(t) = dQ/dt ziskame diferencialni 
rovnici tlumenych kmitu v obvode RLC : 


d2j(i) 


+Ri ~w + d m = 0 ’ 


L/(f)+R/(t) + ^/(t) = 0. 


diferencialni rovnice 
tlumenych kmitu v obvode RLC 
(6.39) 


Kdyz tuto rovnici (6.39) vydelime velicinou L, pak zavedenim oznaceni 0 = R/2L, Wp = 1/(LC) 
dostaneme pro funkci /(f) diferencialni rovnici 


L—25} 


+ 2/3^ + 0 >lm = 0 , /(f) + 2/37(f) + ulm = 0 , 


(6.40) 


L—26} 


kde 

R- R 2 _ 1 

^ 2 V LC' 

Stejnou rovnici dostaneme z rovnice (6.38) pro funkci Q(t). Rovnice (6.40) je shodna s rovnici 
(6.33) pro tlumeny kmitavy pohyb. Je-li 0 < u>o, je jejim resenim obdoba funkce (6.35), tj. funkce 


I(t) = Joe sin(y' (uq — /3 2 )t + a), tlumene kmity proudu v obvodu RLC (6.41) 

(viz diskuze rovnice (6.35)). V obvodu RLC vznikaji tlumene kmity (proudu), jejichz prubeh je 
znazornen v obr. 6.12. 


6.4.0.5 Dokonale vodivy obvod LC (R = 0) 

Diferencialni rovnici pro funkci Q(t ) udavajici naboj a pro funkci I(t) udavajici proud dostaneme 
z rovnic (6.38), (6.39) dosazenim R = 0. Vyslednou diferencialni rovnici uvedeme pro srovnani 
soucasne s rovnicemi pro pohyb telesa na pruzine a pro pohyb fyzickeho kyvadla, v niz oznacime 
moment setrvacnosti J, aby nedochazelo v tomto pripade k zamene s oznacenim casove zavislosti 
proudu 1(f): 

diferencialni rovnice 
LQ(t) + £?Q(t) = 0 
.1-6} L/(t) + ^/(t) = 0 

mx(t ) + kx(t ) = 0 

+ mgcup(t ) = 0 

V idealnim oscilacnim obvode (R, = 0) vznikaji netlumene harmonicke kmity naboje a proudu. 
Napr. funkce I{t ) je dana vztahem 


obecny tvar 

OJo 

odpovida si 


u>q — 1 / y/LC 

L 1/C 

y(t ) + uly{t) = 0 

w 0 = 1 /VLC 

L 1/C (6.42) 


w 0 = y/k/m 

m k 


wq = \Jmga/ J 

J mga 


-27a} 


/(f) = / m sin(wof + a), 


(6.43) 


kde 


Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brne 


292 








6.5. SKLAdANI KMITtJ 


{kmit.l-27b} 


[iaHamtMHitd} 


ibrkmit.1-14} 


(kmit.1-28} 
{ram-150} 


UJq 


, . Thomsonuv vztah 

Vlc 


(6.44) 


Rovnice (6.44) se nazyva Thomsonuv vztah. 


6.5 Skladam kmitu 

V teto casti budeme vysetrovat pohyb telesa, ktere kona soucasne dva kmitave pohyby. Co znaci 
vyrok „kona soucasne dva kmitave pohyby", je znazorneno v obr. 6.14. Teleso T kona kmity 
ve svislem smeru na pruzine upevnene na desce, ktera sama kona kmitavy pohyb ve svislem 
smeru. Je-li y\(t) funkce casu, ktera udava vychylku desky ve vztazne soustave S spojene se 



Zemi, a je-li y- 2 .it) funkce udavajici vychylku telesa T ve vztazne soustave S' spojene s deskou, 
pak vychylka telesa T v soustave S je dana funkci u(t), danou vztahem 

u(t) = 2 /i(f) + y 2 (t) skladam kmitavych pohybu (6.45) 

a rikame, ze teleso T kona kmitavy pohyb slozeny ze dvou kmitavych pohybu o vychylkach yi(t), 
m{t). 

V uvedenem priklade mely oba skladane pohyby stejny smer. Na obr. 6.15 je znazorneno 
skladam kmitavych pohybu navzajem kolmych. Konec pruzne tyce (bod A) kona soucasne dva 
kmitava pohyby. Je-li x(t) funkce udavajici jeho vychylku pri kmitani ve smeru osy Ox a y(t) 
funkce udavajici jeho vychylku ve smeru osy Oy, pak jeho vysledna vychylka je opet dana 
vztahem (6.45). TYajektorie bodu A je (priblizne) rovinna krivka. Na obr. 6.16 jsou znazorneny 
tzv. sprazene oscilatory. Nebudeme vysetrovat jejich pohyb, uvadime je jen pro ilustraci skladam 
kmitavych pohybu. Lze totiz dokazat, ze vychylku kazdeho z obou kmitajicich teles lze vyjadrit 
ve tvaru (6.45), kde x\{t) a X 2 (t) jsou harmonicke funkce o jistych frekvencich (ktere zavisi na 
tuhostech pruzin a hmotnostech teles). Kazdy z oscilatoru tedy vykonava pohyb slozeny ze dvou 
stejnosmernych harmonickych pohybu. 

V technicka praxi i v teoretickych uvahach se nejcasteji vyskytuje skladam harmonickych 
kmitavych pohybu. O skladam harmonickych pohybu se hovori i tehdy, kdyz nejakou jinou 
velicinu nez vychylku lze vyjadrit souctem harmonickych funkci. Napr. napeti uab na svor- 
kach civky a napeti ude na svorkach odporu v obr. 6.2b jsou harmonicke funkce casu. Napeti 
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ibrkmit.1-15} 


ibrkmit.1-16} 


[arifiaastls^BB} 



uae je dano vztahem uae = uab + ude, tj. vzniklo slozenim dvou harmonickych „pohybu“. 
O vyznamu teorie skladani harmonickych pohybu svedci i to, ze kazdy periodicky pohyb lze 
Xl(t) _ X2 (t) 

k k' k 



Obr. 6.16 


interpretovat jako pohyb vznikly slozenim spocetneho mnozstvi harmonickych pohybu. Rozbo- 
rem periodickych (i neperiodickych) deju z hlediska jejich vyjadreni harmonickymi funkcemi se 
zabyva v matematice tzv. harmonicka analyza. 

V tomto textu se budeme zabyvat pouze nejjednodussimi pripady skladani harmonickych 
kmitavych pohybu uvedenymi v nasledujicim prehledu, v nemz a UJ2 jsou lihlove frekvence 
skladanych pohybu: 

• skladane kmity 

— stejmosmerne: 

* lji = UJ 2 —> opet harmonicky pohyb, 

* uji = U 2 (oji A 0J2) —■► zazneje, 

* A ^2 ► obecny pohyb, nekdy periodicky, 

- navzajem kolme: 

* u\ = U2 —■> pohyb po elipse, kruznici, pripadne pfimce, 

* uji A W 2 > obecny pohyb v rovine, nekdy periodicky (Lissajousovy krivky). 

6.5.1 Skladani stejnosmernych harmonickych pohybu o stejnych frekvencich 

(ui — U2 — oj) 

Budeme uvazovat o hmotnem bodu, ktery vykonava soucasne dva harmonicke pohyby o frekvenci 
/ = rg- podel osy Ox. Jeho vychylka x(t) je dana vztahem 
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r , ,,, ,,, , . skladani kmitavych pohybu 

{kmit.1-29} X {t) = *,{() + poda ^ Qx (6-46) 

{ram-151} 

kde £i(t) = x m ,icos(u;t + a\) a X 2 (t) = £m, 2 COs(u+ 02 ). Konstanty x m ,i , £ m ,2 a cki, ct 2 jsou 
amplitudy a fazove konstanty obou harmonickych pohybu. Vysledny pohyb hmotneho bodu je 
funkci (6.46) pine popsan. V dalsim provedeme pouze jeji rozbor a diskuzi. Ukazeme, ze funkci 
(6.46) lze upravit do tvaru 

{kmit. 1-30} x(t) = x m cos(a;t + a), (6-47) 

kde x m a a, jsou vhodne konstanty. To znacl: Pohyb, vznikly slozenim dvou stejnosmer- 
nych harmonickych pohybu o stejnych frekvencich, je opet harmonicky a ma stejnou 
frekvenci jako skladane pohyby. 

Dukaz lze provest tak, ze se funkce (6.46) upravl do tvaru (6.47) s uzitun trigonometrickych 
vzorcu. My zde vsak zvolime postup, pri nemz uzijeme grafickeho znazorneni harmonickych 
pohybu fazovymi vektory. Graficke skladani harmonickych pohybu (a s tim souvisejici uziti 
komplexnich funkci) se totiz ve fyzice i v technicke praxi objevuje velmi casto, napr. pri vykladu 
interference vlneni, v elektrotechnice v teorii stridavych proudu, atd. Tedy osvojeni si graficke 
metody skladani harmonickych kmitu je prave tak dulezite, jako znalost vysledku (6.47). 

Vedeme orientovanou osu Ox podle obr. 6.17. Funkci x\(t) ve vztahu (6.46) znazornime 
fazovym vektorem A±, funkci X 2 (t) fazovym vektorem A 2 . Pro t = Os maji vektory A±, A 2 polohy 
znazornene v casti oznacene 0. Prumet vektoru A = A\ + A 2 do osy Ox v okamziku t = 0 s je 
dan vztahem A x (0) = Ai iX (0) + A 2 tX ( 0) = x mi iCOsai + x m) 2 COSO !2 = ^i(O) + X2{0) = x(0), tj. 
je roven vychylce vysledneho harmonickeho pohybu (6.46) v okamziku t = Os. 

Jezto frekvence skladanych harmonickych pohybu jsou stejne, otaceji se vektory Ai,A 2 se 
stejnou uhlovou frekvenci. Trojuhelnik dany vektory A\, A 2 , A(= A\ + A 2 ) se tedy otaci bez 
zmeny tvaru (obr. 6.17). V obecnem okamziku t > 0 je vektor A v poloze (2). Jeho prumet do 
osy Ox je 

A x (t) = A\ cos(a;t+ai)-|-242 cos(wf+a! 2 ) = ^m,i cos(u;f+a!i)+a ; m) 2 cos(a;t+a 2 ) = xi(t)+X 2 {t) = x(t). 

Hodnota funkce x(t) dane vztahem (6.46) je tedy rovna prumetu rovnomerne rotujiciho vektoru 



ibrkmit. 1-17} Obr. 6.17 

A do osy Ox. Proto lze funkci x(t) vyjadrit ve tvaru (6.47). Hodnoty velicin x m , a plynou 
z obr. 6.17 s uzitim kosinove vety a definice funkce tg a: 

A = -\J A^ + + 2A1A2 cos(a2 — «i) = Jx m 1 + 2 + 2ic m ,i®m,2 cos(a2 — Ot\) = £ m , (6.48) 
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A\ sin a\ + A 2 sin a 2 rc m ,i sin a x + sin a 2 . . 

{kmit.1-31} tga=- ---= - 5 ---. (6.49) 

A\ cos a\ + A-2, cos a 2 i m ,i cos ai + x m . 2 cos 02 


Hlavni vysledky: 

1. Kmitavy pohyb vznikly slozemm dvou stejnosmernych harmonickych pohybu o stejnych 
frekvencich je opet harmonicky a ma stejnou frekvenci jako skladane harmonicke pohyby. 

2 . Amplituda x m vysledneho harmonickeho ohybu zavisi jak na x m) i, x m . 2 , tak i na fazovem 
rozdilu Q 2 — ai- Plati 

km,2 - ®m,l| <X m < X m ,i + X m 2 

(obr. 6.18a). 

3. Pri skladanl harmonickych pohybu o amplitudach stale velikosti x m; i, x mi 2 a o ruznych 
hodnotach fazoveho rozdilu 02 — a\ nabude x m maximalni hodnoty x m , max tehdy, kdyz 
vektory Ai, A 2 maji stejnou orientaci. Plati 

x m ,max = £m,i + x m ,2 pro «2 — «i = 2 n, 7 r, kde n = 0 ,± 1 ,± 2 ,... . 

Skladane harmonicke pohyby maji v tomto pripade stejne faze, tj. jsou ve fazi (obr. 6.18b). 
Vektor A ma minimalni velikost tehdy, kdyz vektory A\, A 2 miri proti sobe, tj. kdyz 
skladane harmonicke pohyby maji opacne faze (obr. 6.18c): 

X m mm = \x m p. — Xmi | pro CC2 — ai = ( 2 n + l) 7 r, kde n = 0 ,± 1 ,± 2 ,... . 

Je-li v tomto pripade navic x mj i = x m , 2 . je x m . m i n = 0. 

6.5.2 Skladani stejnosmernych harmonickych pohybu o ruznych frekvencich, 

U)\ 7 ^ U)2‘ 

irm^naBk^tfilC} 

Necht’ hmotny bod vykonava soucasne (ve smyslu drive uvedenem) dva stejnosmerne harmonicke 
pohyby o vychylkach 


(kmit.l-32a} 

x\(t) = x mi i cos(o;it + ai), x 2 (t) = x m>2 cos(w 2 t + 0 : 2 ), 

takze jeho vychylka x(t) je dana vztahem 

(6.50) 

(kmit.l-32b} 

x(t) = Xl(t) + x 2 (t). 

(6.51) 


Znazornime-li harmonicke pohyby (6.50) opet fazovymi vektory Ai(t), A 2 (t) (obr. 6.17), bude 
vektor Ai(t) rotovat s uhlovou rychlosti uj\ a vektor A 2 (t) s jinou uhlovou rychlosti u 2 . Vektor 
A(t) = A\(t) + A 2 (t) bude trvale menit svoji vehkost a bude se otacet nerovnomerne. Jezto jeho 
prumet do osy Ox je opet roven x(t), tj. plati x(t) = A x (t). neni funkce x(t) harmonicka, tj. 
nelze ji vyjadrit ve tvaru (6.47). Vysledny pohyb neni harmonicky a obecne ani periodicky. 

6.5.2.1 Podminka periodicnosti 

Kdy je pohyb o vychylce x(t), dany vztahy (6.50), (6.51), periodicky? Tehdy, kdyz oba vektory 
Ai(t), A 2 (t) se v nekterych casech ti,t 2 , ■ ■ ■ > 0 dostanou soucasne do polohy, ve ktere byly 
v case t = Os. Nejmensi z techto casu, tedy 1 1 , je perioda T slozeneho pohybu. Behem periody 
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ibrkmit.1-18} 





{kmit.1-33} 
{ram-152} 


T musi kazdy z vektoru vykonat celistvy pocet otacek — vektor Ai(t) p-otacek a vektor A 2 {t) 
q-otacek, kde p, q jsou jista cela cisla. Plati tedy 

u\T = 2np, UJ2T = 2tt q «#• — = ^ podmmka periodicnosti (6.52) 

wa f /a q Th V 

Pohyb slozeny ze dvou harmonickych (a obecne periodickych) pohybu je periodicky prave tehdy, 
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■mo^.d:akJr61i5ID} 


ibrkmit.1-19} 

(kmit.l-34a} 
{kmit.l-34b} 


je-li splnena podminka (6.52). Podobne lze dokazat, ze slozenim vetsiho poctu harmonickych 
(a obecne periodickych) pohybu vznikne periodicky pohyb prave tehdy, jsou-li frekvence vsech 
skladanych pohybu v pomeru celych cisel, tj. plati-li f\'■ f2'■ h'■■■■= P'■ Q'■ f '■ _ 

6.5.3 Skladam stejnosmernych harmonickych pohybu o ruznych (blizkych) 
frekvencich, splnujicich vztah = uj 2 

V obr. 6.19 jsou znazorneny dva deje, pri nichz dochazi ke skladam harmonickych pohybu 
s frekvencemi mirne se lisicimi. V obr. 6.19a jsou znazorneny dve nepatrne rozladene ladicky 
(mohou to byt napr. i struny). Element vzduchu v bode P, kterym se siri soucasne akusticke 
vlny z obou ladicek, kona soucasne harmonicke kmity s frekvencemi / 1 , f 2 splhujicimi vztah 
/1 = / 2 - V obr. 6.19b vysila zdroj Z elektromagneticke vlny o frekvenci / smerem k vozidlu. 
Jestlize se vozidlo pohybuje smerem ke zdroji nebo od zdroje, detekuje detektor D v odrazene 
vine frekvenci f A /■ Slozenim elektrickych kmitu o frekvencich /, f vznika kmitani o frekvenci 
fjj = \ f — f\, z nlz lze urcit rychlost vozidla. Slozene kmitani o rozdilove frekvenci \ f — f\ se 
nazyva casto zazneje. 



Obr. 6.19 

Vznik zazneju vysvethme s uzitim fazovych vektoru. Budeme zkoumat pohyb o vychylce x(t) 
dane funkci 

x(t ) = x\(t) + x 2 (t), (6.53) 

kde 

Xi(t) = x m ,i cos(wit + a), x 2 (t) = x mt2 cos(u 2 t + a 2 ) , \uj\ — u 2 \ uji,uj 2 (6.54) 

Harmonicke pohyby (6.54) znazornime vektory A\{t), A 2 (t). ktere rotuji s uhlovymi rych- 
lostmi u>\, u 2 ve smeru naznacenem v obr. 6.20. V casti ® jsou vektory Ai(t), A 2 (t ) (a jejich 
vektorovy soucet A(t) = Ai(t) + A 2 {t)) zakresleny v okamziku t = Os, kdy sviraji lihel \a\ — a 2 \. 
Predpokladejme pro urcitost, ze plati uj\ > uj 2 . Vektor A\(t) se pak otaci ponekud rychleji nez 
vektor A 2 (t) a „dohani“ jej. Uhel Z(Ai(t)A 2 (t)) se zmensuje (poloha (2)). V poloze (3) vektor 
Ai(t) dostihl vektor A 2 (t). Velikost vektoru A(t) postupne vzrustala a v poloze (3) nabyla nej- 
vetsi hodnoty m max = A\ + A 2 = x^i + x m) 2 - Pak se uhel Z{A\{t)A 2 (t)) zvetsuje a |^4(t)| se 
zmensuje. V nekterem pozdejsim okamziku budou vektory Ai(t). A 2 (t) mifit proti sobe a \A(t)\ 
bude mit nejmensi moznou hodnotu |A| min = 1^! — A 2 \ (poloha @). Pote bude \A(t )| znovu 
narustat atd. 

Jezto plati \uj\ — u 2 \ <C uj\ . uj 2 (tj. = <jJ 2 ), otaci se vektor A(t) zrejme temer rovnomerne, 
a to priblizne uhlovou rychlosti uj = {uj\ +uj 2 )/2 (= oj\ = cj 2 ) Jeho velikost se pomalu meni tak, 
ze plati \Ai — A 2 \ < A < A\ + A 2 . Jeho prumet do osy Ox (obr. 6.20) je v kazdem okamziku 
roven prislusne hodnote funkce x(t), dane vztahy (6.53), (6.54). 

Vysledny pohyb, popsany frmkcemi (6.53), (6.54), je proto temer harmonicky. Ma frekvenci 
/(= fi = f 2 ) a (relativne) pomalu se menici amplitudu x m (t), ktera se meni s jistou frekvenci 
f z (a periodou T z ), nazyvanou frekvence (perioda) zazneju. Frekvenci f z urcime takto: 
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ibrkmit. 1-20} Obr. 6.20 


Perioda zazneju T z je doba, ktera uplyne mezi jednim prekrytim vektoru Ai(t), A 2 (t) (obr. 6.20 
poloha © Ai(t) }} A 2 (t)) a nejblizsim dalsim prekrytim. Za tuto dobu vykona vektor A\ pocet 
otacek /} T z a vektor A 2 pocet f 2 T z . Vektor A 2 pritom vykonal bud’ o jednu otacku mene (pri 
uj\ > co 2 ) nez vektor Ai, nebo o jednu otacku vice (pri < u 2 ). Odtud plyne 

(kmit. 1-35} \fi% - f 2 T z \ = 1 => |ji - f 2 \ = ^ => f z = |/i - f 2 \. frekvence zazneju (6.55) 

{rcim-153} 

Hlavni vysledek - 

Funkce dana vztahy (6.53), (6.54) popisuje (temer) harmonicky pohyb o frekvenci f = fi = 
f 2 a o amplitude x m (t), ktera se meni relativne pomalu, a to periodicky, s frekvenci f z = |/i — f 2 \. 

Kmitani tohoto typu se nazyva zazneje. 


Na obr. 6.21 je znazornena funkce x(t) (rovnice 6.53) pro pripad A\ A A 2 . Na obr. 6.22 je 
znazornena tataz funkce v pripade, ze plati A\ = A 2 . 
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ibrkmit.1-22} 

jni^nSGtfiJBS} 


(kmit.l-36a} 
{kmit.l-36b} 


kmit.1-3601} 


Dusledky a uziti: Pri poslechu dvou mirne rozladenych zvukovych zdroju (ladicek v obr. 6.19a) 
slysime ton o frekvenci priblizne rovne frekvenci obou ladicek. Amplituda kmitu, tj. i intenzita 
zvuku, kolisa periodicky s frekvenci f z danou vztahem (6.55). Proto se hovori o „zaznejich“ 
neboli „razech“. Zazneje vznikaji vzdy, kdyz se skladaji dva mechanicke nebo i elektricke kmity 
o temer stejnych frekvencich. 

Zazneju se vyuziva pri slad’ovani dvou oscilatoru tak, ze menime frekvenci jednoho z nich 
(nebo obou) a zkoumame zazneje. Je-li f z velke, oscilatory jsou silne rozladeny. Pro f z —> 0 (tj. 
T z —>■ oo, velmi pomale zazneje) je f2 fi- 



6.5.4 Skladam harmonickych kmitu navzajem kolmych 

V technicke praxi se nekdy setkavame s pohybem vzniklym slozenim dvou primocarych ruzno- 
smernych kmitavych pohybu. Trajektorie bodu, ktery vykonava takovy pohyb, je rovinna krivka. 
Zakladnim typem takovych pohybu je pohyb vznikly slozenim (superpozici) dvou navzajem 
kolmych harmonickych pohybu. Takovyto pohyb vykonava napr. konec nosniku obdelnikoveho 
prurezu naznaceneho v obr. 6.1. 

Vysetrime uvedeny pohyb v pripadech, ze plati bud’ uj\ = u>2 (tj. frekvence skladanych pohybu 
jsou stejne) nebo wi / W 2 a soucasne uj\ : U2 = p : q kde p, q jsou cela cisla. 

uji = UJ 2 = w: Zavedeme pravouhly souradnicovy system Oxy tak, ze osy Ox, Oy miri ve 
smeru skladanych pohybu (obr. 6.23). Vysetrime pohyb bodu P(x,y), jehoz souradnice jsou 
dany vztahy 

x(t) = x m sin (ut + a) , (6.56) 

y{t) = y m sin(o;t + (3). (6.57) 

Oscilace maji stejne frekvence, ale mohou se lisit amplitudami a fazemi. Soustava (6.56), (6.57) 
udava trajektorii bodu P v parametrickem tvaru. Trajektorie lezi v obdelniku o stranach delky 
2x m , 2y m se stredem v pocatku souradnic. Jeji tvar urcime z rovnice, kterou ziskame vyloucenim 
parametru t. Nejdrive prepiseme (6.57) do tvaru 

y(t) = y m sin[wf + a — {a — (3)\ = y m cos (uit + a) sin(o; — j3) — y m sin(wf + a) cos(a — 0). (6.58) 

Zavedeme velicinu <5 = a — /3 a po dosazeni za sin(o;t + a) = x/x m do rovnice (6.58) dostaneme 

y(t ) = y m cos (ut + a) sin d — y m — cos 5 . 
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ibrkmit.1-23} 


kmit.1-3602} 


kmit.1-3603} 
{ram-154} 


kmit. 1-3604} 



Pak uz nezbyva, nez si vzpomenout na vztah cos 2 (a it + a) = 1 — sin 2 (uh + a) = 1 — pomoci 
ktereho dale horni vztah upravime na 

y{x) = y m \j ^1 - sin 5 — y m cos 6. 

Coz po osamostatneni vyrazu s odmocninou a naslednem umocneni prejde na tvary 

i + i cos,s= v / ( i “S fin ' s ’ (6 - 59) 

y 2 n y X _ X 2 n r . n r X 2 . ■> r 

Hr + 2—-cos 5 H—cos 2 <5 = sir 6 -sir 5 . 

2/m 2/m ®m ®m X m 

Vynasobenim cele rovnice vyrazem x^y^ 

Xm.y 2 + 2x m y m xy cos 5 + y^x 2 cos 2 5 = Xm2/m sin 2 ^ — 2/m® 2 sin 2 ^ ■ 

Pfevedenim clenu y 2 r x 2 sin 2 5 z prave strany rovnice na levou ziskame po vytknuti 
x m2/ 2 + %x m y m xy cos 5 + y^x 2 (cos 2 5 + sin 2 J) = x 2 n y 2 n sin 2 5 , 


coz je rovnice 

obecny vztah pro slozky 

x m2/ 2 + 2®m2/m®2/ cos <5 + y 2 n x 2 = x^y^ sin 2 6. navzajem kolmych (6.60) 

skladanych kmitu 

V dalsim provedeme diskuzi teto rovnice vzhledem k moznym hodnotam fazoveho posuvu <5 
a pomeru amplitud x m a y m (jednotlive mozne dale zminovane pripady jsou pro vetsi nazornost 
uvedeny v obr. 6.24). 

Je-li 5 = ±7t/2, pak cos(±7r/2) = 0 a zaroveh sin 2 (±7r/2) = 1 a (6.60) prejde v rovnici elipsy 
ve stredovem tvaru 

X 2 m y 2 + 2/m® 2 = ®m2/m -> \ + ~2~ = S = ±7r / 2 ' (6.61) 

2/m ®m 

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brne 301 











6.5. SKLAdANI KMITtJ 


anit. l-3604a} 

kmit.1-3605} 
kmit.1-3606} 


ibrkmit.1-24} 
kmit. 1-3607} 


Tvar elipsy — delka os, excentricita, sklon i smer obehu bodu P po nl jsou zavisle na velikosti 
amplitud x m . y m a na hodnote fazove konstanty 5. Uvedeny pohyb se nekdy nazyva elipticky 
harmonicky pohyb. 

Jsou-li amplitudy obou kolmych pohybu stejne x m = y m , dostavame z (6.61) specialni pripad 
- rovnici kruznice ve stredovem tvaru: 

x 2 + y 2 = pro x m = y m a 5 = ±tt/2 . (6.62) 

Snadno se lze presvedcit, ze v pnpade, kdy rozdil jednotlivych pocatecmch fazi bude 5 = n/2, 
bude bod P obihat po kruznici po smeru hodinovych rucicek (pravotocivy system obehu), za- 
timco pro hodnotu 5 = 270° se bude pohybovat proti smeru chodu hodin (levotocivy system). 

Jiny specialni pripad vysledneho slozeneho pohybu dostaneme pro nulovy rozdil fazi, tedy 
pripad <5 = 0 —s- cos 5 = 1, sin d = 0. Pak rovnice (6.60) nabude tvaru 

y^x 2 ~ 2 x m y m xy + x^y 2 = 0 pro 5 = 0, (6.63) 


ve kterem poznavame 


(y m x - x m y) 2 = 0 , 


(6.64) 


coz neni nic jineho, nez rovnice primky (pripadne rovnice osy prvniho a tretiho kvadrantu, je-li 
Xm = Vm) 




5 = 240 c 






5 = 90 c 



6 = 210 c 



5 = 330° 


y = —x pro 5 = 0. 
x m 

Obdobnym zpusobem pro 5 = ±7r obdrzime rovnici 

2/m r . 

y = - x pro 5 = ±7r, 

Xm 
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kmit. 1-3608} 
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coz je opet rovnice pfimky, tentokrate odpovidajici ose kvadrantu druheho a tretiho (za pod- 
mmky x m = y m ). 

Poznamenejme, ze informaci o fazovem rozdilu dvou harmonickych pohybu (6.56) lze ziskat 
promeremm elipsy, ktera vznikne jejich slozenim ve dvou smerech navzajem kolmych (obr. 6.23). 
Napr. bod C ma souradnici xc = x m \ sin ip\. Zmefime-li x m , xc, muzeme vypocitat | sin ip\. Takto 
se postupuje napr. pri urcovani fazoveho posuvu dvou stridavych napeti. 

ui\ : 1 x 2 = p ■ q {'Pi ( 4 cela cisla) Rovinny pohyb bodu 

P(x, y ) : x(t) = x m sin(wit + a), y(t) = y m sin(o; 2 t + 0) 

je za uvedeneho predpokladu periodicky (srovnejte odst. 6.5.2). Trajektorie jsou uzavrene krivky, 
ktere se nazyvaji Lissajousovy krivky (cti lisazusovy). Jejich tvar zavisi na pomeru u i/^a na 
fazovem posuvu 6 = a — (3 skladanych pohybu. V obr. 6.25 je naznaceno nekolik takovych krivek 
pro ruzne hodnoty 5. Nezname-li pomer : U 2 , lze jej z Lissajousovy krivky urcit. 


:ladyKmitani} 

{pr6.R-l} 


ibrkmit.1-25} 


6.6 Priklady k casti 6 


KP 6-8- 

Teleso o hmotnosti rn je zaveseno na pruzine o tuhosti k a kmita na ni v homogennim tihovem 
poh Zeme (obr. 6.26). Zanedbejte hmotnost pruziny a sily odporu a predpokladejte, ze amplituda 
kmitu je mala. Dokazte, ze teleso kona harmonicky pohyb s lihlovou frekvenci uj = \Jkfrn, tj. 
s frekvenci stejnou jako v pripade znazornenem v obr. 6.7. 



Re.se.ni: 

Volme osu Ox orientovanou podle obr. 6.26 s pocatkem v bode, v nemz by byl konec nezatizene 
pruziny. Pri pohybu pusobi na teleso dve sily: tiha G a sila F p od pruziny. Vychylka x(t) telesa 
je funkci casu, ktera vyhovuje diferencialni rovnici, kterou odvodime stejnym postupem jako 
rovnici (6.20): Vyjdeme z druheho Newtonova pohyboveho zakona pro teleso o hmotnosti m 
a postupne dostaneme 


ma = G + F p , ma x = G x + F PjX 


d 2 x{t) 
~dF~ 


k_ 

m 


x(t) = g =>• 


d 2 x(t) 

: 


: mg — kx(t), 


*(*) + ~*(*) = 9 ■ 


Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brne 


303 























6.6. PRIKLADY K CASTI 6 


Obecnym feserrim teto nehomogenni 4 diferencialni rovnice je funkce 





brkmit.1-26} 


Obr. 6.26 


{rovpr6.R-l} 


,,, mg 

x(t) = — -1- x m sm 

k 



(6.67) 


kde x m > 0, a jsou libovolne konstanty — amplituda a fazova konstanta. Tim je dukaz proveden. 

Zopakujeme vysledek: Teleso kona harmonicky pohyb s uhlovou frekvenci u = yjk/m 
kolem bodu o souradnici x rov = mg/k. To je vsak souradnice rovnovazne polohy telesa, tj. 
souradnice telesa zaveseneho v klidu na pruzine. Amplituda x m a fazova konstanta a zavisi 
na pocatecnlch podminkach, tj. urcime je pomoci znamych funkcnich hodnot x(to) = x(0) = 
x'o a x(to) = x(0) = x'o, ktere zname. Je-li napr. teleso v case t = 0 upusteno s nulovou 
pocatecni rychlosti z mista, kde je pruzina nenatazena (nedeformovana), tj. xq = 0 a xq = 0, 
pak fyzikalni reseni (matematik je jiz uspokojen nalezenim rovnice (6.67)), spliiujici zadane 
pocatecni podminky, lze ziskat z rovnic 

0 = x m sina + ^ , 0 = x m ucosa => a = =t(2 n + 1)^ ,kde n = 0,1,2,... (6.68) 

k 2 

Zvolme n = 0, pak x m = —'jr- tedy nami hledane reseni x(t) je v konecnem tvaru 



(6.69) 


{rovpr6.R-2} 


O spravnosti vysledku se muzeme presvedcit napriklad dosazenim vhodnych okamziku t = to = 
0, t — t\ = T/4 = t — t% = T/2 = t = to = 3T/4 = ... a t = t± = T/ 2, ve kterych 
vychylky x(t t ) dokazeme stanovit jen na zaklade uvahy o jejich vztahu k lihlove frekvenci u 
a dobe kmitu T. 


{pr6.P-l} KP 6-9 


Nakreslete graf funkce x(t ) = 0,02 sin At v casovem intervalu od to = 0 s do t\ = 2,5 s. 


4 S nenulovou pravou stranou. 
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{pr6.P-2} 


{pr6.P-3} 


{pr6.P-4} 


{pr6.P-5} 


{pr6.P-6} 


{pr6.P-7} 


{pr6.P-8} 


KP 6-10- 

Vychylka telesa o hmotnosti m = 0,5 kg, ktere kona harmonicky kmitavy pohyb podel osy Ox, 
je dana vztahem x(t) = 0,03sin(15t + 2) [SI]. Nakreslete nacrtek a urcete (a lze-li to, rovnez 
do nacrtku zakreslete) veliciny: 1. Fazi v okamziku t\ = 2 s; 2. a) Periodu, b) frekvenci, c) 
amplitudu; 3. a) Polohovy vektor, b) vektor rychlosti, c) vektor zrychleni v okamziku t 2 = 0 s; 
4. Vyslednou silu pusobici na teleso a) jako funkci casu, b) pri pruchodu rovnovaznou polohou, 
c) v krajnich polohach; 5. Upravte vztah pro vychylku do tvaru a) x(t) = C\ cos(C , 2 t + C 3 ), b) 
x(t ) = 64 sin out + C 5 cos cut (tj. urcete hodnoty konstant C\, C 2 , C 3 , C 4 , Cfc a u). 


KP 6-11- 

Zobrazte graficky casovy prubeh a) vychylky, b) rychlosti, c) zrychleni telesa, ktere kona har¬ 
monicky pohyb o vychylce y{t) = 0,02 sin 47 rt [SI]. 


KP 6-12- 

Teleso o hmotnosti m = 0,2 kg kmita harmonicky podel osy Oy tak, ze vykona 5 kmitu za 3 s. 
V case t = 0 s byla jeho vychylka maximalm a mela hodnotu yo = y m = 4:0 mm. Sestrojte nacrtek 
a reste ukoly: 1. Napiste vztah vyjadrujici vychylku jako funkci casu; 2. Urcete a) frekvenci, b) 
periodu pohybu; 3. Urcete a) maximalni velikost hybnosti telesa a b) jeho maximalm kinetickou 
energii; 4. Urcete nejvetsi velikost vyslednice sil pusobicich na teleso. Zakreslete. 


KP 6-13- 

Pist o hmotnosti m = 0,7 kg kona ve valci kmitavy pohyb s frekvenci / = 10 Hz. Zdvih pistu je 
120 mm. Povazujte pohyb za harmonicky, nakreslete nacrtek, do ktereho postupne zakreslujte 
uvazovane veliciny, a urcete: 1. Maximalni rychlost pistu; 2. a) Maximalni kinetickou energii, b) 
maximalni velikost hybnosti pistu; 3. Vektor zrychlem v krajnich polohach; 4. Maximalni silu, 
kterou pusobi pist na ojnici pri behu naprazdno za predpokladu, ze tlak plynu na obou stranach 
pistu je stejny a ze treni je zanedbatelne. 


KP 6-14- 

Vodorovna deska kona harmonicky pohyb o amplitude 20 mm s periodou 0,1 s ve svislem smeru. 
Na jeji horni strane je pripevneno teleso o hmotnosti 3 kg. Sestrojte nacrtek a urcete: 1. Smer 
a velikost maximalniho zrychlem telesa; 2. Smer a velikost maximalni vysledne sily, pusobici na 
teleso; 3. Smer a velikost sily, kterou na teleso pusobi deska v nejvyssim a nejnizsim bode; 4. 
Rozhodnete, zda by teleso vykonavalo harmonicky pohyb s deskou, kdyby k ni nebylo pripevneno, 
nybrz jen na ni bylo polozeno. 


KP 6-15- 

Na pruzine, ktera ma v nezatizenem stavu delku l\ = 400 mm, visi v klidu teleso o hmotnosti 
m = 2 kg. Pruzina je pritom protazena na delku I 2 = 430 mm. Teleso vychylime z rovnovazne 
polohy smerem dolu o 20 mm a uvolnime s nulovou pocatecni rychlosti. Zanedbejte hmotnost 
pruziny a sily odporu a pocitejte s hodnotou g = 10 ms -2 . Urcete: 1. Tuhost pruziny; 2. Frekvenci 
kmitu.; 3. Pocet kmitu, ktere vykona teleso za 1 minutu; 4. Amplitudu kmitu; 5. Rychlost, 
se kterou bude teleso prochazet rovnovaznou polohou; 6 . Silu, kterou bude pusobit pruzina, 
na teleso a) v horni, b) v dolni krajni poloze. Uvazovane veliciny zakreslete do nacrtku (viz 
pfiklad KP 6 - 8 ). 


KP 6-16- 

Teleso o hmotnosti m = 1,5 kg je zaveseno na pruzine P a kmita s amplitudou 30 mm tak, ze 
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{pr6.P-9} 

{pr6.P-10} 

{pr6.P-11} 


ibrkmit.1-27} 

{pr6.P-12} 

(pr6.P-13} 


rovnovaznou polohou prochazi rychlosti o velikosti 120 mm s -1 . Zanedbejte hmotnost pruziny 
a sily odporu a pocitejte s hodnotou g = 10 ms -2 . Urcete: 1. a) Frekvenci a b) periodu pohybu; 
2 . Tuhost pruziny; 3. Silu, kterou pusobi P na teleso pri jeho pruchodu a) rovnovaznou, b) horni 
krajni, c) dolni krajni polohou. Zakreslete do nacrtku. 


KP 6-17- 

Na konec volne zavesene pruziny o tuhosti k = 50 Nm -1 pfipevnime teleso o hmotnosti m = 0,5 
kg a drzime je v ruce, takze pruzina neni deformovana. V okamziku t\ = 0 s teleso pustime 
s nulovou pocatecni rychlosti, takze zacne kmitat ve svislem smeru. Zanedbejte hmotnost pru¬ 
ziny a sily odporu a pocitejte s hodnotou g = 10ms -2 . Sestrojte nacrtek a zakreslete do neho 
uvazovane veliciny. Urcete: 1. Silu, kterou pusobi teleso na pruzinu ihned po uvolneni, tj. napr. 
v okamziku £2 = 10 -5 s; 2. Zrychleni, se kterym se zacne teleso pohybovat; 3. Nejnizsi bod tra- 
jektorie; 4. Silu, kterou pusobi pruzina na teleso a) v nejvyssim bode trajektorie, b) v nejnizsim 
bode trajektorie, c) v rovnovazne poloze; 5. Zrychleni telesa v nejnizsi poloze; 6. a) Frekvenci 
a b) amplitudu kmitu. 


KP 6-18- 

Teleso o hmotnosti m = 0,6 kg, zavesene na pruzine, kona kmity s frekvenci / = 0,5 Hz. Pote 
oddelime od pruziny jeji jednu ctvrtinu a na zbytek zavesime totez teleso. Zanedbejte hmot¬ 
nost pruziny a sily odporu. Urcete: 1. Tuhost puvodni pruziny; 2. Tuhost zkracene pruziny; 3. 
Frekvenci kmitu telesa na zkracene pruzine. 


KP 6-19- 

Na pruzine o tuhosti k = 120 N m -1 je pripevneno teleso T\ o hmotnosti mi = 1,5 kg. K nemu 
prileha volne teleso Ti o hmotnosti m 2 = 1,0 kg (obr. 6.27). Silou F pusobici na T 2 zprava se 
telesa posunou doleva a pruzina se stlaci o delku d = 80 mm. Pote prestane sila F pusobit a telesa 
se zacnou z klidu pohybovat doprava. Zanedbejte hmotnost pruziny a podlozku povazujte za 
dokonale hladkou. Urcete: 1. Energii stlacene pruziny; 2. Rychlost, se kterou se bude pohybovat 
teleso T 2 po odpoutani. Zakreslete; 3. Frekvenci kmitu telesa T); 4. Amplitudu kmitu telesa Tj; 
5. Silu, kterou bude pusobit teleso T\ na teleso T 2 na zacatku pohybu. Zakreslete. 



Obr. 6.27 


KP 6-20- 

Na jednom konci tuhe tyce delky I = 1 m je upevneno teleso T\ o hmotnosti mi = 0,4 kg, na 
druhem konci male teleso T 2 o hmotnosti m 2 = 0,6 kg. Tyc kona male kmity kolem vodorovne 
osy, ktera je kolma na osu tyce a ktera prochazi bodem P na ose tyce ve vzdalenosti l = 0,3 
m od telesa T 2 . Zanedbejte hmotnost tyce a sily odporu, telesa T\, T 2 povazujte za hmotne 
body a pocitejte s g = 10ms -2 . Nakreslete nacrtek. Pro uvedenou soustavu urcete: 1. Polohu 
hmotneho stredu; 2. Moment setrvacnosti vzhledem k ose otaceni; 3. a) Uhlovou frekvenci, b) 
frekvenci, c) periodu kmitu. 


KP 6-21- 

Reste priklad KP 6-20 za predpokladu, ze ve vzdalenosti d = 0,4 m od telesa T} bylo k tyci 
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pripevneno dalsi male teleso (hmotny bod) T 3 0 hmotnosti m 3 = 1 kg. 

{pr6.P-14} 

KP 6-22 

Soustava, sestavajici ze tri malych teles T\, T 2 , X 3 0 hmotnostech rn\ = m 2 = m 3 = 0,4 
kg spojenych tuhymi tycemi stejnych delek d = 0,5 m, kona male kmity kolem vodorovne 
osy 0 (obr. 6.28). Zanedbejte hmotnost tyci a sily odporu, telesa povazujte za hmotne body 
a pocitejte s g = 10ms -2 . Pro uvedenou soustavu urcete: 1. Polohu hmotneho stredu. Zakreslete; 
2. Moment setrvacnosti vzhledem k ose otaceni; 3. a) tJhlovou frekvenci, b) frekvenci, c) periodu 
malych kmitu. 

d 

2 

ibrkmit.1-28} 

m 3 

V/////////A 

Obr. 6.28 

(pr6.P-15} 

KP 6-23 

Reste priklad KP 6-22 pro hodnoty mi = m 2 = 0,4 kg, m 3 = 0,8 kg. 

(pr6.P-16} 

KP 6-24 

Teleso nepravidelneho tvaru 0 hmotnosti m = 4 kg kona male kmity kolem vodorovne osy 0 
s periodou T = 2 s. Jeho hmotny stred je ve vzdalenosti a = 0,5 m od osy 0 . Zanedbejte sily 
odporu a pocitejte s g = 10ms -2 . Urcete: 1. Moment setrvacnosti telesa vzhledem k ose 0 ; 2. 
Moment setrvacnosti telesa vzhledem k primce jdouci jeho hmotnym stredem rovnobezne s osou 

0 . 

(pr6.P-17} 

KP 6-25 

Homogenni kruhova deska 0 polomeru r = 0,4 in a 0 hmotnosti m = 2 kg kona male kmity kolem 
vodorovne osy 0 (obr. 6.29). Zanedbejte sily odporu, pocitejte s g = 10 ms -2 a uzijte vztahu 
Ic = 0,5mr 2 , kde Ic je moment setrvacnosti desky vzhledem k primce jdouci kolmo na desku 
jejim hmotnym stredem 5 . Urcete: 1. Moment setrvacnosti desky vzhledem k ose 0 ; 2. Periodu 
malych kmitu. 

(pr6.P-18} 

KP 6-26 

Reste priklad KP 6-25 za predpokladu, ze v bode A je k desce pripevneno male teleso (hmotny 
bod) 0 hmotnosti mi = m = 2 kg. 

5 Uvedeny vztah se odvodi z definicniho vztahu pro I uzitim integralmho poctu. 
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{pr6.P-19} 

KP 6-27 

Reste priklad KP 6-25 za predpokladu, ze v bode B je k desce pripevneno male teleso (hmotny 
bod) o hmotnosti m 2 = m = 2 kg. 

{pr6.P-20} 

KP 6-28 

Reste priklad KP 6-25 za predpokladu, ze v desce 0 puvodni hmotnosti m = 2 kg se vyrizne 
kruhovy otvor 0 polomeru r\ = r/2 se stredem v C, takze deska ma tvar mezikruzi 0 polomerech 
r l, r. 

{pr6.P-21} 

KP 6-29 

Urcete redukovanou delku fyzickeho kyvadla uvazovaneho v priklade KP 6-25. 

{pr6.P-22} 

KP 6-30 

Pro desku uvazovanou v priklade KP 6-25 urcete periodu malych kmitu kolem osy o' rovnobezne 
s primkou 0 (obr. 6.29). 

\o _ 

/ r J\\ \ 

2 tyc 

ibrkmit.1-29} 

-^4 

V//////////Z 

Obr. 6.29 

{pr6.P-23} 

KP 6-31 

Predpokladejte, ze na obr. 6.29 je znazornena obruc 0 polomeru r = 0,4 m a hmotnosti m = 2 
kg. Zanedbejte sily odporu a pocitejte s g = 10 ms -2 . Urcete: 1. Moment setrvacnosti vzhledem 
k ose 0 ; 2. Periodu malych kmitu; 3. Redukovanou delku tohoto kyvadla. 

{pr6.P-24} 

KP 6-32 

Fyzicke kyvadlo mistene v klidnem vytahu kona male kmity s periodou To = 2s. Zanedbejte sily 
odporu a pocitejte s g = 10 ms -2 . Odvod’te pohybovou rovnici pro toto kyvadlo a vypoctete 
periodu kmitu ve vytahu, ktery prave: 1. Romnomerne a) stoupa, b) klesa s rychlosti 0 velikosti 
v = 1,5 ms -1 ; 2. a) Klesa, b) stoupa se stalym zrychlenim oj 0 velikosti ai = 2 ms -2 orientova- 
nym dolu; 3. a) Klesa, b) stoupa se stalym zrychlenim 02 0 velikosti (12 = 2 ms -2 orientovanym 
vzhuru. Doporuceni: Uzijte vztazneho systemu spojeneho s kabinou vytahu. 

(pr6.P-25} 

KP 6-33 

Idealni (bezztratovy) oscilacni obvod LC, v nemz je kondenzator K a civka 0 vlastni indukcnosti 
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L = 2mH (obr. 6.30), kmita s frekvenci / = 1000 Hz. Maximalm napeti na kondenzatoru 
pritom je U m = 100 V. Urcete: 1. Kapacitu kondenzatoru; 2. Maximalm naboj kondenzatoru; 
3. Maximalm elektrickou energii obvodu; 4. Celkovou elektromagnetickou energii obvodu; 5. 
Maximalm magnetickou energii obvodu; 6 . Maximalm proud v obvodu. 

it'll 


C 


L 

srrr \— 

brkmit. 1-30} Obr. 6.30 


{pr6.P-26} KP 6-34- 

Urcete frekvenci oscilacniho obvodu, ktery vznikne z obvodu na obr. 6.30, jestlize do neho 
zapojime dalsi kondenzator shodny s kondenzatorem K a) do serie, b) paralelne ke kondenzatoru 

K. 


{pr6.P-27} KP 6-35- 

Urcete s uzitim grafickeho skladani amplitudu harmonickeho pohybu, ktery vznikne slozenim 
dvou stejnosmernych harmonickych pohybu, z nichz jeden ma vychylku danu (v soustave SI) 
vztahem x$ = 0,04 sin 200f a druhy vztahem 1. x\ = 0,03 cos 200f; 2. X 2 = 0,02 sin 200f; 3. 
X 3 = 0,04sin(200t + 7 t/4 ); 4. x± = 0,04cos(200t — 7 r/ 4 ); 5. X 5 = 0,05 sin(200t + 0,5). 


{pr6.P-28} KP 6-36- 

Urcete amplitudu harmonickeho pohybu, ktery vznikne slozenim tri stejnosmernych harmo¬ 
nickych pohybu o vychylkach (v soustave SI): x\ = 0,03sin lOOt, x <2 = 0,04cos lOOt, X 3 = 
0,06 cos(100t + 7 t/ 4 ). 


{pr6.P-29} KP 6-37- 

Slozenim dvou stejnosmernych harmonickych pohybu o stejnych frekvencich, z nichz prvni ma 
vychylku danou vztahem x\ = 0,03sin500t [SI], vznikne harmonicky pohyb o vychylce x = 
0,05cos500f [SI]. Urcete funkci udavajici vychylku druheho pohybu. 


{pr6.P-30} KP 6-38- 

Tri stejnosmerne harmonicke pohyby maji frekvence v pomeru /1 : /2 : /3 = 2 : 3 : 4. Druhy 
z nich ma frekvenci = 120 Hz. Urcete periodu harmonickeho pohybu vznikleho slozenim 1. 
Pohybu 1 a 2; 2. Pohybu 2 a 3; 3. Pohybu 1, 2, 3. 
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7. Vlnem 

{Vlneni} 

7.1 Postupne mechanicke vlnem 

7.1.1 Co je to vlneni? 

Vlnem, neboli vlny, je dej, jehoz pnklady jsou znazorneny na obr. 7.1a-d. Obr. 7.1a znazornuje 



a) b) 


smer sireni vlny 



smer pohybu 


, , " — elementu vody 

kamen I _ - _ _ J 


smer pohybu 
i /elementu vlakna 

t\ / Nv sme r postup u vlny 

1 vlna i 


c) 


d) 


{obrvln.2-1} 


Obr. 7.1 


dej, ktery vznika pri jlzde elektricke lokomotivy. Narazy kol na kolejnice se mlrne deformujl 
kolejnice i kola v mlste styku (body A, B). Odtud se deformace sir! konecnou rychlostl jak 
kolejnicemi, tak koly. Z nich se prenasejl do vsech latek, s nimiz jsou kola a kolejnice ve styku. 
Z kol do lozisek, z nich postupne na hfldel, karoserii, do vzduchu atd. Z kolejnic do podlozl, 
do vzduchu atd. Tento dej — prenasenl deformace, pohybu a energie mezi sousednlmi elementy 
latek — se nazyva mechanicke vlneni nebo mechanicke vlny. 


7.1.1.1 Co je charakteristicke pro mechanicke vlny? 

1. Mechanicke vlneni je formou (nebo „druhem“) pohybu latkoveho prostredi. Elementy 
latky se pri pruchodu vlny vychyluji ze svych rovnovaznych poloh a pohybuji 
kolem nich vetsinou zcela nepatrne. Napr. ve zvukove vine ve vzduchu maji vychylky 
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elementu vzduchu velikosti mnohdy pouhych 10 9 m, podobne i v kapalinach a pevnych 
latkach. Proto je nelze prostym okem vetsinou pozorovat. 

2. Zmena deformace a napeti, tj. mechanicky rozruch, postupuje od jednoho ele¬ 
mentu k druhemu. Proto se toto vlneni nazyva mnohdy postupne vlneni. Rychlost 
postupu rozruchu v prostredi se nazyva rychlost vlneni a znaci se obvykle c (nebo v). 
Zavisi na setrvacnych vlastnostech latky (tj. na jeji hustote) a na silach, kterymi na sebe 
pusobi navzajem sousedni elementy latky pri deformaci (napr. u vln, podminenych pruz- 
nosti latky, zavisi rychlost vlneni na jejich modulech pruznosti). Typicke hodnoty rychlosti 
c: vzduch ... 340 m/s, voda ... 1450 m/s, ocel... 5 000 m/s (viz tabulky 10). 

Mechanicke vlneni soucasne prenasi i energii, hybnost. atd. 

7.1.1.2 Ruzne druhy vlneni 

1. Pruzne (elasticke) vlny jsou mechanicke vlny podminene pruznosti latek (pevnych, 
kapalnych i plynu). Jsou znazorneny na obr. 7.1a, b. 

2. Tihove vlny na povrchu kapaliny jsou znazorneny na obr. 7.1c. Jsou podmineny tiho- 
vymi silami pusobicimi na elementy kapaliny. 

3. Kapilarni vlny se siri na povrchu kapalin. Jsou podmineny kapilarnimi jevy. 

4. Pricne vlny na vlakne jsou podmineny ohebnosti vlakna a silou, kterou je vlakno napi- 
nano (obr. 7. Id). 

5. Elektromagneticke vlny jsou znazorneny na obr. 7.2. Elektricky naboj Q, ktery byl 
az do okamziku t = 0sv klidu, zacne kmitat. Tim se zacne menit pole, celo vlny, ktere 
vytvari ve svem okoli: az do okamziku t = 0 s bylo pole v celem prostoru elektrostaticke. 
Pri pohybu naboje se pole zacne menit, vznika i slozka magneticka. Tato zmena pole se 
siri do prostoru rychlosti c = 3T0 8 m/s _1 , takze v urcitem okamziku t > 0 je vne koule 
K o polomeru r = ct jeste pole elektrostaticke a uvnitr jiz pole elektromagneticke. Tento 
dej, tj. sireni zmeny elektromagnetickeho pole, se nazyva elektromagneticke vlneni. Pri 
sireni elektromagnetickeho pole se siri a prenasi, podobne jako pri sireni mechanickych vln, 
i energie a hybnost. Kulovou vlnu, znazornenou na obr. 7.2, lze vytvorit napr. preskokem 
jiskry. V praxi vznikaji elektromagneticke vlny periodickym pohybem naboju ve vodicich 
— antenach nebo pohybem naboju v atomech a molekulach. 

6 . Gravitacni vlny vznikaji sirenim zmen gravitacniho pole, podobne jako vlny elektromag¬ 
neticke. 

7.1.2 Co se deje v pruzne vine? 

{eaSfeBajB} 

Sireni pruzne vlny v tyci. Na obr. 7.3 je znazorneno sireni pruzne vlny v tyci. Tyc si myslime 
rozdelenu na male stejne velke elementy (obr. 7.3a) a predpokladame, ze na prvni element zacne 
pusobit zleva promenna sila F v naznacenem smeru. Pak: 

1. Element 1 se zacne pohybovat doprava a soucasne se stlaci (obr. 7.3b). 

2 . S nepatrnym zpozdenim se zacne pohybovat i element 2 vlivem sily od elementu 1 

a sily p 3_»2 od elementu 3. Soucasne se zacne i deformovat (stlacovat) (obr. 7.3c). 
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3. Dalsi pohyb elementu tyce je zrejmy z obr. 7.3d, e. Elementy si predavaji deformaci. 
Deformace, tj. vlna, postupuje doprava rychlosti, ktera zavisi na latce, v niz se vlna sifi, 
a nezalezi na tom, jak jsou elementy deformovany. 


{obrvln.2-3} 


11 Emunm 


-Fl->2 

F “ 


mum i 


- BME I 


H 




a) 

b) 

c) 

d) 

e) 


Poznamky: - 

1. Je zrejme, ze zacne-li pusobit na tyc delky 1 sila F podle obr. 7.3 (uhodime-li do ni nebo jejim 
koncem pohneme rukou), vznikne v tyci vlna, ktera dorazi na druhy konec tyce az po uplynuti 
doby t = l/c. Do te doby je druhy konec v klidu. Tyc se nepohne najednou jako celek. 

2. Podobne jako vlny v tyci siri se vlny i potrubim naplnenem kapalinou nebo plynem (vodni 
potrubi, vyfukove potrubi). Pri vysetrovani neustaleneho proudeni v potrubi a pri navrzich 
prislusnych zarizeni je nutno k existenci vln prihlednout. 


{} KP 7-1- 

Na obr. 7.4 je znazorneno vodni potrubi spojujici vzdalene nadrze JVi, iVjj. Ventil V je zpocatku 
uzavren, pak jej v okamziku t = Os otevreme. Popiste dej, ktery nestane v potrubi. Urcete, 
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{obrvln.2-4} 


(obrvln.2-5} 


v kterem okamziku se zacne voda pohybovat v miste A\ vzdalenem o l\ = 2 km od ventilu 
a v miste A 2 vzdalenem o l 2 = 1,5 km od ventilu. 



vlny 
Obr. 7.4 


Resem: 

Po otevrenl ventilu klesne tlak nalevo od ventilu a stoupne napravo od nej. Smerem k bodu 
A\ se siri snizeni tlaku, tj. dilatacni vlna, smerem k bodu A 2 kompresni vlna. Do bodu A\ 
dorazi vlna v okamziku t \ = li/c, kde c = 1450 ms -1 je rychlost vln ve vode (z tabulek). Tedy 
t\ = 2 000m/(1450ms _1 ) = 1,38 s. Do bodu A 2 dorazi vlna v okamziku t 2 = h/c = 1,03 s. Az 
do okamziku t±, t 2 je voda v bodech A±, A 2 v klidu, teprve pak se zacne pohybovat. 


7.1.2.1 Podelne a pricne vlny 

Podelne (neboli longitudinalni) vlny jsou takove vlny, pri nichz se elementy prostredi pohybuji 
(vetsinou kmitaji) ve smeru a proti smeru postupu rozruchu. Prikladem podelne vlny je vlna 
v tyci znazornena na obr. 7.3 nebo vlna v potrubi na obr. 7.4. Podelne vlny se mohou sirit 
v plynech, kapalinach i v pevnych latkach. 

Pricne (neboli transversalni) vlny jsou takove vlny, v nichz se elementy prostredi vychy- 
luji a pohybuji kolmo na smer sireni vlny. Uhodime-li napr. do tyce ve smeru kolmem na jeji 
osu (obr. 7.5), budou elementy tyce na sebe pusobit smykovymi silami (sily F\^ 2 . F 2 ->3 atd). 
Vsechny elementy tyce se budou pohybovat ve smeru kolmem na osu tyce, tj. kolmem na smer 
sireni vlny. Pritom se budou deformovat smykovymi silami, aniz by menily objem. Takoveto 
vlny se nazyvaji pricne. Pruzne pricne vlny jsou podmineny existenci smykovych sil. Mohou se 
tedy sirit pevnymi latkami, nikohv vsak kapalinami a plyny. Rychlosti pricne a podelne vlny 
v pevne latce jsou ruzne. Dalsi typy pricnych vln jsou pricne vlny na vlakne (obr. 7. Id) nebo 


naa: 

fL 

Obr. 7.5 

elektromagneticke vlny sirici se ve volnem prostoru v dosti velke vzdalenosti od zdroju. Napr. 
v rovinne elektromagneticke vine jsou vektory E, B, ktere charakterizuji elektromagneticke pole 
ve vine, kolme na smer sireni vlny (viz odstavec 8.1.1.1). 
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:hl<j>6li§ii§Bie} 


{obrvln.2-6} 


7.1.3 Vychylka, rychlost castic, rychlost vlnem, celo vlny, vlnoplocha 

1. Vychylka u je vektor, ktery udava smer a velikost posunutl elementu prostredi jako celku 
z rovnovazne polohy pri pruchodu vlny. Vychylka u je funkcl polohy a casu, tj. u(P-,t ) 
nebo u(x, y, z; t ), kde P je obecny bod o souradnicich x, y, z. Slrl-li se vlna na vlakne nebo 
v jinem jednorozmernem prostredi, zavedeme osu Ox (nebo Oy atd.) ve smeru vlakna. 
Vychylka u pak zavisl jen na z a na t. 

Je-li vlna slrlcl se podel osy Ox prlcna, tj. platl-li u _L Ox a lezl-li vychylky vsech bodu 
(elementu prostredi) v jedne rovine (jdoucl osou Ox), nazyva se vlna linearne pola- 
rizovana. Takova vlna je znazornena na obr. 7.6. Obvykle se zavadl osa Ou a namlsto 
o vektoru u se uvazuje o jeho prumetu do osy Ou, ktery se oznacuje u a ktery se nazyva 
rovnez vychylka. Plat! u ^ 0. Krivka K udava vychylku u v urcitem case t jako funkci 
veliciny x. Podelnou vlnu znazornujeme tak, ze vektor u otoclme o 90°, tak jak je zrejme 



z obr. 7.6, ktery znazornuje i vychylku v podelne vine postupujlcl ve smeru osy Ox. Body 
z intervalu (D, G ) jsou vychyleny ve smeru osy Ox, body z intervalu ( G, C) ve smeru opac- 
nem. Otoceny vektor vychylky opet promltneme do osy Ou a prumet u opet nazyvame 
vychylka. 

Ve zvukove harmonicke vine se velicina u nazyva akusticka vychylka. 

2. Rychlost elementu v je dana (podle definice rychlosti) vztahem v = du/dt. V podelne 
nebo prlcne hnearne polarizovane vine lezl vektory u, v v jedne prlmce. V podelne vine 
plat! u || v || Ox, v prlcne u || v _L Ox. V obou prlpadech pak rychlosti elementu nazyvame 
i skalarnl velicinu 



Je-li napr. v > 0. pohybuje se element v podelne vine ve smeru osy Ox a v prlcne vine ve 
smeru osy Ou. Je-li v < 0, je smer pohybu opacny. Ve zvukove harmonicke vine se velicina 
v nazyva akusticka rychlost. 

3. Tlak ve vine je velicina, ktera je dulezita pri siren! vln v kapalinach a plynech. Pri 
siren! harmonicke zvukove vlny se nazyva pnrustek tlaku proti puvodnlmu tlaku ve vine 
akusticky tlak. Znacl se p a plat! pro nej p % 0. 

4. Rychlost vlnem c je nazev pro velikost rychlosti, se kterou postupuje rozruch. Zavisl na 
vlastnostech prostredi. Pozor: nezamenovat c s rychlosti pohybu elementu v\ 
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{obrvln.2-7} 


ISu^eaptoSStlD} 


5. Celo vlny je souhrn bodu, ohranicujicich vlnu, tj. oddelujicich ji od te casti prostoru, do 
niz vlna jeste nepronikla. Sifi-li se rozruch v trojrozmernem prostfedi vsemi smery stejnou 
rychlosti, je celo vlny z bodoveho zdroje koule (obr. 7.7a), z linearniho zdroje valcova 
plocha (obr. 7.7b). Ve velke vzdalenosti od zdroje je celo vlny pfiblizne rovinne (obr. 7.7c). 



a) b) c) 

Obr. 7.7 


6. Vlnoplocha. Jestlize zdroj Z kmita periodicky, zavadime pojem vlnoplochy jako plochy, 
jejiz vsechny body kmitajl se stejnou fazi (plochy V v obr. 7.7). Podle tvaru vlnoploch se 
vlny nazyvaji kulove, valcove, rovinne. Obecna vlna ma vlnoplochy obecneho tvaru. 

7. Paprsek je kfivka, podel niz se sifi ve vine energie (mechanicka, elektricka). V izotropnim 
prostredi (napf. ve vzduchu, ve vode, v oceli, nikoliv vsak v krystalech) jsou paprsky kolme 
na vlnoplochy. 

7.1.4 Zakon superpozice vlneni 

Zakon superpozice vlneni zni: Necht’ v pruznem prostredi budi zdroj Z\ vlnu, v niz je vychylka 
dana funkci u\(x,y,z\t) (obr. 7.8). Necht’ zdroj Z 2 budi vlnu o vychylce U 2 (x, y, z] t). Pak oba 
zdroje soucasne budi vlnu o vychylce 

u(x, y, z; t ) = ui(x, y, z; t ) + ^(x, y, z; t ). (7.1) 

Podobne vychylka ve vlneni vzbuzenem vetsim poctem zdroju je rovna vektorovemu souctu 
vychylek ve vlnach z jednotlivych zdroju. 

Zakon superpozice vlneni plati v pruznem prostredi za podminky, ze vychylky a deformace 
jsou tak male, ze plati Hookuv zakon, tj. ze deformace je linearne zavisla na napeti. Zakon 
superpozice lze povazovat bud’ za primy vysledek experimentu, nebo jej lze odvodit z diferencialni 
rovnice vlneni (rovnice (7.29)). Ta je ovsem rovnez odvozena na zaklade vysledku experimentu. 

Priklady a dusledky zakona superpozice. Pro sireni vln, znazornene na obr. 7.8, v nemz 
se vlny z (vhodnych) zdroju Z\. Z 2 siri pouze do urcitych smeru, plati: Y oblasti A, kde se vlny 
prekryvaji, plati u(x,y,z;t ) = u\{x,y,z\t) + U 2 {x,y,z-,t)^ kde ui(x,y,z-,t) ^ 0, U 2 (x,y,z-,t) ^ 0. 
V oblasti B, v niz je U 2 {x,y, z]t) = 0, je u(x,y,z;t ) = u\{x, y, z\ t), tj. vychylka u(x,y,z-,t) je 
prave takova, jako kdyby zdroj Z 2 nezaril. Setkani s vlnou 2 v oblasti A vlnu 1 vubec neovlivnilo. 
Analogicky v oblasti C plati u(x, y, z; t ) = ?i 2 (x, y. z]t). V dusledku platnosti zakona superpozice 
se prenaseji vzduchem zvukove signaly (fee, hudba) tak, ze nejsou ovlivneny (deformovany) 
jinymi zvukovymi vlnami, se kterymi se pri sireni setkaly. 

Podobne jako pro elasticke (tj. i zvukove) vlny plati zakon superpozice i pro vlny elektromag- 
neticke. Rovnez elektromagneticke vlny se pri sireni vetsinou neovlivhuji. Z mnoha elektromag- 
netickych vln, ktere se siri prostorem a dopadaji na antenu rozhlasoveho prijimace, lze oddelit 
selektivnim prijimacem jednu. Signal, ktery tato vlna prenasi (fee, hudba) neni pfitom jinymi 
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{obrvln.2-8} 


(obrvln.2-9} 


.Poi£tapti§16E} 



vlnami ovlivnen, tj. zkreslen. Jiny priklad superpozice je znazornen na obr. 7.9. Dve prostorove 




a) 



b) 



c) 



Obr. 7.9 


ohranicene linearne polarizovane pricne vlny na vlakne se siri proti sobe beze zmeny tvaru (oka- 
mziky t±, t 2 ). V urcitem casovem intervalu se obe vlny prekryvaji (napr. okamzik ts) a vychylka 
ve vyslednem vlnenl je dana vztahem u(x,y,z;t ) = ui(x, y, z; t) + '^{x. y. z\ t). V pozdejslm 
okamziku (< 4 ) jsou vlny opet oddeleny a postupujl dal, pricemz zachovaly svuj tvar. 

7.1.5 Matematicke vyjadrem postupujici vlny 

Vlny na vlakne, v trubiclch a tycich i vlny rovinne se sir! ve vetsine prlpadu temer beze zmeny 
tvaru (obr. 7.9a, b). Zcela beze zmeny tvaru by se sifily v uvedenych pripadech vlny jen tehdy, 


Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brne 


316 











7.1. POSTUPNE MECHANICKE VLNENI 


kdyby v prostredi, jimz se vlna sin, nebylo vnitrniho treni. Jeho vlivem se mechanicka energie 
vlny postupne meni v energii tepelneho pohybu molekul, tj. ve vnitrni energii latky a vlna se 
tlumi. 

Sireni techto vln bez zmeny tvaru lze povazovat bud’ za experimentalni fakt nebo za dusledek 
vlnove rovnice (7.28). 

V dalsim odvodime vztah pro vychylku u ve vine obecneho tvaru postupujici beze zmeny 
tvaru rychlosti c podel osy Ox, a to pro dva pripady: 

a) je znam tvar vlny, tj. vychylka u, v urcitem okamziku, napr. v okamziku t = 0 s, tj. je 
dano u(x] t = 0) = f(x)-, 

b) je znama zavislost vychylky na case v urcitem bode, napr. v bode o souradnici x = 0 m, 
tj. je dano u(z = 0;t) = F(t). V bode x = 0m muze byt napr. umisten zdroj vlneni. 


Je dano u(x; t = 0) = f(x) Vychylka u ve vine, postupujici podel osy Ox bud’ v jejim smeru 
nebo ve smeru opacnem, je funkci velicin x, t. V okamziku t = 0 s je tato funkce znama, je dana 
funkci /(x), tj. plati u(x; t = 0) = /(x). V obr. 7.10 je tato funkce znazornena krivkou K\. 



obrvln.2-10} 


Obr. 7.10 


Vlna postupujici ve smeru osy Ox V okamziku t > 0 je vlna znazornena krivkou K 2 , 
ktera vznikne posunutim krivky K\ o usek delky d = ct ve smeru osy Ox. Vychylka u je dana 
vztahem 

{kmit.2-1} « = /(& (7.2) 

kde vyznam veliciny ^ je zrejmy z obr. 7.10. Plati x(t) = = ct + ^ => ^ = x — ct. Dosadime-li 

odsud do vztahu (1), dostaneme 

{kmit.2-2} u(t) = f(x — ct). vlna ve smeru osy Ox (7.3) 

{ram-155} 

Timto vztahem je vyjadrena vychylka ve vine jako funkce velicin x, t. 

Vlna postupujici proti smeru osy Ox V okamziku t > 0 bude vlna znazornena krivkou 
K 3 , ktera vznikne posunutim krivky K\ o usek delky d = ct proti smeru osy Ox. Vyjadrime-li 
vychylku v tomto okamziku pomoci veliciny rj (obr. 7.10), plati u = f(rj). Jezto plati r/ = d + x = 
ct + x, dostaneme 

u = f(x + ct). vlna proti smeru osy Ox (7.4) 


{kmit.2-3} 

{ram-156} 
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{} KP 7-2- 

Vyjadrete vychylku ve vine postupujici rychlosti c ve smeru osy Oy, jestlize v okamziku t = Os 
je vychylka dana funkci u(y, 0) = A sin ky, kde A a k jsou konstanty. 

Resem: 

Podle predesleho nahradime ve funkci A sin ky promennou y velicinou y — ct. Dostaneme 
u(y, t) = A sin k(y — ct) 

To je hledany vztah pro vychylku. 

Pro vychylku ve vine, postupujici opacnym smerem, dostaneme podobne 
u(y, t) = A sin k(y + ct) 


{} KP 7-3- 

Krivka K v obr. 7.11 necht’ znazorhuje tvar vlakna, kterym se siri pricna linearne polarizovana 
vlna, v okamziku t. Ukoly: 1. Nakreslete tvar vlakna v okamziku o neco pozdejsim, tj. v okamziku 
t + At, kde A < 1. 2. Rozhodnete, kterym smerem se pohybuji v okamziku t body, ktere jsou 
v poloze A, B, C. 


c 



x 

cAt 


obrvln.2-11} Obr. 7.11 

Resem: 

1. V okamziku t + At ma vlakno tvar dany krivkou K' , ktera vznikne posunutim krivky K 
o lisek delky cAt ve smeru osy Ox (obr. 7.11). 

2. Vina je podle predpokladu pricna. Vsechny body, ktere se prave pohybuji, pohybuji se 
kolmo na osu Ox. Bod vlakna, ktery byl v okamziku t v poloze A, bude v okamziku t + At 
v poloze A' , pohybuje se tedy smerem dolu. Bod v poloze B je prave v klidu, bod C se 
pohybuje svisle vzhuru. Je take zrejme, ze bod v A se pohybuje rychleji, nez bod v C. 


Je dano u(x = 0; t) = F(t) Predpokladame, ze ve vine, ktera se siri podel osy Ox, je dana 
vychylka v bode 0(x = 0) jako funkce casu, tj. ze je dano u(x = 0; t) = F(t) (obr. 7.12). V bode 
O muze byt napr. zdroj vlneni. Jaka bude vychylka v bode o obecne souradnici x ^ 0? 


{kmit.2-4} 

{ram-157} 

Tento vztah vyjadruje vychylku v obecnem bode x jako funkci casu t. 


Vina postupujici ve smeru Ox Do bodu P o souradnici x > 0 dorazi vlna v case t = x/c. 
Od tohoto okamziku se bude bod P pohybovat tak, jak se pohy boval drive bod 0. Pohyb bodu 
P bude vzhledem k pohybu bodu O zpozden o dobu t. Jeho vychylka. bude tedy dana vztahem 


u(x-, t) = F (t — . 

vlna ve smeru osy Ox 

(7.5) 

\ c) 
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obrvln.2-12} 


{kmit.2-5} 


.iHarmonicke} 


{cast521E} 



v u 


u = Fit) 

c 

Q ~~ 

/ -p . 

\x\ = -x 

'Y' ' x ; 

x 

Obr. 

7.12 


Vina postupujici proti smeru Ox Vina postupujici proti smeru osy Ox dostihne bod 
Q o souradnici x < 0 v okamziku r = \x\/c. Pohyb bodu Q bude vzhledem k pohybu bodu 0 
zpozden o r, jeho vychylka tedy bude dana vztahem u = F(t — r) = F(t — \x\/c), tj. 

u(x ; t) = F (t + —^ , vlna proti smeru osy Ox (7.6) 


nebot’ |a;| = —x. 

Diskuse: - 

1. Jestlize zdroj vlneni neni umisten v bode 0(x = 0), nybrz v obecnem bode Z(x = xq) 
a jestlize vychylka ve vine, kterou vysila podel osy Ox, je v bode Z dana funkci u(x o; t) = F(t), 
pak vychylka v obecnem bode P o souradnici x na jedne nebo druhe strane bodu Z je dana 
vztahem 


u(x\ t) = F It — 


\x - 


2. Podobnymi vztahy jako vztahy (7.3)-(7.6) je dana i rychlost castic ve vine, v, (tj. akusticka 
rychlost ve zvukove vine), jejich zrychleni a, akusticky tlak p atd. 

3. Vztahy (7.3)-(7.6) vyjadruji i vychylku v obecne rovinne vine sirici se podel osy Ox. 


7.1.5.1 Sinusove (neboli harmonicke) vlny 

Sinusove neboli harmonicke vlny jsou velmi castym typem vln uzivanych v technicke praxi. 
Vznikaji tak, ze zdroj vln — pruznych, zvukovych, elektromagnetickych — kona harmonicke 
kmity. Kazdy bod ve vine, sirici se neohranicenym prostredim, pak kona rovnez harmonicke 
kmity o stejne frekvenci jako zdroj. 

Sinusove vlny v akustice prenaseji (nebo vytvareji) ciste tony. Ve sdelovaci technice se pfe- 
naseji sinusovymi elektromagnetickymi vlnami signaly v rozhlase, televizi, v radarove a laserove 
technice. Harmonicka elektromagneticka vlna o frekvenci / = (10 14 -10 15 ) Hz predstavuje mo- 
nochromaticke svetlo. Nadto lze kazdou vlnu obecneho tvaru vyjadrit jako soucet harmonickych 
vln o vhodnych amplitudach, frekvencich a fazich (Fourierova analyza v matematice). 

V teto casti budou studovany zakladni vlastnosti harmonickych vln postupujicich v jednoroz- 
mernem prostredi, tj. i vln rovinnych. Tzv. stojate harmonicke vlny budou studovany v odstavci 
8.1.2. 


7.1.5.2 Matematicke vyjadrem postupujici harmonicke vlny 

Necht’ na velmi dlouhe (teoreticky nekonecne) strune, nebo v trubici, nebo v jinem jednoroz- 
mernem prostredi, se siri podel osy Ox obema smery rychlosti c vlny ze zdroje Z, umisteneho 
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v bode x = 0 m, vykonavajiciho sinusove kmity. Vychylka ve vine necht’ je v tom bode dana 
vztahem 

u(0; t ) = U m sm(ut + a), 

kde U m je amplituda vychylky, u uhlova frekvence kmitu, a pocatecni faze (neboli 
fazova konstanta) a <p = ut + a je faze. Vztah pro vychylku v obecnem bode o souradnici x 
dostaneme uzitim rovnic (7.5), (7.6): 

{kmit.2-6} u(x: t ) = U m sin (t — - j + aj , vlna ve smeru Ox (7.7) 

{ram-158} 

{kmit.2-7} u(x]t) = 17 m sin (t + —^ + aj . vlna proti smeru Ox (7.8) 

{ram-159} 

Vztah (7.7) vyjadruje vychylku v harmonicke vine postupujlcl ve smeru osy Ox (tj. akus- 
tickou vychylku ve zvukove vine) nejen pro x > 0, nybrz pro vsechna x. Podobne tvrzenl plat! 
i o vztahu (7.8). 


7.1.5.3 Jak se pohybuji castice v sinusove vine? 

Uvazujme o vine postupujlcl ve smeru osy Ox, dane vztahem (7.7). Bod P o souradnici xp kona 
kmity o vychylce 

u(xp; t ) = U m sin ^ ut — — + a^j , 

tj. kona harmonicky pohyb o amplitude U m (nezavisle na x), o uhlove frekvenci u (nezavisle na 
i)ao fazove konstante ip = —uxp/c+ a, ktera zavisi na xp, a ktera je tedy pro kazdy bod jina. 

Bod Q ve vzdalenosti s od bodu P ve smeru postupu vlny (obr. 7.13) kmita s fazovou 
konstantou ip' = — u(x + s)/c+ a, ktera se od tp lisi o 



(rychlosti c) za jednu periodu, tj. za dobu t = T. Plati tedy 
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{kmit.2-8} 
{ram-160} 

{kmit.2-9} 

{} 


{cast521F} 

{5210} 

{5211} 


A = Tc. definice vlnove delky (7.9) 

Dosadime-li odsud do predesleho vztahu, dostaneme A ip = —2irs/\. Vyjadfime tento vysle- 
dek prehledne: 

Draze s urazene vlnou odpovida zmena faze 

A^ = -2tt*. (7.10) 

Je-li s = ±A, je A ip = ^f2n. To znaci: Vlnova delka je vzdalenost nejblizsich dvou bodu, 
jejichz faze se lisi o 2 n r, tj. ktere kmitaji se stejnou fazi (poznamka: timto vyrokem lze rovnez 
vlnovou delku definovat). 

KP 7-4- 

Sinusovka v obr. 7.13 necht’ znazornuje vychylku v pricne vine o vlnove deice A = 0,5 m 
postupujici rychlosti c = 20 ms -1 ve smeru osy Ox a to v jistem okamziku t. Urcete: 1. Dva 
body, ktere kmitaji se stejnou fazi; 2. Dva body, ktere kmitaji s opacnymi fazemi; 3. Prekvenci, 
se kterou kmitaji body ve vine; 4. Fazi kmitu bodu D, ktery ma souradnici xd = xb + h, kde 
h = 0,3 m. 

Resem: 


1. 

2 . 

3. 


Body B, <7; 
Body A, C- 


f =? Plati / = y, kde T je dano vztahem (7.9). Tedy 


j. _ 1 _ c _ 20 ms 


4. (p(D) =? Faze kmitu bodu B. tj. velicina <p(B) = ut — + a, ma v uvazovanem oka¬ 

mziku nulovou hodnotu, nebot’ bod B ma nulovou vychylku a vychylka roste (do kladnych 
hodnot). Podle vztahu (7.10) ma bod D fazi tp(D) = <p(B) — 27rh/A, tj. 

<p(D) = —2i = — 27r ^’^ m = — l,27rradianu. 

' A 0,5m 


7.1.5.4 Ruzne vyjadreni harmonickych vln 

Vztahy (7.7), (7.8) lze upravit s uzitim vztahu u = 2i r/T a vztahu A = Tc takto: 

u(x; t ) = U m sin |w (t =F + a] = U m sin (t T ~) + a j , 

u(x\t) = C/ m sin |^27r T + aj . — ve smeru Ox, + proti smeru Ox (7.11) 

Jiny uzitecny tvar je 

u(x ; t ) = U m sin (ut =F kx + a) , — ve smeru Ox, + proti smeru Ox (7-12) 

kde velicina k = u/c = 2-k/X se nazyva vlnove cislo. 
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Velmi casto se vyjadruje vychylka v harmonicke vine v komplexnim tvaru s uzitim znameho 
vztahu 


e ia = cos a + i cos a => cos a = Re e ia , sin a = Im e ia . 


Zde i je imaginarni jednotka. Symboly Re / a Im / oznacuji realnou a imaginarni cast komplexni 
funkce /. Funkci (7.12) pak lze napsat ve tvaru 


u(x ; t ) = U m sin {ut + kx + a) = Im u me l {‘ j}t '^ kx + a ), 


V odborne literature pojednavajici o sireni vlneni se obvykle symboly Im , Re vynechavaji a pise 
se 

u(x;t) = U m e i ^ kx+a K 

{} KP 7-5- 

Vychylka v linearne polarizovane pricne vine na vlakne je dana vztahem u(y; t ) = 2-10 -2 cos(200t+ 
4y — 1) [SI]. Urcete: 1. Amplitudu vlny; 2. Smer sireni vlny; 3. Prekvenci vlny /; 4. Rychlost sireni 
vlny c; 5. Vlnovou delku A; 6. Vychylku bodu P o souradnici y = 7m v okamziku t = 1 s; 7. 
Velikost a smer rychlosti bodu Q o souradnici y = 0rri v okamziku t = Os. 

Resem: 


1. U m = 2 ■ 10 _2 m; 

2. Vina se siri proti smero osy Oy\ 

3. / = u/2tt = 200/2tt = 31,8s" 1 ; 

4. c =? Upravime: u(y\t) = 2 • 10 _2 cos [200 (t + - l] [SI]. Srovname se vztahem (7.8). 

Vychazi c = 50 ms -1 ; 


, m c 50m- s 1 

A = Tc = - =- = 1,57m; 

/ 31,8s" 1 

6. u(y = 7; t = 1) = 2 • 10" 2 cos(200 -1 + 4- 7- 1) m = 2 ■ 10" 2 cos(227) m = 1,39 ■ 10" 2 m; 


7. v=? 

v = ^ = 2 ■ 10" 2 • 200 • [- sin(200i + 4 y- 1)] ms" 1 . 
at 

Dosadime: y = 0, t = 0... v = — 2- 10" 2 • 200sin(—l)m- s" 1 = 3,37 ms" 1 ; 
Rychlost v ma velikost |n| = 3,37 ms" 1 a je orientovana ve smeru osy Ou. 


7.1.5.5 Fazova rychlost 

Rychlost c ve vztahu (7.7) pro vychylku v harmonicke vine se nazyva fazova rychlost, a to 
z tohoto duvodu: 

Velicina ip = u (t — |) + a se nazyva, jak znamo, faze kmitu. Polozme si tuto otazku: Jakou 
rychlosti v se musime pohybovat ve smeru osy Ox, abychom byli stale v mistech, v nichz ma 
faze <p ve vine (7.7) urcitou hodnotu, napr. p>\. Odpoved’: Pohybujeme-li se rychlosti v, ma nase 
souradnice hodnotu x(t) = vt + K, kde K je nejaka konstanta. Faze pak ma hodnotu 

( x\ ( vt + K\ t(c — v) + K 

= » --- + «• 
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lopplerfivJev} 


Ma-li ip byt stale, tj. na case nezavisle, musi byt v = c. Rychlost c je tedy rychlost, se kterou 
se musime v harmonicke vine pohybovat, abychom zastihli kazdy bod ve stejne fazi kmitu. Proto 
se tato rychlost nazyva fazova. 

V analogii s tfrnto vysledkem nazyva se i velicina c ve vztazich (7.3) - (7.6), vyjadrujicich 
vychylku ve vine postupujlcl bez zmeny tvaru, rychlost fazova. Argumenty, tj. vyrazy a; =|= ct 
a t =F f, se nazyvaji faze pohybu. 

Poznamenejme, ze v nekterych latkach se vlny nesiri beze zmeny tvaru, nybrz tvar vlny se 
men!, vlna se „deformuje“. Pak je nutno rozlisovat rychlost cela vlny, fazovou rychlost sinusovych 
vln, rychlost siren! energie atd. Tyto rychlosti jsou obecne ruzne. Tento jev se nazyva disperze 
vlneni. 

7.1.6 Doppleruv jev 

Co je to Doppleruv jev? Jestlize zdroj Z periodickych vln kona kmity s frekvenc! fz, pak 
detektor techto vln, napr. posluchac v prlpade vln akustickych, prijlma vlny s frekvenc! /d, 
ktera je rovna /z jen tehdy, jestlize se vzdalenost detektoru od zdroje nemen!. Jestlize se tato 
vzdalenost men!, tj. jestlize se zdroj a detektor vuci sobe pohybuj!, jsou frekvence /d, /z ruzne, 
/d ~f~ fz■ Tento jev se nazyva Doppleruv jev a projevuje se jak u vln mechanickych, tak u vln 
elekt r omagnet icky ch. 

7.1.6.1 Priklady Dopplerova jevu 

1. Pfij!zd!-li motocykl, jehoz vyfukove plyny proud! z vyfukoveho potrub! periodicky s frek¬ 
venc! fz, pak clovek, ktery stoj! u silnice, slys! zvuk o frekvenci fi > fz- Jestlize se motocykl 
vzdaluje, slys! clovek zvuk o frekvenci fi<fz- 

2. Vys!la-li elektromagneticke vlny o frekvenci fz zdroj (radiovy vysilac) umisteny v druzici 
Zeme nebo v kosmicke sonde, pak frekvence /d, kterou zaznamena prijimac na Zemi, nen! 
(obecne) rovna fz■ Je-li frekvence fz znama a zmerl-li se /d, lze urcit radialn! slozku 
rychlosti druzice vzhledem k Zemi (mereni rychlosti druzic). 

3. Jedouci vozidlo, na ktere dopada radarova vlna (tj. elektromagneticka vlna o vlnove deice 
radu 10 _2 m), se stava sekrmdarnim zdrojem odrazenych elektromagnetickych vln. Detek¬ 
tor odrazenych vln, umisteny obvykle pobliz zdroje, zaznamena jinou frekvenci nez ma 
zdroj (mereni rychlosti vozidel — viz priklad KP 7-7). 

4. Vlnova delka svetla, vysilaneho atomy pohybujicimi se v plynove vybojce, zavisi (zcela 
nepatrne) na velikosti a smeru jejich rychlosti (tzv. Dopplerova sirka spektralnich car). 

5. Frekvence svetla, ktere k nam prichazi ze vzdalenych oblasti vesmiru, je mensi nez frekvence 
svetla vysilaneho atomy stejneho druhu na Zemi (tzv. rudy posuv ve spektru hvezd — 
svetlo hvezd ma nepatrne vetsi vlnovou delku a prislusne spektralni cary jsou posunuty 
smerem k cervenemu okraji spektra ve srovnani se spektrem pozemskych zdroju). Svedci 
to o expanzi vesmiru. 

6. Jede-li po silnici stalou rychlosti kolona vozidel stejne od sebe vzdalenych, je perioda, se 
kterou vozy miji pozorovatele pohybujiciho se proti n!, mensi nez perioda, se kterou miji 
klidneho pozorovatele. 


& 
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O 



Ip" Iq" i A{ a 2 a 3 \ Wp' . v D 

\aM ) M D* : 


c 


,Q’ 


t=t 0 


obrvln.2-14} 


Obr. 7.14 


7.1.6.2 Zdroj v pohybu — vlnova delka 

Budeme uvazovat o mechanickych vlnach, napr. o vlnach akustickych, vyzarovanych vsemi smery 
bodovym zdrojem o frekvenci /, ktery se pohybuje stalou rychlosti u vzhledem ke vzduchu. 
Budeme predpokladat, ze plati u < c, kde c je rychlost zvuku ve vzduchu. Sirern vln je naznaceno 
v obr. 7.14 pro urcity okamzik to- Kulove vlnoplochy K\, K2, K 3 byly vyslany zdrojem Z 
v okamzicich t± = Os, t2 = T, t 3 = 2 T, kde T je perioda kmitu. V techto okamzicich byl 
zdroj postupne v bodech Ai, A 2 . A 3 , ktere jsou od sebe vzdaleny o uT. Kulove vlnoplochy 
expandujl rychlosti c. Vzdalenost sousednlch vlnoploch, merena kolmo na vlnoplochu, je vlnova 
delka v prlslusnem mlste (A', A", A m atd.). Nejmensl vlnova delka (A') je pred zdrojem, nejvetsl 
(A") za zdrojem. Hodnoty velicin A' a X" urclme takto: 

Z bodu Ai se slrila vlna do bodu P' po dobu to, plat! tedy A\P' = cto- Vlnoplochu K2 vyslal 
zdroj v bode A2 v okamziku t2 = T, plat! tedy A2Q' = c(to — T). Z obr. 7.14 je zrejme, ze plat! 

A' = A\P' - AiQ' = A\P' - (AiA 2 + A 2 Q') = cto ~ [uT + c{t 0 - T)\ = (c - u)T = (l - A, 

kde A = cT je vlnova delka vln slrlclch se z klidneho zdroje. Podobne dostaneme vztah X" = 
( c+u)T . Zavedeme-li osu Ox vzdy tak, ze ji orientujeme od zdroje Z do mlsta, kde vlnovou delku 
zjist’ujeme, lze oba odvozene (respektive uvedene) vztahy vyjadrit ve tvaru A'(A") = (c — u x )T. 
Zde u x je prumet rychlosti it do osy Ox (u x ^ 0). 

Frekvenci kmitu, kterou zaznamena detektor D, pohybujici se vzhledem ke vzduchu rychlosti 
v (v < c) bud’ smerem ke zdroji Z, nebo smerem opacnym, oznacime /'. Urcime ji: Zavedeme 
osu Ox orientovanou od Z k D. Relativni rychlost vlneni vzhledem k detektoru d je pak dana 
vztahem d = c — v x . Frekvence kmitu f, ktere zaznamena zdroj, je ciselne rovna poctu vln 
(o deice A / ), ktere jej minou behem Is. Oznacime-li At delku libovolneho casoveho intervalu, 
v nemz zkoumany dej probiha, plati 


c/ _ dAt 1 


A' At (c - u x )T ’ 


{5212} 



(7.13) 
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Vyznam uzitych symbolu: / — frekvence zdroje Z\ f — frekvence zachycena detektorem D\ 
u x — prumet rychlosti u zdroje Z do osy Ox, orientovane od Z k D; v x — prumet rychlosti v 
detektoru D do Ox (obr. 7.14). 

Pohybuje-li se navic i vzduch vzhledem k Zemi stalou rychlosti V lezici ve spojnici (Z, D), 
jsou rychlosti zdroje a detektoru vzhledem k Zemi (uq a u“o), dany vztahy 

Uq = u + V, vo = v + V. 


{5213} 


Pro prumety rychlosti do osy Ox odtud plyne u x = uq x — V x , v x = vq x — Ve- Dosadime-li do 
vztahu (7.13), dostaneme 


C + V x - Vox , 
c + V x - u 0x * 


(7.14) 


Vyznam uzitych symbolu: c — rychlost zvuku ve vzduchu, V x — prumet rychlosti vzduchu 
vzhledem k Zemi do osy Ox, orientovane od Z k D, uq x — prumet rychlosi zdroje vzhledem 
k Zemi do Ox, vq x — prumet rychlosi detektoru vzhledem k Zemi do Ox. 

Diskuse vztahu (7.14): - 

1. Vztah (7.14) zahrnuje v sobe i vztah (7.13) ( V x = 0 —► uq x = Ux , vox = v x ). 

2. Jestlize se zdroj a detektor k sobe priblizuji, je uq x > vq x , tedy f > f. Jestlize se zdroj 
a detektor od sebe vzdaluji, je f < f. 

3. Je-li vzdalenost zdroje a detektoru stala, je f = / pro jakekoliv V x . Pouhy pohyb vzduchu 
— vitr — nema tedy vliv na prijimanou frekvenci. 


Zjednoduseny vztah pro frekvenci Maji-li zdroj a detektor tak male rychlosti, ze plati 
u ^ c, v c, lze vztah (7.13) upravit: 



c — u x 1 — c 






kde jsme uzili rozvoje funkce (1 — u x /c) 1 . Vynasobime-li vyrazy v zavorkach 
nevypsane cleny i clen u x v x /c 2 , dostaneme priblizne vztahy 

a zanedbame-li 

{5214a} 


Z a D se k sobe priblizuji 

(7.15) 

{5214b} 


Z a D se od sebe vzdaluji 

(7.16) 


Zde je v r = u x — v x , respektive v' r = v x — u x relativni rychlost, se kterou se zdroj a detektor 
k sobe priblizuji, respektive od sebe vzdaluji. 


Doppleruv jev pro elektromagneticke vlny Elektromagneticke vlny se siri i vakuem, nebot’ 
na rozdil od mechanickych vln nemuseji mit nositele — latkova prostredi. K odvozeni vztahu 
pro prijimanou frekvenci pri vzajemnem pohybu zdroje a detektoru nelze uzit uvahy provedene 
pro mechanicka vlny. Relativisticka teorie elektromagnetiekeho pole vede ke vztahu f = (c ± 
v r j 1 / 2 • (cp Vr)- 1 / 2 /, kde v r je rychlost, se kterou se zdroj a detektor k sobe priblizuji (horni 
znamenka) nebo od sebe vzdaluji (dolni znamenka) a kde c je rychlost svetla ve vakuu. Je-li 
v r <C c, je prijimana frekvence dana pribliznymi vztahy (7.15) a (7.16) shodnymi se vztahy pro 
mechanicke vlny. 
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Balisticka vlna Vzroste-li rychlost zdroje vzhledem ke vzduchu tak, ze nabude rychlosti zvuku 
ve vzduchu, budou mit vlnoplochy vzajemnou polohu naznacenou na obr. 7.15a. Pri dalsim 
vzrustu rychlosti zdroje predbiha zdroj celo zvukove vlny a vytvori se tzv. Machuv kuzel. Je to 
obalka kulovych cel vln, vyslanych v predchozich fazich pohybu. Tato vlna se obvykle nazyva 
balisticka vlna. Pro uhel (obr. 7.15) plati tga = c/u, kde c je rychlost zvuku ve vzduchu a u 
rychlost zdroje. Termodynamicke deje ve vzduchu — zmeny tlaku, teploty atd. — v balisticke 
vine, ktera vznika pri pohybu nadzvukovych objektu, se podstatne lisi od deju v akustickych 
vlnach. 

Tvar balisticke vlny lze nejlepe pozorovat ve vlneni, ktere vznika na vodni hladine za rychle 
jedouci motorovou lodi. 



D -- Z 


O x 


Obr. 7.16 


KP 7-6- 

Akusticky zdroj, detektor a vzduch se pohybuji rychlostmi o velikostech u = 10ms -1 , v = 
6 ms -1 , V = 15 ms -1 smerem naznacenym na obr. 7.16. Detektor registruje frekvenci 450 Hz. 
Jakou frekvenci ma zdroj? Rychlost zvuku ve vzduchu je 331 ms -1 . 

Re.se.ni: 

Zavedeme osu Ox podle obr. 7.16. Zavislost mezi frekvenci zdroje / a frekvenci f' prijhnanou 
detektorem je vyjadrena vztahem (7.14), kde 

c=331ms _1 , uq x = —10ms —1 , uo x = 6ms -1 , 


pak 


c + V x - u 0x 
c +\4 - v 0x 


331-15+10 
331 - 15 - 6 


450 Hz = 473 Hz. 
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Obr. 7.17 


{radar} KP 7-7- 

Klidny zdroj Z vyzaruje radarove vlny o vlnove deice A = 30 mm proti osobmmu automobilu 
pfijizdejicimu na dalnici (obr. 7.17). Od nej se vlny odrazeji a dopadaji na detektor umisteny 
u zdroje. Slozenim elektrickych kmitu o frekvenci / ze zdroje a kmitu o frekvenci f" z detektoru 
vznikaji zazneje o frekvenci f z = 2000 Hz. Reste likoly: 1. Vysvetlete vznik zazneju; 2. Urcete 
frekvenci zdroje /; 3. Urcete obecne frekvenci /', se kterou dopada vlneni na automobil; 4. 
Urcete obecne frekvenci f", kterou zaznamena detektor; 5. Rozhodnete, zda ridic porusil predpis 
o nejvyssi dovolene rychlosti. 

Doplnujici ukol: Reste priklad za predpokladu, ze v zadani se zmeni pouze slovo „prijizdejici“ 
na „odjizdejici“. 

Re.se.ni: 

1. Automobil prijizdi ke zdroji Z. Elektromagneticke vlny na nej dopadajl s frekvenci /'. 
ktera je vetsi nez frekvence / zdroje. Vlny se od automobilu odrazeji. Tim se stava celo 
automobilu sekundarnim zdrojem Z'. ktery vysila (tj. odrazi) vlny s frekvenci f a ktery 
se pohybuje k detektoru D. Detektor, ktery je v klidu, prijima frekvenci f" > /'. Slozenim 
elektrickych kmitu ze zdroje (frekvence /) a kmitu o frekvenci f" z detektoru (elektricke 
impulsy z anteny, zesilene v zesilovaci) vznikajl elektricke zazneje o rozdilove frekvenci 

f z =\f-n 


2 . 


3- 10 8 
= 3 • 10- 2 = 


3. 


Automobil se priblizuje ke zdroji Z rychlosti v -C c, kde c je rychlost svetla ve vakuu. 
Podle vztahu (7.15) a odstavce, ktery po nem nasleduje, je frekvence /, se kterou na nej 
dopadaji vlny, rovna 


f= l 1 -- /• 


4. Automobil je soucasne sekundarnim zdrojem Z' o frekvenci /', ktery se pohybuje k detek¬ 
toru. Opet podle vztahu (7.15) plati pro prijimanou frekvenci f" 


/• 


5. Urcime rychlost automobilu. Zname frekvenci zazneju / z , pro kterou plati 

/, = l/-/"l = /"-/=(l + {) 2 /-/=(l + 2{)/-/ = 2}/. 


Odtud plyne 


cfz 

2 / 


3 • 10 8 •2000 
2 • 1 • 10 10 


= 30 ms 1 = 108 kmh 1 
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Nejvyssi dovolena rychlost na dalnici je 130km/h. Nemelo-li vozidlo predepsanu mensi 
maximalni rychlost, ridic neporusil predpisy. 

Poznamka: Stupnice pristroje, ukazujiciho rozdilovou frekvenci, je cejchovana primo v km/h. 
Doplhujici ukol reste samostatne. 


7.1.7 Akusticke vlnem 

Akustickym vlnenim se nazyva vlnem sirici se v plynech a kapalinach (a nekdy i podelne vlnem 
v pevnych latkach), a sice to vlnem, ktere obsahuje (nebo ktere lze rozlozit na) harmonicke vlny 
o frekvencich z intervalu (16; 20 000) Hz. Toto vlnem vyvolava u cloveka zvukove neboli akusticke 
vjemy, clovek slysi zvuk. 

Kmity (nebo pohyb) elementu latky, jiz se siri obecna akusticka vlna, maji vetsinou obecny 
neperiodicky prubeh. Takoveto vlny jsou clovekem vnimany jako obecne zvuky. 

Zvuk s periodickym casovym prubehem se nazyva ton. Zvuk s harmonickym casovym prube- 
hem se nazyva jednoduchy ton. Kazdou periodickou vlnu, tj. i kazdy ton (podobne jako kazde 
periodicke kmitani), lze rozlozit na spocetne mnozstvi harmonickych vln, tj. jednoduchych tonu. 
Nejnizsi z frekvenci obsazenych v tonu udava (tj. podminuje) jeho vysku a nazyva se zakladni 
frekvence. Jednoduche tony ostatnich (vetsich) frekvenci se nazyvaji vyssi harmonicke tony. 
Udavaji barvu tonu. 

Mohutnost a kvalita zvukoveho pocitku zavisi na energii, kterou zvukova vlna prenasi a na 
frekvencich harmonickych vln ve zvukove vine obsazenych. Soubor frekvenci ve zvukove vine 
obsazenych se nazyva frekvencni spektrum. Jeho rozborem se zabyva zvukova spektralni 
analyza. Zkoumanim vlastnosti zvuku z hlediska fyzikalnich zakonitosti, ktere se uplathuji pri 
jeho buzeni, sireni a detekci, se zabyva fyzikalni akustika. Zkomnanim ucinku vlnem na lidsky 
sluch se zabyva fyziologika akustika. 

Vlneni, obsahujici pouze harmonicke slozky o frekvencich nizsich nez 16 Hz, se nazyva infra- 
zvuk. Vlneni, obsahujici pouze harmonicke slozky o frekvencich vyssich nez 20 000 Hz, se nazyva 
ultrazvuk. Zvukova vlna s obecnym casovym prubehem obsahuje vetsinou i infrazvukove a ul- 
trazvukove slozky. 

Hlavni fyzikalni zakonitosti deju, ktere probihaji ve vlnach s ruznym casovym prubehem 
siricich se ruznymi plyny a kapalinami, jsou vetsinou shodne, nebo jsou si velmi podobne. Jsou 
dulezite jak z hlediska jejich zvukovych ucinku, tak i z hlediska jejich vlivu na deje, ktere 
probihaji v ruznych technickych zarizenich. Proto budou predmetem nasich dalsich uvah. 

7.1.7.1 Diferencialni rovnice vlneni 

Pruzne vlny v kapalinach a plynech V kapalinach a plynech se mohou sirit pouze podelne 
pruzne vlny (viz odstavec 7.1.2). Z nich nejdulezitejsi jsou rovinne vlny. Mohou se sirit jednak 
v neohranicenem prostredi, jednak v trubicich (tj. v potrubi) tak, ze vsechny elementy latky se 
pohybuji v primkach rovnobeznym se smerem postupu vlny (v trubici je to smer jeji osy). 

Odvodime soucasne dva dulezite vysledky: 1. Diferencialni rovnici vlneni (7.28), tj. parci- 
alni diferencialni rovnici, ktere vyhovuje vychylka (nebo tlak) elementu; 2. Vztah pro vypocet 
rychlosti podelne vlny z parametru, charakterizujicich prostredi (rovnice (7.27)). 

Predpoklady o latce, kterou se siri vlny. Budeme predpokladat, ze tekutina (kapalina, 
plyn), kterou se siri vlneni, je spojite a homogenni prostredi a ze ma zanedbatelne vnitrni treni, 
takze nedochazi k disipaci energie (tj. k nevratne premene mechanicke energie v energii tepelneho 


& 
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pohybu). Puvodni hustota prostredi necht’ je po, puvodni tlak necht’ je po (napr. barometricky 
tlak ve vzduvhu). 

p p + Ap 



V F + AV 

Obr. 7.18 


Pruzne vlastnosti kapalin a plynu jsou charakterizovany modulem objemove pruznosti 
K, definovanym takto (obr. 7.18): Necht’ tlak p v tekutine se nepatrne zmeni na p + A p. Pak 
element, ktery mel pri tlaku p objem V, nabude objemu V + Ah (je-li A p > 0, je AV < 0). 

Definice modulu objemove pruznosti K zni: 

Aji 

K = — ^ yjy ■ modul objemove pruznosti (7-17) 

Jednotka: INm = IPa. Latky malo stlacitelne maji AV/V male, tj. K velke. Definice stlaci- 
telnosti 7 zni: 

7 — ^ . stlacitelnost 

Predpoklady o vine. Budeme uvazovat o rovinne vine, ktera muze byt bud’ neohranicena, 
anebo omezena na trubici. Vsechny elementy prostredi se pritom pohybuji v primce dane smerem 
sireni vlny. Zavedeme osu Ox ve smeru (nebo proti smeru) sireni vlny. Pro prumet vektoru 
posunuti z rovnovazne polohy u do osy Ox, tj. pro vychylku u, plati u % 0 . Pripomenme, ze 
v harmonicke zvukove vine se velicina u nazyva akusticka vychylka. Pri pruchodu vlny bude 
u funkci velicin x, t: u = r u(x; t ). Budeme predpokladat, ze |u| je velmi mala velicina a ze funkce 
u(x; t ) ma spojite derivace tretiho radu. 

Kazdy element prostredi se pri pruchodu vlny posunuje jako celek (jeho vychylka z puvodni 
polohy je u) a soucasne se deformuje — stlacuje nebo prodluzuje (viz obr. 7.19). Soucasne se 
meni i tlak v latce. Celkovy tlak p c v latce pri pruchodu vlny napiseme ve tvaru 

p c = Po+p(x,t). 

V harmonicke zvukove vine se velicina p nazyva akusticky tlak. Plati p ^ 0. Ve slysitelnych 
akustickych vlnach, tj. ve vlnach, jez je mozno vnimat bez pocitu bolesti nebo bez poskozeni 
sluchovych orgnanu, je \p\ <C po- 

Odvozeni diferencialni rovnice vlneni. Diferencialni rovnici vlneni pro vychylku u(x; t ) 
v cele vine, tj. v celem prostredi, odvodime tak, ze budeme uvazovat o deji probihajicim 
v jedinem malem elementu a v jeho nejblizsim okoli. Tato metoda odvozovani diferencialnich 
rovnic je bezna v teorii pruznosti, hydromechanice, elektromagnetismu atd. 

Na obr. 7.19 je naznacen v horni casti libovolne vybrany maly element E latky v puvodni 
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poloha a deformace 


Ax 




0 * 


x + Ax x 


u 

u + Au 







0 a?+i 

Li 

X 


x + Ax+u + Au 


poloze. Jeho prurez je S, jeho leva stena ma souradnici x, prava souradnici x + Ax. Tloust’ka 
elementu Ax je velmi mala ve srovnani s vychylkou u. Pri pruchodu vlny se element posunul 
jako celek a soucasne se deformoval (dolni cast obr. 7.19, element je nakreslen prodlouzen). Na 
leve strane ma tlak velikost po + p a tlakova sila velikost (po + p)S. Na prave strane maji tyto 
veliciny velikost po + p + A p, (po + P + A p)S. Tlakove sily pusobici na element E ve smerech 
kolmych na Ox maji vyslednici nulovou, nebot’ element se pohybuje podel osy Ox. 

Pohybova rovnice elementu zni 


A ma = A F , 


(7.18) 


kde A F je vysledna sila pusobici na element, jehoz hmotnost je Am a kde a je jeho zrychleni. 
Hmotnost elementu se behem pohybu nemeni, je rovna Am = poAxS. Z vektorove rovnice 
(7.18) dostaneme rovnici skalarni promitnutim do osy Ox: Ama x = AF x . Zde je a x = 9 
(symbolu pro parcialni derivaci jsme uzili proto, ze u je funkci dvou promennych). Dale zrejme 
plati A F x = (po + p)S — (po + p + A p)S. Dosazenim dostaneme vztah 


PqAxS 


d 2 u{x\ t ) 
dt 2 


C Po + P)S ~ (po + P + A.p)S 


a z neho vztah 


Nyni provedeme limitni prechod Ax 
pravou dostaneme (az na znamenko) 


d 2 u(x]t ) 

’° dt 2 z 


A p 
Ax 


(7.19) 


> 0. Leva strana rovnice (7.19) se pritom nemeni, pro 


An p(x + Ax,t) — p(x,t) dp(x:t) 

hm -t— = lim —- - 1 ---- = —^—- 

Ax— >0 Ax Ax— »o Ax ox 


(7.20) 


Cas t je pri tomto limitnim procesu nemenny parametr. Rovnice (7.19) nabude tvaru 


d 2 u(x; t) dp(x\ t ) 

P0 dt 2 = ihT ~' 


(7.21) 
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V teto rovnici jsou dve nezname veliciny: u(x,t), p(x,t). Jednu z nich, napr. p(x;t), vyjadfime 
pomoci druhe takto: Napiseme vztah (7.17) pro element E. ktery pri zmene tlaku z po na po+p 
zmenil objem z S Ax na S( Ax + A it): 



V 


p A« 

~~S 7 Ku ^ P = ~ K ~\Z. ' 


V limite pro Ax —¥ 0 dostaneme 


p(x; t ) = — K 


du(x; t) 
dx 


(7.22) 


Dosadlme-li odsud do rovnice (7.21), dostaneme po liprave rovnici 


d 2 u _ p^cPu = 
dx 2 K dt 2 


(7.23) 


To je hledana parcialni diferencialni rovnice pro vychylku u(x;t). Puvodni hustotu prostredi 
jsme zde oznacili namisto po symbolem p. 

Shodnou rovnici pro akusticky tlak dostaneme tak, ze rovnici (7.23) derivujeme parcialne 
podle x, na prave strane zamenime poradi derivovani podle tax (coz je dovoleno podle pred- 
pokladu o spojitosti treti derivace) a uzijeme vztahu (7.21). Dostaneme 


d 2 p{x-, t ) _ p d 2 p{x ; t) = 
dx 2 K dt 2 


Co plyne z rovnic (7.23), (7.24)? Resenim rovnice (7.23) jsou funkce 


u(x; t) = f 



(7.25) 


n(x; t) = F 



(7.26) 


kde f(y ) a F(y) jsou libovolne funkce, ktere maji druhou derivaci (podle y). Nebudeme uvadet, 
jak se na to prijde, dokazeme vsak, ze jsou resenim. Polozime y = x — \J~^t a derivujeme: 


3/ = d f(y) dy(x ; t) _ d f(y) f [k\ 9V = d 2 f(y) K 

dt d y dt dy ^ y p J dt 2 dy 2 p 

df _ df(y) dy(x ; t ) _ d f(y) d 2 f _ d 2 f(y ) 

dx dy dx dy ’ dx 2 dy 2 

Dosazenim do (7.23) se presvedcime, ze funkce (7.25) tuto rovnici spliiuje identicky, tj. ze je 
jejim resenim. Podobne to plyne pro funkci (7.26). 

Funkce (7.25), (7.26) vsak vyjadruji vychylky ve vlnach, ktere postupuji beze zmeny tvaru 
ve smeru a proti smeru osy Ox rychlosti c, kde 


c = 


rychlost podelne vlny 


(7.27) 


(viz odstavec 7.1.5. 2). Rovnez rovnice (7.24) pro akusticky tlak ma reseni dane vztahy (7.25), 
(7.26). Obe rovnice (7.23), (7.24) lze tedy napsat ve tvaru 
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d f(x, t ) —I d _ q vlnova diferencialni rovnice (7.28) 

dx * 1 2 c 2 dt 2 

Tato rovnice, jejimz resenim jsou funkce f(x—ct) a f(x+ct), se nazyva (jednorozmerna) vlnova 
diferencialni rovnice (nebo take D’Alembertova vlnova rovnice). 

Hlavni vysledek: V kapaline nebo v plynu se mohou sirit rovinne vlny beze zmeny tvaru. 
Jejich rychlost je dana vztahem (7.27). 

Poznamky: - 

1. Beze zmeny tvaru vlny se siri vychylka i akusticky tlak. 2. Pri odvozeni rovnice (7.23) jsme 
vubec nepouzili predpokladu, ze pohyb prostredi je vlneni, tj. ze se deformace siri konecnou 
rychlosti beze zmeny tvaru. Moznost existence vlny vyplynula teprve z toho, ze funkce (7.25), 
(7.26) jsou resenim rovnice (7.23). 


Diskuse: - 

1. Akusticky tlak a akusticka vychylka vyhovuji stejne diferencialni rovnici. Je-li znama funkce, 
udavajici vychylku ve vine, urci se akusticky tlak ze vztahu (7.22). 

2. Rovnici (7.23) vyhovuji nejen funkce (7.25), (7.26), nybrz i jejich linearni kombinace, tj. funkce 


u{x\ t ) = Ci/ 



+ C 2 F 



kde Ci, C 2 jsou libovolne konstanty. Pro Ci = 1, C 2 = 1 vyjadruje tento vztah zakon superpozice 
(viz odstavec 7.1.4). 

3. D’Alembertove vlnove rovnici (7.28) vyhovuji i veliciny, ktere charakterizuji i rovinne vlny 
pricne, vlny na vlakne, rovinne vlny elektromagneticke atd., nebot’ take tyto vlny se siri beze 
zmeny tvaru. 

4■ Sireni vln lze uzit k urcovani pruznych vlastnosti latky. Zmerime-li napr. rychlost vlneni c ve 
vode, muzeme urcit jeji modul objemove pruznosti K ze vztahu (7.27). 
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D’Alembertova vlnova rovnice Siri-li se pruznym prostredim beze zmeny tvaru obecnym 
smerem Os (obr. 7.20) rovinna vlna rychlosti c, je vychylka u dana vektorovou funkci 

u(x, y, z, t ) = f(s — ct ) , 


kde 


s = x cos a + y cos /3 + z cos 7 . 


Derivovamm funkce / a dosazemm lze dokazat, ze u vyhovuje rovnici 


d 2 u d 2 u d 2 u 1 d 2 u _ 

dx 2 dy 2 dz 2 c 2 dt 2 


D’Alembertova vlnova rovnice 


(7.29) 


neboli 


A _ 1 d 2 u -> 

A “-?a^ = 0 ' 


(7.30) 


kde jsme zavedli Laplaceuv diferencialni operator A = 

Funkce u r (x, y. z; t), udavajici prumet vektoru u do libovolneho smeru r, nebo tlak p(x. y, z; t ) 
ve vine sirici se v plynu nebo v kapaline, vyhovuje skalarni diferencialni rovnici 


A /- 


2 dt 2 


(7.31) 


Kazda z rovnic (7.29)-(7.31) se nazyva (obecna) D’Alembertova vlnova rovnice. Rovnice 
(7.23), (7.24), (7.28) jsou jejim zvlastnim pripadem. 

D’Alembertova rovnice ma velmi rozsahle aplikace. Vyhovuji ji nejen veliciny, charakterizujici 
pruzne vlny, nybrz i veliciny, charakterizujici vlny elektromagneticke atd., a to nejen vlny rovinne, 
nybrz i vlny kulove, valcove i vlny obecneho tvaru. 


7.1.7.2 Vlneni v plynech, tycich a vlaknech 

Vlneni v plynech Pri sireni vlneni v plynech, jez je dulezite zejmena z hlediska akustiky, 
plati vsechny obecne zakonitosti a vztahy uvedene v predeslem odstavci. Hlavnim cilem teto 
casti bude odvozeni vztahu (7.34), (7.35) pro vypocet rychlosti sireni zvuku v plynu. Rychlost 
sireni vlneni v plynu je dana obecnym vztahem (7.27), kde modul objemove pruznosti K je 
definovan vztahem (7.17). Tento vztah vsak nedefinuje velicinu K pro plyny jednoznacne. Na 
rozdil od kapalin zavisi totiz zmena objemu plynu jak na zmene jeho tlaku, tak (a to podstatne) 
na zmene jeho teploty, nebot’ veliciny p, V, T jsou vazany stavovou rovnici (4.4). Jestlize se napr. 
pri zmene objemu plynu jeho teplota nemeni, plati vztah pV = konst.. Avsak v akustickych 
vlnach jsou zmeny objemu a tlaku relativne rychle, takze behem nich temer nedochazi k vymene 
tepla mezi sousednimi elementy plynu. Nejsou to deje izotermicke, nybrz priblizne adiabaticke. 
Meni se pri nich jak objem a tlak, tak i teplota jednotlivych elementu, plynu. Pri kompresi 
se zahrivaji, pri expanzi ochlazuji. Objem jednotlivych elementu souvisi s tlakem plynu podle 
vztahu pV K = konst., kde k = c p /cv je Poissonova konstanta (rovnice (5.14)). 

K urceni veliciny K podle vztahu (7.17) je nutno znat vztah mezi zmenou tlaku plynu dp 
pri pruchodu vlny a zmenou objemu elementu dV. Dostaneme jej diferencovanim vztahu 

p c V K = konst., (7.32) 


kde p c = po + p je celkovy tlak, po puvodni tlak a p akusticky tlak, tj. prirustek celkoveho tlaku. 
Necht’ Vq znaci puvodni objem plynu. Pak plati 


[t] 


dp c + 

Po,Vo 




dF = 0 , 

Po,Vo 


tj- 
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Vydpc + k'PqVq 1 dV = 0 , 
Z posledniho vztahu a ze vztahu (7.17) plyne 

K=- 


tj. dp c + np 0 V 0 1 dV = 0 . 


dp c 


= «Po ■ 


{5227} 


dV/Vo 

Dosazenim do vztahu (7.27) pro rychlost vlneni dostaneme 

_ Hp 


(7.33) 


kde jsme oznacili puvodni tlak plynu, dosud oznaceny po, symbolem p. Pro idealni plyn lze vztah 
(7.33) upravit s uzitim stavove rovnice pV = ( m/M)RT a vztahu p = rn/V do tvaru 


{5228} 



(7.34) 


Zde je R molarni plynova konstanta a M molarni hmotnost plynu. 

Rychlost zvuku v idealnim plynu tedy zavisi jen na teplote. Uzitecny vztah dosta¬ 
neme, jestlize oznacime rychlost zvuku pri urcite (libovolne) teplote To symbolem cq. Ze vztahu 
(7.34) pak plyne, ze rychlost zvuku c pri libovolne teplote T je dana vztahem 


{5229} 



(7.35) 


Rychlost vlnem ve skutecnych plynech, napr. rychlost zvuku ve vzduchu, je dana priblizne vztahy, 
ktere plati pro idealm plyny. Hodnoty rychlosti zvuku ve vzduchu za ruznych podminek (pri 
ruzne vlhkosti atd.) v ostatnich plynech i v pevnych latkach je udana v tabulkach. 


{5230} 


Vlneni v tyci Pusobi-li na konci tyce tahova nebo tlakova sila, siri se podel osy tyce vlna. 
Jezto pri protahovani nebo stlacovani elementu tyce se meni i jeji prurez, deformuji se jednotlive 
body tyce nejen ve smeru podelnem, nybrz i ve smeru pricnem. Rozhodujicim parametrem 
charakterizujicim pruzne vlastnosti tyce pri sireni techto vln je modul pruznosti v tahu E. 
definovany vztahem 


S Ax 

Zde F je tahova nebo tlakova sila pusobici v prurezu tyce o plosnem obsahu S a x je puvodm 
delka elementu tyce a u jeho prodlouzeni nebo zkraceni. tJvahami analogickymi uvaham v od- 
stavci B lze dokazat, ze podelna vychylka v tyci vyhovuje opet rovnici (7.28). Pritom rychlost 
vlneni c je dana vztahem 



(7.36) 


Zde je E modul pruznosti v tahu ([T] = Nm 2 ), p hustota tyce. 


Vlneni na vlakne Podel vlaken se mohou sirit vlny podelne i pricne. Podelne vlny nejsou 
prilis caste. Jejich rychlost je dana vztahem (7.36). Pricne vlny se vyskytuji casteji, zejmena 
na strunach, lanech atd. Jednotlive elementy se po hybuji kolmo na smer vlakna vlivem sil od 
sousednich elementu (sily F 1 . F 2 v obr. 7.21). Lze dokazat, ze vychylka u(x,t ) vyhovuje opet 
diferencialni rovnici (7.28), pri cemz rychlost vln je dana vztahem 


{5231} 


c = 


(7.37) 
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{obr5221} 


iPruznychVln} 


LergieVlneni} 


{5232} 


{obr5222} 



Zde je F velikost sily, kterou je napmano vlakno a p je linearni hustota vlakna, definovana 
vztahem p = (hmotnost vlakna)/(delka vlakna). Vsimnete si podobnosti vzorcu (7.27), (7.36), 
(7.37). 

7.1.7.3 Energie pruznych vln 

Pri pruchodu pruzne vlny latkovym prostredim (napr. pri sireni zvukove vlny vzduchem) se jeho 
elementy pohybuji a deformuji, maji tedy energii kinetickou a elastickou. Tuto energii dodava 
zdroj, ktery vlny budi, a to tak, ze pusobi na prilehle elementy prostredi silou, ktera kona 
praci. Podobne na sebe pusobi i dva sousedici obecne polozene elementy prostredi, takze energie 
prechazi z jednoho elementu na druhy ve smeru sireni vlny. 

Energie akustickych vln v plynech ma pomerne male hodnoty. Podstatne vetsi hodnoty ma 
energie ultrazvukovych vln v kapalinach a v pevnych latkach. Vyplyva to z dale uvedenych 
vztahu (7.42), (7.46) pro hlavni veliciny, charakterizujici energeticke pomery v harmonickych 
vlnach — hustotu energie a intenzitu vlneni. 

Hustota energie vlneni Budeme uvazovat o podelne harmonicke vine sirici se ve smeru osy 
Ox, v niz je vychylka dana vztahem 

u(x ; t ) = U m sin a; (t — — j . (7.38) 

Hustota prostredi necht’ je p. 



Element o puvodnim objemu AV = SAx (naznaceny v obr. 7.22) ma okamzitou rychlost v 
a delku Ax + A u. Jeho kineticka energie je 

A E k = ^A mv 2 = ^pAV (^j = ^pAV [t7 m wcoso; (t - . 
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Lze dokazat, ze jeho potencialni energie pruznosti (elasticka energie) A E p je v kazdem okamziku 
stejna jako A E^, tj. ze plati A E p = AE^. Celkova energie elementu tedy je 

{5233} A E m = AE k + AE p = 2A E k = pAV ■ U^uj 2 cos 2 u (t - . (7.39) 

Tato energie se s casern meni. Z tvaru vyrazu na prave strane vztahu (7.39) plyne, ze energie 
postupuje ve vine ve smeru osy Ox rychlosti c. Stredni casova hodnota energie v libovolnem 
elementu AE m je dana vztahem 

T 

{5234} A E m = i J AE m dt = ^p-AV- UqW 2 . (7.40) 

o 


{5235} 


{5236} 


T 

Zde jsme dosadili A E m ze vztahu (7.39) a uzili vztahu y f cos 2 uj [t. — *) dt = 

o 

Okamzita objemova hustota energie je dana vyrazem AW/AV. Jeji stredni casova 
hodnota, jez se znaci w, je definovana vztahem 


w = 


A E m 
Ay ’ 


hustota energie vlneni — definice 


(7.41) 


kde AE m je stredni casova hodnota energie v elementu o objemu AV. Jeji jednotkou je 1 Jm~ 3 . 
Nazyva se (objemova) hustota energie vlneni. 

V harmonicke vine o vychylce dane vztahem (7.38) plati podle (7.41) a (7.40) 


w = -pu 2 Ul. 


hustota energie vlneni 


(7.42) 


Vsimneme si, ze plati w ~ p. ur. 


Tok zarive energie Tok zarive energie, <p, je definovan takto: Necht’ nejakou plochou, kterou 
prochazi vlneni, projde za dobu At energie A E. Pak d je definovan vztahem 



A E 



{5237} 1 

+ = AT 

tok zarive energie — definice 

(7.43) 


Jednotkou 0 je 1 watt. 

inzitaVlneni} 

Intenzita vlneni Intenzita vlneni / je definovana takto: Vedeme malou plosku o plosnem 
obsahu AS kolmo na smer sireni vlny. Za dobu At prenese vlna touto ploskou energii A E. 
Intenzita vlneni I je definovana vztahem 

fP 

{5238} I = ^ . intenzita vlneni — definice (7.44) 

Jeji jednotkou je 1 watt-metr -2 . 

Volime-li ve vztazich (7.43), (7.44) velicinu At velmi malou (presneji: At —> 0), pak temito 
vztahy jsou definovany okamzite, s casern rychle promenne, veliciny <p{t). I(t). Je-li naopak At 
dosti velke, nebo je-li At prave jedna perioda v pripade vln harmonickych, pak vztahy (7.43), 
(7.44) udavaji stredni casove hodnoty. Tyto veliciny jsou z praktickeho hlediska dulezitejsi. 
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{5239} 


{obr5223} 


{5240} 


LAkustickych} 


{5241} 


Vztah mezi w a I Veliciny w a. I jsou vazany vztahem 

I = cl u, (7-45) 

kde c je rychlost vlneni a I, w jsou stredni casove hodnoty. Vztah (7.45) se odvodi takto: Malou 
ploskou o plosnem obsahu S, kolmou na smer sireni periodickeho vlnem (obr. 7.23), projde 
za dobu At, dlouhou ve srovnani s periodou, energie A E, pro kterou plyne ze vztahu (7.44): 
A E = IS At. Prosle vlnem vyplni hranol o objemu Sc At s prumernou objemovou hustotou 
energie w, takze celkova energie vlneni v hranolu je A E = wScAt. Srovnanim obou vyrazu pro 
A E dostaneme vztah (7.45). 



Ze vztahu (7.45) a (7.42) dostaneme vztah pro intenzitu harmonicke vlny, jez ma vychylku 
danou vztahem (7.38): 


intenzita harmonicke vlny 


(7.46) 


Diskuse: - 

1. Plati I ~ pc. Velicina Z & = pc se nazyva vlnova impedance nebo akusticka impedance. 
Plati Z a (kapalin) ~ 10 3 • Z a (plynu). Proto intenzita vlneni v kapaline je radove 10 3 -krat vetsi 
nez intenzita vlneni stejne frekvence a amplitudy v plynu. 

2. Plati / ~ uj 2 . Zvetsi-li se frekvence vlneni napr. 100-krat, zvetsi se intenzita (pri stejne 
amplitude) 10 000-krat. Ultrazvukove vlny v kapalinach maji intenzitu asi 10 6 -krat vets! nez 
zvukove vlny ve vzduchu. K tomu je treba pri konstrukci jejich zdroju prihlizet. 


7.1.7.4 Prehled hlavnich akustickych velicin 

1. Akusticka vychylka u v rovinne harmonicke vine sirici se ve smeru osy Ox je velicina, 
dana vztahem (viz odstavec 7.1.3, 7.1.5. 4) 


u(x\t) = C/ m sino; \ t - J . 

Velicina U m se nazyva amplituda akusticke vychylky. 


(7.47) 


2. Akusticka rychlost v ve vine (7.47) je prumet rychlosti v, se kterou se pohybuji elementy 
latky, do osy Ox (viz odstavec 7.1.3) 


du{x ; t) 


-(*-!)■ 


Velicina V m = toU m se nazyva amplituda akusticke rychlosti. 
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{5242} 


{5243} 


{5244} 


3. Akusticky tlak p ve vine (7.47) je dan vztahem, ktery plyne ze vztahu (7.22) (viz odstavec 

= (.-!)■ 

Odsud a ze vztahu c = \/K/p plyne 

p(x-,t) = P m cosu> (t — —'j , (7.48) 

kde 

P m = poo U m 

je amplituda akustickeho tlaku. 

4. Akusticka impedance Z a je definovana vztahem Z a = pc. 

5. Hustota energie vlneni w je definovana v odstavci 7.1.7.3. Pro vlnu (7.47) je dana 
vztahem 

w = ^pu 2 Ul. (7.49) 

6 . Intenzita vlneni I je definovana v odstavci 7.1.7.3. Pro vlnu (7.47) je dana vztahem 
(7.46): 

I = | pcu 2 Ul. (7.50) 

Krome uvedenych velicin se zavadeji jejich efektivni hodnoty vztahy 
U = U m /V2, V = V m /V2, P = P m /V2. 


Z predeslych vztahu vyplyvaji tyto casto uzivane vztahy 

P = ZgV , I=Z a V 2 = P 2 /Z a . 


7.1.8 Interference a ohyb vlneni 

erenceAOhyb} 

7.1.8.1 Superpozice a interference vlneni 

interference} 

V teto casti budeme vysetrovat vlneni, ktere vznikne tehdy, jestlize se prostredim siri soucasne 
nekolik vln. V takovem pripade plati temer vzdy zakon superpozice (odst. 7.1.4). Vychylka 
elementu prostredi u je dana vztahem u(r; t) = u\{f] t) + U 2 {r] t) + .... kde ni(r; t), U 2 ('r, t),... 
jsou vychylky, ktere by element mel, kdyby prochazela pouze prvni vlna nebo pouze druha vlna 
atd. (obr. 7.8). Rikame, ze dochazi ke skladani vlneni. 

Jestlize jednotlive vlny maji obecny casovy prubeh, tj. jestlize krivky, jimiz jsou znazorneny 
vychylky, maji obecny (nepravidelny) tvar, ma i vysledne vlneni slozity nepravidelny prubeh 
(obr. 7.9). Jestlize vsak jsou vsechny vlny, ktere se skladaji, harmonicke a maji stejnou frekvenci, 
pak vysledne vlneni ma zvlastni prubeh. Vyznacuje se tim, ze a) vsechny body prostredi kmitaji 
harmonicky se stejnou frekvenci (a obecne s ruznymi fazemi), b) amplituda kmitu je v ruznych 
mistech ruzna. Ta mista, v nichz je amplituda nejvetsi, se nazyvaji kmitny. Ta mista, v nichz je 
amplituda nejmensi (nekdy dokonce nulova), se nazyvaji uzly. 

Skladani (tj. superpozice) dvou (nebo vetsiho poctu) harmonickych vln se stej- 
nymi frekvencemi se ncizyva interference. Tedy interference je zvlastni pripad superpozice. 
O vlnach rikame, ze interferuji. Mohou interferovat vlny mechanicke, elektromagneticke, svetlo 
atd. 
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;ojateVlneni} 


{obr5224} 


{5245} 


7.1.8.2 Stojate vlnem 

Velmi casto dochazi k interferenci vln, ktere se sin stejnym smerem nebo k interferenci dvou 
vln, ktere se sin opacnymi smery. V tomto druhem pripade vznika tzv. stojate vlnem. 


V 



2 


a) b) c) 

Obr. 7.24 

Pnklady interference uvedeneho typu jsou znazorneny v obr. 7.24a, b, c. V obr. 7.24a je 
znazornena interference vln (1, 3) a vln (2, 4), ktere vzniknou pri dopadu pruzne rovinne har- 
monicke vlny V, sirici se v tekutine I, na planparalelni vrstvu tekutiny II, pod niz je tekutina 
III. Vina V se na rozhrani A castecne odrazi (vlna 1) a castecne lame do vrstvy. Lomena vlna 
se na rozhrani B znovu castecne odrazi a castecne lame do prostredi III , kde vytvari proslou 
vlnu (2). Postupnymi odrazy a lomy vznikaji vlny od vrstvy odrazene (1, 3, ...) a vlny vrstvou 
prosle (2, 4, ...). Odrazene vlny se siri stejnym smerem, castecne se prekryvaji a interferuji. 
Totez plati o vlnach proslych. 

Na obr. 7.24b je znazornen odraz a lorn rovinne vlny d dopadajici kolmo na rovinne rozhrani 
A. Dopadajici vlna d a odrazena vlna o se siri proti sobe a interferuji. K interferenci tohoto typu 
dochazi neobycejne casto ve vsech prostorove ohranicenych prostredich — v tycich (obr. 7.24c), 
strunach, kapalinovych a plynovych sloupcich atd. (v pripade vln mechanickych) a v dutinovych 
elektromagnetickych rezonatorech a laserovych trubicich (v pripade vln elektromagnetickych 
a svetelnych). Ve vsech techto objektech vznika stojate vlnem, vytvareji se kmity a uzly. 

Interference dvou vln siricich se ve stejnem smeru Uvazujme o dvou rovinnych harmo- 
nickych vlnach V±, V 2 o stejne frekvenci siricich se jednim smerem, a to bud’ o vlnach podelnych, 
nebo o vlnach pricnych, polarizovanych v jedne rovine. Zavedeme osu Ox ve smeru sireni vln 
a budeme predpokladat, ze vychylky u\, U 2 ve vlnach V±, V 2 jsou dany vztahy 

ui(x-, t) = Ui sinw (t — —^ , U 2 {x;t) = t/ 2 sin (t — —^ + <^ 0 j ■ (7-51) 

Zde jsou U\, U 2 amplitudy, u uhlova frekvence, c rychlost sireni vln a cpo fazova konstanta kmitu 
ve vine V 2 v bode o souradnici x = Orn. Vztahy (7.51) mohou udavat i vychylky ve vlnach siricich 
se v jednorozmernem prostredi — v tenkych tycich, uzkych trubicich, strunach. V obr. 7.25 jsou 
znazorneny vychylky v obou vlnach V\, V 2 v urcitem okamziku to jako funkce polohy x. Soucasne 
je znazornena i vychylka u = u\ + U 2 ve vysledne vine V. Z teorie skladani harmonickych funkci 
plyne (odstavec 6.5.1), ze vychylka u (v okamziku to) je opet harmonickou (tj. sinusovou) funkci 
promenne x o stejne periode (tj. zde o stejne vlnove deice) jako obe interferujici vlny. Jezto krivky, 
ktere znazorhuji vychylky u\, v .2 v casech t > to, vzniknou z krivek V%, V 2 jejich posouvanim 
rychlosti c ve smeru osy Ox, posouva se i krivka V rychlosti c. 

To znaci, ze interferenci vln Vi, V 2 vznikne opet postupna harmonicka vlna V 
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{obr5225} 


{obr5226} 



o vychylce 

u(x\ t) = U sin jo; (t — — ^ , 

kde U (a take (p ) zavisi na XJ\, U2 a <po- Je-li p>o = 0,±27r, ±47r,... jsou vlny Vi, V 2 ve 
fazi. Krivky Vi, V 2 v obr. 7.25 pak nejsou navzajem posunuty, jejich maxima jsou nad sebou. 
Amplituda vysledne vlny ma maximalni moznou hodnotu U = U\ + V obr. 7.26a je cpo = 0. 



Obr. 7.26 


Je-li ipo = ±7r, ±37r, ... jsou krivky V\, V 2 v obr. 7.25 zrejme navzajem posunuty o A/2. 

V miste, kde ma vychylka u\ prave nejvetsi kladnou hodnotu, ma vychylka U 2 minimum. 
Vysledna vlna V ma pak amphtudu U = |C/i — C/ 2 I (srovnejte obr. 6.18). Pri obecne hodnote 
konstanty ipo je amplituda vlny V dana vztahem (srovnejte (6.49)) 

U=y/ul + Pi + 2 U 1 U 2 cos <^ 0 ■ 

Zmenou fazoveho rozdilu <po obou interferujicich vln lze tedy velmi vyrazne ovlivnit am- 
plitudu U vysledne vlny. Je-li tpo = tt a U\ = U2, pak vlny Vi, V2 se interferenci zcela zrusi. 

V obr. 7.26b je U\ = U2, tpo = vr. O tomto jevu se nekdy hovori jako o destruktivni interfe¬ 
renci. Napr. zmenou lihlu dopadu vlny d v obr. 7.24a, nebo zmenou tloust’ky vrstvy lze menit 
amplitudu vlny vznikle interferenci vln 1, 3, ..., tj. menit odrazivost vrstvy. 
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{5246a} 

{5246b} 


{5247} 


{5248a} 

{5248b} 


{obr5227} 


Interference dvou vln siricich se v opacnych smerech — stojate vlneni Budeme 
uvazovat o interferenci dvou rovinnych harmonickych vln V \, V 2 siricich se v opacnych smerech. 
Vlny mohou byt bud’ podelne nebo pricne, polarizovane v jedne rovine. Smer sireni jedne z nich, 
napr. V}, zvolime za osu Ox. Budeme predpokladat, ze vychylky u\, U 2 ve vlnach Vi, V 2 jsou 
dany vztahy 

ui(x-,t) = Usmuj(t— , (7-52) 

U2{x\t) = U sinw (t + —^ (7.53) 

Predpokladame tedy (pro zjednoduserh), ze vlny majl stejne amplitudy a ze faze kmitu v obou 
vlnach v bode x = Om jsou stejne. Poznamenejme, ze vztahy (7.52) a (7.53) mohou i zde udavat 
vychylky ve vlnach siricich se v jednorozmernem prostredl — na strunach atd. Vychylka ve 
vyslednem vlneni je dana vztahem u = u\ + U 2 ■ Dosadime-h sem ze vztahu (7.52) a (7.53) 
a soucet sinusovych funkci upravime s uzitim vzorce 

sin a + sin (3 = 2 cos [(a — (3) /2] sin [(a + (3) /2], 

dostaneme 

u(x ; t) = 2 U cos — sin — = 2U cos 2ir% sin 2ir— . (7.54) 

v ' c 2 XT v ’ 

Toto je vysledny vztah pro vychylku ve vyslednem vlneni, ktere se nazyva stojate vlneni. Vy- 
setrime jeho vlastnosti. 

Vlastnosti stojateho vlneni. 

1. Vztah (7.54) pro vychylku u(x\t) se lisi od vztahu (7.52) a (7.53) zejmena tim, ze funkce 
u(x ; t) je zde soucinem dvou funkci, z nichz jedna zavisi jen na x, druha jen na t. Vztah 
(7.54) lze napsat ve tvaru 

u{x\ t ) = U v (x) sin 271^ , (7.55) 

kde 

U v = 2Ucos2nj. (7.56) 

Je zrejme, ze element o souradnici x kona harmonicke kmity o amplitude \U v (x)\, jejiz 
hodnota zavisi na x, tj. na poloze elementu. 



2. Uzly a kmity. Amplituda \U v (x)\ nabyva minimalni hodnoty rovne nule v mistech o sou- 
radnicich x = ±^, ±3j, ±5 j,... Elementy v techto mistech vubec nekmitaji, jsou trvale 
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v klidu. Tato mista se nazyvaji uzly (body A\, A 2 , A 3 , ... v obr. 7.27). Amplituda \U v (x)\ 
nabyva maximalm hodnoty 2 U v mistech o souradnicich x = 0,±|,±A,... Tato mista, 
oznacene v obr. 7.27 symboly B\, B 2 , B 3 , ..., se nazyvaji kmitny. Vzdalenost sousednich 
uzlu nebo sousednich kmiten je A/2. 

3. Mezi dvema sousednimi uzly ma funkce (7.56) stale znamenko. Po obou stranach uzlu 
jsou znamenka funkce (7.56) ruzna. Ze vztahu (7.55) pak plyne, ze vsechny elementy mezi 
sousednimi uzly kmitaji se stejnou fazi, tj. ve fazi. Libovolne dva elementy, mezi nimiz je 
prave jeden uzel, kmitaji s opacnymi fazemi. 

4. Na rozdil od postupneho vlneni, daneho napr. vztahem (7.52), v nemz se energie (mecha- 
nicka, elektromagneticka) prenasi rychlosti c, neprenasi stojate vlneni energii v jednom 
smeru, nybrz energie se trvale presouva z kmiten do sousednich uzlu a zpet. 


/1 = 


c 

21 


x 

Ai = 2 1 



Obr. 7.28 

Stojate vlneni na strunach, tycich a sloupcich tekutiny 


Struny Vychylime-li z rovnovazne polohy jeden element struny uchycene pevne na koncich 
a pak jej uvolnime, nebo uvadime-li jej trvale do pohybu v pficnem smeru, siri se z neho na 
strune pricne vlneni. Toto vlneni se na pevnych koncich odrazi, znovu se odrazi na opacnem 
konci atd. Vsechny takto vznikle vlny se skladaji a vytvareji stojate vlneni s uzly na koncich 
struny (obr. 7.28). Toto vlneni nemuze mit libovolnou vlnovou delku, protoze na strune se musi 
vytvorit celistvy pocet pulvln — bud’ jedna nebo dve atd. Oznacime-li l delku struny, musi pro 
mozne vlnove delky Ai, A 2 , A 3 ,... platit 


1 = 


— 2 — , 3— 
2 ’ 2 ’ 2 


Kazde vlnove deice odpovida jedna frekvence / dana vztahem /A = c, kde c je rychlost sireni 
pricneho vlneni na strune, dana vztahem (7.37), tj. c = yjF/fi. Tyto frekvence / 1 , f 2 , / 3 , .. .se 
nazyvaji vlastni frekvence struny a jsou dany vztahy plynoucimi z predeslych vztahu: fi = c/Ai 
atd., tj. plati 

fk = kj v kde k = 1,2,3,... (7.57) 

Soubor frekvenci (7.57) se nazyva frekvencni spektrum struny. Jednotlive stojate vlny 
s frekvencemi (7.57) se nazyvaji kmitove mody a funkce, ktere vyjadruji jejich vychylku, se 
nazyvaji vlastni funkce. Frekvence fi se nazyva zakladni, ostatni jsou vyssi harmonicke. 
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Struna kmita malokdy v jednom modu, vetsinou se vytvori soucasne nekolik modu (zavisi to na 
zpusobu rozkmitavam). Soubor frekvenci techto modu vytvafi frekvencm spektrum konkretniho 
vlniveho pohybu struny, ktery se nazyva take „chvem“ nebo „kmity“ struny. Nejmensi frek- 
vence obsazena ve frekvencmm spektru chveni urcuje vysku tonu, ktery struna vydava, vyssi 
harmonicke urcuji jeho barvu. 

Rozkmitame-li strunu periodickou vnejsi silou o frekvenci /, vznika na strune vlneni s velkymi 
vychylkami, zejmena tehdy, je-li frekvence / rovna nebo blizka nektere z vlastnich frekvenci 
struny. Tento jev se nazyva rezonance. Struna, nebo libovolne jine teleso (nebo zarizeni), ktere 
muze kmitat s urcitymi vlastnimi frekvencemi a u nehoz se muze projevit rezonance, se nazyva 

rezonator. 


Tyce, sloupce tekutin Podobne jako na strunach muze vzniknout stojate vlneni v tycich, 
v sloupcich plynu (napr. v pist’alach) nebo kapalin (napr. v potrubi), nebo ve dvojrozmernych 
objektech — v membranach, tenkych deskach nebo v trojrozmernych objektech libovolneho 
tvaru. Vsechny tyto objekty, jejichz chveni je obecne podstatne slozitejsi nez chveni strun, jsou 
charakterizovany vlastnimi frekvencemi, frekvencmm spektrem a vsechny vykazuji jev rezonance. 
Jsou to tedy, podobne jako struna, rovnez rezonatory — rezonancni tyce, desky, dutiny atd. 



sloupec 

tekutiny 




L = (2n + 1)—, n = 1,2,.. 


L = n— 3 , n = 1,2,. 
4 

fn= ~ 

Jn x 


fn= - 


{obr5229} 


Obr. 7.29 


Zde uvedeme strucne v obr. 7.29 pouze hlavni vlastnosti chveni tyci a sloupcu tekutin. Vznik 
jejich kmitavych modu a vlastnich frekvenci je analogicky vzniku chveni na strunach. Jejich 
frekvencm spektrum zavisi, krome jineho, na zpusobu uchyceni u tyci a na zpusobu ohraniceni 
u sloupcu tekutin. 

Zcela analogicky se vytvafi stojate elektromagneticke vlneni v dutinovych rezonatorech. 
Napr. v trubici He-Ne laseru mohou vzniknout, podobne jako v tyci, stojate vlny, a to z jisteho 
uzkeho intervalu vlnovych delek I = (Ao — AA; Ao + AA), kde Ao = 632,8nm. Tento interval je 
udan vlastnostmi zareni atomu neonu. Jezto trubice beznych laseru maji delky radove desitky 
centimetru az nekolik metru, vznika v nich radove 10 6 vlnek. Ma-li napr. trubice takovou delku, 
ze se v ni vytvori prave 10 6 vlnek o jiste vlnove deice z intervalu I, muze se v ni vytvorit i 10 6 +1 
vlnek o vlnove deice A 2 tak blizke k Ai, ze rovnez lezi v intervalu I. Kazdy laser ma tedy rovnez 
jiste (velmi uzke) frekvencm spektrum. 
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{obr5230} 


{obr5231} 


7.1.8.3 Interference vlneni ze dvou bodovych zdroju 

Velmi casto interferuje vlneni ze zdroju, ktere kmitaji se stejnou frekvenci tak, ze rozdil fazi 
jejich kmitu je staly, tj. s casern nemenny. Takove zdroje se nazyvaji koherentni zdroje. 
V oblasti akustickych vln lze dva koherentni zdroje realizovat napr. dvema reproduktory Ri, 
I? 2 , napajenymi jednim zdrojem stridaveho napeti akustickych frekvenci (obr. 7.30a). Dvema 
koherentnimi zdroji muze byt i jeden reproduktor R a jeho zrcadlovy obraz R' na rovinne plose 
(napr. na povrchu vody) odrazejici zvuk (obr. 7.30b). 




a) 


Obr. 7.30 


b) 


Pro elektromagneticke vlny lze realizovat koherentni zdroje napr. elektrickymi dipoly nebo 
trychtyrovymi antenami, napajenymi jednim zdrojem o dostatecne vysoke frekvenci (/ ~ 10 7 - 
10 10 Hz). 

V oblasti optickych vln mohou byt dva koherentni zdroje realizovany napr. dvema sterbinami 
v rovinnem stinitku osvetlenem z jedne strany svetlem laseru. 



Vysetrime jednoduchy idealizovany pripad interference vlneni z koherentnich zdroju a to 
interferenci vlneni ze dvou bodovych koherentnich zdroju Z 2 zaricich v neohranicenem pro- 
stredi. Bodove zdroje jsou modelem takovych skutecnych zdroju, jejichz rozmery a tvar nejsou 
pro prubeh interference vlneni ve zkoumane oblasti podstatne. Pro zjednoduseni (ktere vsak 
neovlivni obecnost odvozenych zakonitosti interference) budeme predpokladat, ze zdroje kmi¬ 
taji harmonicky se stejnymi fazemi. Jejich uhlovou frekvenci oznacime oj. Z obou zdroju se siri 
kulove vlny (obr. 7.31). Oznacime symbolem u\ funkci udavajici vychylku v kulove vine vyzaro- 
vane zdrojem Z\ jako funkci casu a prostorovych souradnic. Podobny vyznam ma i u^- Vektory 
rtj, U 2 necht’ maji stejny smer. Rychlost sireni uvazovaneho vlneni (mechanickeho, elektromag- 
netickeho) v danem prostredi oznacime v. 
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{5251} 


{5252} 


{5253} 


{5254} 


Pri vhodne volbe zacatku pocitani casu lze vyjadrit vychylky v obecnem bode P ve tvaru 


A 2 . ( r 2 \ 

= — sin u> 1 1 -, 

r 2 \ v / 


(7.58) 


kde A±, A 2 jsou veliciny, charakterizujici vydatnost zdroju a kde r\, r 2 maji vyznam zrejmy 
z obr. 7.31. Vysledna vychylka u v bode P je, podle zakona superpozice, jehoz platnost pred- 
pokladame, dana vztahem u = u\ + u 2 . V bode P tedy dochazi ke skladani stejnosmernych 
harmonickych kmitu o stejne frekvenci. Podle vysledku odst. 6.5.1 je vysledny pohyb v bode P 
opet harmonicky a plat! 

u(t ) = Uq sin (wt + tp), kde Uq = yjuf + 17$ + 2U\U 2 cos(<^i — <p 2 ) . (7.59) 

Zde je zavedeno oznaceni 


Ux 


Ai 
n ’ 


U 2 


A 2 ur\ ujt 2 

- , +1 = -, ^2 =-• 

r 2 v v 


Na tomto vysledku je zvlast’ dulezite to, ze fazovy rozdil p>\ — tp 2 , a tedy take Uq. zavisi i na r\. 
r 2 , tj. na vzdalenosti bodu P od zdroju Z\. Z 2 . 

V ruznych mistech interferencniho pole bude amplituda Uq vyslednych kmitu ruzna. Nejvetsi 
hodnotu Uomax = Ui + U 2 bude mit v tech bodech, ktere maji takovou polohu, ze plati 


(,ci — = 2fc7r, k = 0 ,dbl, ± 2 ,..., tj.-- -j- = 2 kn, 

V V 


tj. (po liprave) 


r 2 — r\ = kX p , k = 0, 11, ±2,.... 

podminka maxima 

(7.60) 

Zde X p = Tv je vlnova delka v uvazovanem prostredi. 
Nejmensi hodnotu Uo mtn = \U\ — U 2 \ bude mit Uq v 

tech bodech, v nichz plati 


r 2 - n = (2k + 1 )^ , k = 0 , ±1, ±2,... 

podminka minima 

(7.61) 


Hlavni vysledek: V interferencnim poli vln ze dvou bodovych koherentnich zdroju je amplituda 
kmitu spojitou funkci polohy. Existuji maxima (kmity) a minima (uzly). Poloha maxim je dana 
vztahem (7.60), poloha minim vztahem (7.61). 

Detektor vlneni (napr. mikrofon nebo ucho v pripade vlneni akustickeho; fotograficka deska 
nebo stinitko v pripade svetla) zaznamena v kmitnach amplitudu a intenzitu nejvetsi, v uzlech 
nejmensi (je-li U\ = U 2 , pak nulovou). 

Poznamenejme, ze v optice se obvykle uvadi vlnova delka svetla ve vakuu A. Ze vztahu 
A p = Tv, A = Tc, kde c je rychlost sireni svetla ve vakuu, plyne X/X p = c/v = n. Velicina n, 
definovana vztahem n = c/v, je index lomu daneho prostredi pro uvazovane svetlo. 
Je to velicina charakterizujici opticke vlastnosti prostredi. Zavedeme-li A namisto X p do 
vatahu (7.60),(7.61) dostaneme 


n(r 2 — ri) = kX 
n(r 2 -n) = (2k+ 1)^ 


I 


k 0 , 11 , 12 ,... , 


podminka maxim 
podminka minim 


(7.62) 
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LeluvPrincip} 


{obr5233} 


Mnozina bodu, pro ktere plati vztah (7.60) pro zcela urcite k = ko(j^ 0) pro nez tedy plati 
r 2 — T\ = ki)\ p , je jedna vetev rotacniho hyperboloidu, jehoz osou rotacni symetrie je prirnka 
jdouci body Z\. Z 2 . V obr. 7.32 jsou zakresleny plnymi carami hyperboly jez udavaji rezy techto 
hyperboloidu pro ruzna k (na nichz lezi interfereneni maxima) rovinou nakresny. Pro ko = 0 je 
mnozinou maxim rovina, jiz odpovida v obr. 7.32 osa lisecky Z\Z<i. Hyperboloidum, na nichz 
lezi interfereneni minima dana vztahem (7.61), odpovidaji v obr. 7.32 hyperboly vyznacene 
carkovane. 

ri — t’2 = 2A 
n-r-2=|A 
n - r 2 = A 
A 

ri - r 2 = ~2 
r\ — r 2 = 0 

A 

ri -r 2 = - T 

r% - r 2 = -A 

Obr. 7.32 

Zcela analogicky vznika interfereneni vlnove pole s charakteristickymi interferenenimi ma- 
ximy (kmitnami) a minimy (uzly) i pri interferenci libovolneho poctu koherentnich zdroju libovol- 
neho tvaru. Interfereneni pole je pak ovsem vetsinou slozitejsi nez interfereneni pole znazornene 
na obr. 7.32. 



7.1.8.4 Huygensuv—Fresneluv princip 

Jestlize vlneni dopada na nejakou prekazku, napr. na stinitko S nebo na teleso T v obr. 7.33, 
jednak se od ni castecne odrazi, jednak postupuje dal, pficemz vnika i do oblasti geometrickeho 
stinu. Tento jev se nazyva ohyb vlneni. 



Z praxe je znamo, a teorie to potvrzuje, ze vlneni s velkymi vlnovymi delkami vykazuje vetsi 
ohyb nez vlneni kratkovlnne tj. vnika vice jeho energie i do oblasti vzdalenych od hranice geome¬ 
trickeho stinu R. Napr. zvukove vlny vnikaji ohybem snadno i za prekazky, zatimeo kratkovlnne 
ultrazvukove vlny nikoliv. Podobne se ohyba i elektromagneticke zareni. Napr. dlouhovlnne roz- 
hlasove vlny (A ~ 10 3 m vnikaji ohybem snadno i do hlubokych horskych udoli, zatimeo televizni 
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vlny (A ~ 10°m) se ohybajl podstatne mene — televiznl antena se muze dostat do „stlnu“. Rada- 
rove vlny (A ~ 10 _2 m) se sin temer pflmocare a na velkych prekazkach se temer neohybajl. Ohyb 
svetelnych vln (A ~ 10 _7 m) je tak nepatrny, ze jej lze pozorovat jen za zvlastnlch podmlnek. 

Elementarnl vyklad ohybu mechanickeho vlnenl spoclva na jednoduche predstave: Kazdy 
element prostredl, kterym se sir! vlnenl, se pohybuje, kmita. Pritom pusobl na sousednl elementy 
a ovlivnuje jejich pohyb — chova se tedy jako jakysi druhotny (neboli sekundarnl) zdroj, z nehoz 
se sir! sekundarnl vlny. Tyto tzv. elementarnl vlny majl v homogennlm izotropnlm prostredl (tj. 
v prostredl, v nemz se sir! vlnenl vsude stejnou rychlostl nezavislou na smeru siren!) kulovy tvar. 
Sekundarnl vlny ze vsech elementu prostredl se v kazdem bode skladajl a vytvarejl vyslednou 
vlnu. 

Tato jednoducha predstava, ktera vznikla jiz v dobe, kdy jeste nebyla vypracovana teorie 
siren! a ohybu vlnenl spoclvajlcl na vlnove rovnici (7.29), byla vyslovena a dodnes se vyslovuje 
pod nazvem 

Huygensuv-Fresneluv princip 

Kazdy bod prostredl, kterym se sir! vlnenl, se chova jako zdroj elementarnlch vln, ktere se 
z neho sir! vsemi smery. Vysledne vlnenl v libovolnem bode je dano superpozicl vsech techto 
elementarnlch vln. Je-li Ci celo vlny v okamziku t\. pak celo C 2 vlny v pozdejslm okamziku 
t 2 = t\ + At je dano obalkou elementarnlch vln, vyslych v okamziku t-i z bodu cela Ci. 



a) b) c) d) 

Obr. 7.34 


Uzitlm uvedeneho principu lze vysvetlit postupne vytvarenl cel vln (respektive vlnoploch) 
pri slrerh kulove nebo valcove vlny (obr. 7.34a) nebo rovinne vlny (obr. 7.34b) nebo napr. vznik 
a tvar cela vlny 2 vznikle pri odrazu rovinne vlny na oble plose S (obr. 7.34c), pri nemz se 
sekundarnlmi zdroji stavajl body plochy S. Podobne lze vysvetlit i ohyb svetla na sterbine ve 
stlnltku, osvetlenem z jedne strany (obr. 7.34d), jako siren! elementarnlch vln ze sekundarnlch 
bodovych zdroju umlstenych v prostoru sterbiny. 

Instruktivnl je zejmena vysvetlenl zakonitostl lomu a odrazu rovinne vlny na rovinnem roz- 
hranl (obr. 7.35). 

Odraz a lom rovinne vlny. Snelluv zakon. Homogennlm izotropnlm prostredlm, ktere 
oznaclme symbolem 1, necht’ se sir! rychlostl v\ rovinna vlna. Necht’ dopada na rovinne rozhranl 
R, ktere oddeluje prostredl 1 od jineho homogennlho izotropnlho prostredl 2, v nemz se vlnenl 
muze slrit rychlostl vi (obr. 7.35). 


& 
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Celo dopadajici vlny, , postupuje smerem k rozhrani a dostihuje je postupne. Napr. v oka¬ 
mziku t\ je v poloze Ci, takze jsou jiz zasazeny ty body rozhrani, ktere lezi nalevo od bodu A, 
zatimco do bodu napravo od A vlna jeste nedospela. Bod A se v tomto okamziku stava zdrojem 
sekundarnich vln, ktere postupuji jednak dal do prostredl 2 rychlosti i >2 (vlna V 2 ), jednak zpet 
do prostredl 1 rychlosti v\ (vlna V\). 

V pozdejslm okamziku, napr. v case t 2 (> 1 1 ), bylo celo dopadajici vlny jiz v poloze C 2 
a sekundarnimi zdroji se v casovem intervalu (ti, ^ 2 ) staly postupne vsechny body rozhrani na 
usecce AB. Cela sekundarnich vln Vj, V 2 v case t 2 jsou zrejma v obr. 7.35. Obalka vln V\ je 
rovina a je to celo Co odrazene vlny. Rovinna obalka vln V 2 je celo Ci lomene vlny. 

Oznaceni: Rovina dopadu je rovina urcena normalou n k rozhrani R a smerem sireni 
dopadajici vlny. Rovina odrazu je rovina urcena normalou ft a smerem sireni odrazene vlny. 
Rovina lomu je rovina urcena normalou ft a smerem sireni lomene vlny. Smer sireni vlny je 
kolmy na celo vlny. Vyznam uhlu dopadu ai, uhlu lomu 0.2 a uhlu odrazu 03 je zrejmy 
z obr. 7.35. 

Sekundarni vlny V\ i sekundarni vlny V 2 maji polokulova cela, nebot’ sekundarni vlny se siri 
(podle predpokladu) v kazdem z obou prostredl rychlosti nezavislou na smeru. Proto celo Co 
odrazene vlny i celo Ci lomene vlny je kolme na rovinu dopadu. Rovina odrazu i rovina 
lomu tedy splyva s rovinou dopadu. 

tJvaha o uhlech ai, 02 , 03 : a) Trojuhelniky ABD a ABE jsou zrcadlove soumerne. Plati 
tedy 03 = ai] b) Pravouhle trojuhelniky ABD a ABF, maji spolecnou preponu AB, jejiz delku 
oznacime d . Plati: vifc—ti) = dsina 3 , v v {t 2 —t\) = dsino 2 - Odtud plyne v\/v 2 = sinc>! 3 /sina 2 - 
Jezto 03 = ai, plati sin ai/sin 02 = vi/v 2 - 

Ziskane zakonitosti se vyslovuji pod nazvem Snelluv zakon: 

1. Roviny dopadu, odrazu a lomu jsou totozne 
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2. Pro uhel dopadu a\, odrazu 0:3 a lomu 0-2 plati 


sin Q!i vi 

CV3 = a\ , -- = — 

Sin Q!2 V2 


Diskuse: - 

1. Je-li v\ > i>2, je sinai > sin 02, tj. ai > a.2 — lom ke kolmici; 
je-li v\ < V2, je sinai < sina2, tj. ai < a2 — lom od kolmice. 

2. Je-li v\ < V 2 a uhel ai je tak velky, ze plati sinai > v\/v 2 , pak pro lihel 02 plati sina 2 (= 
V 2 /v\ sinai) > 1 - Neexistuje vsak realny uhel 02 , ktery by spliioval tento vztah (pro kazde realne 
a, je sin a < 1). Lomena vlna pak nevznika, vsechno vlneni se od rozhrani odrazi. 
Tento jev se nazyva uplny (neboli totalni) odraz. Uhel ai TO , spliiujici vztah sinai m = («i/t? 2 ) 
se nazyva mezni uhel. 

Poznamka: Ukazuje se, ze i pri uplnem odrazu vnikne vlneni do druheho prostredi, ale pouze 
do nepatrne vrstvicky o tloust’ce d ~ A pod rozhranim. Z ni se energie vraci zpet do prvniho 
prostredi. Je-li v teto vrstvicce pod rozhranim R nejaky objekt, uplny odraz se porusi. 


3. V optice se vyslovuje Snelluv zakon s uzitim indexu lomu obou prostredi, ni, ri 2 , definovanych 
vztahy n\ = c/v\, ri 2 = c/v 2 , kde c je rychlost svetla ve vakuu. Pak 

sin ai V\ 

— -= — ni sin ai = n 2 sm a 2 

sm a 2 V 2 

V teto forme se Snelluv zakon pro lom pamatuje pravdepodobne nejsnaze. 


7.1.9 Priklady — Vlnem 

{pr7.P-l} KP 7-8- 

Na vlakne se siri ve smeru osy Ox pricna linearne polarizovana vlna rychlosti c = 4 ms -1 . 
V okamziku t\ = Os ma vlakno tvar naznaceny v obr. 7.6. Ukoly: 1. Nakreslete tvar vlakna, v case 
t 2 = 0,2 s; 2. Rozhodnete, zda a kterym smerem se v case t\ pohybuji body A, B, C, D, E, F. G. 
Zakreslete; 3. Rozhodnete, ktery z uvedenych bodu ma v case t\ nejvetsi rychlost. Pokuste se 
tuto rychlost odhadnout. 


{pr7.P-2} KP 7-9- 

V pryzove tyci se siri podelna vlna ve smeru osy Ox rychlosti c = 4ms _1 . Vychylka v case t = 0 
je dana krivkou v obr. 7.6. Ukoly. 1. Rozhodnete, ktere elementy tyce jsou v case ti vychyleny 
a) ve smeru postupu vlny, b) proti smeru postupu vlny; 2. Rozhodnete, zda a kterym smerem se 
v case t\ pohybuji ty elementy tyce, ktere jsou znazorneny body A. E. F, G; 3. Rozhodnete, ktere 
casti tyce jsou v okamziku t± namahany a) na tlak, b) na tah; 4. Zjistete, od ktereho okamziku 
bude element v bode C trvale v klidu. 


{pr7.P-3} KP 7-10- 

Bod Z napjateho vlakna, ktere bylo v klidu pro vsechna t < 0, je od okamziku t\ = Os 
periodicky vychylovan ve smeru kolmem na smer vlakna tak, ze kona primocare kmity o vychylce 
u{t ) = 0,02sin501 [SI]. Z tohoto bodu se siri na vlakne obema smery netlumene pricne vlny 
rychlosti c = 8 ms -1 . Zaved’te osu Ox lezici na vlakne a pocatek volte v bode Z. Sestrojte 
nacrtek a reste ukoly: 1. Napiste vztah pro vychylku ve vine, ktera se siri a) ve smeru Ox , b) 
proti smeru Ox] 2. Urcete cas, v nemz zacne kmitat bod P vlakna, jenz je ve vzdalenosti d = 4 m 
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{pr7.P-4} 


{obr5236} 

{pr7.P-5} 

{pr7.P-6} 

{pr7.P-7} 

{pr7.P-8} 


od bodu Z ; 3. Pro bod P urcete a) periodu kmitu, b) fazovou konstantu kmitu, c) maximalm 
vychylku, d) maximalm rychlost, e) maximalm zrychleni; 4. Urcete vlnovou delku. 


KP 7-11- 

Na napjatem vlakne se sifi pficna linearne polarizovana harmonicka vlna. Tvar vlakna v case 
t\ = Os a smer sifeni vlny je znazornen v obr. 7.13. Vychylka elementu vlakna je dana vztahem 
u(t) = 0,01 sin(207rt — lOx) [SI]. Urcete: 1. Frekvenci kmitu elementu vlakna; 2. Rychlost sifeni 
vlny; 3. Vlnovou delku; 4. Smer a velikost rychlosti bodu a) A, b) B v case U; 5. Smer zrychleni 
bodu D. Urcete pfiblizne velikost tohoto zrychleni. 



KP 7-12- 

V obr. 7.36 je znazorneno v urcitem okamziku to vlakno, jimz se siri pricna sinusova vlna, 
v naznacenem smeru rychlosti c = 40ms -1 . Urcete: 1. Smer, ve kterem se prave pohybuji 
body A, B, C vlakna; 2. Vlnovou delku vlneni; 3. Frekvenci kmitu jednotlivych bodu vlakna; 4. 
Amplitudu kmitu; 5. Jeden bod, ktery kmita se stejnou fazi jako bod A; 6 . Jeden bod, ktery ma 
prave nulovou rychlost. 


KP 7-13 - 

Svisla vychylka bodu P o souradnici xp = 0 na vlakne, na kterem se siri ve smeru osy Ox pricna 
sinusova vlna rychlosti c = 50ms -1 , je znazornena krivkou v obr. 7.37. Urcete: 1. Frekvenci 
kmitu bodu P a bodu P' o souradnici xpi = 0,8 m; 2. Vlnovou delku vlneni; 3. Smer, kterym se 
pohybuje bod P v okamziku t\ = 0, 3 s. 


KP 7-14- 

Vychylka v netlumene harmonicke rovinne vine je dana vztahem u(y. t ) = 8-10 -6 sin(170f+0,5y) 
[SI]. Urcete: 1. Smer sifeni; 2 . Amplitudu a frekvenci kmitu v bode Q\ o soufadnici y\ = 
120 mm; 3. Rychlost vlneni a vlnovou delku; 4. Fazovou konstantu kmitu v bodech Q 2 , Qs- Q 4 , Q 5 
o soufadnicich 7/2 = 0, 2/3 = +A, 1 J 4 = —A, 7/5 = | ; 5. Fazovy rozdil kmitu v bodech, vzdalenych 
od sebe o 5A. 


KP 7-15 - 

Na hladinu jezera dopada ze vzduchu zvukova vlna o vlnove deice Ai = 0,8 m, castecne se odrazi 
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{obr5237} 


{pr7.P-9} 


{pr7.P-10} 


{pr7.P-ll} 


{pr7.P-12} 


{pr7.P-13} 



a castecne (zcela nepatrne) se lame do vody. Rychlost zvuku ve vzduchu je v\ = 340ms -1 , 
rychlost zvuku v jezerni vode je (podle tabulek] asi = 1450 ms -1 . Urcete: 1. Frekvenci zvuku 
ve vzduchu; 2. Frekvenci zvuku ve vode; 3. Vlnovou delku vlneni ve vode; 4. Modul objemove 
pruznosti vody; 5. Stlacitelnost vody. 


KP 7-16- 

Na vodni hladine jezera, uvedeneho v priklade KP 7-15, vybuchla v okamziku to = Os v miste 
Pi naloz. Do mista P 2 na hladine jezera dorazily vlny, sirici se pfimo z mista vybuchu vzduchem 
a vodou, s casovym rozdilem At = 2 s. Urcete: 1. Cas, v nemz dorazila do P 2 vlna, sirici se a) 
vodou, b) vzduchem; 2. Vzdalenost mist Pi, P 2 . 


KP 7-17- 

Vzduchem o teplote t\ = 0°C se siri rychlosti v\ = 331,6 ms -1 zvukove vlny o frekvenci 
/ = 600 Hz. Urcete: 1. Vlnovou delku; 2. Zmenu a) rychlosti sireni, b) vlnove delky pri vzrustu 
teploty o 1 °C (uzijte diferencialu); 3. Rychlost sireni pri teplote t 2 = 40 °C. 


KP 7-18- 

Jednoduchy ton o frekvenci / = 1 000 Hz a o intenzite I = 0,01 W m -2 se siri a) ve vzduchu, b) 
v jezerni vode. Urcete: 1. Maximalm vychylku; 2. Maximalm rychlost; 3. Maximalm zrychleni 
elementu prostredi v obou pripadech. 


KP 7-19 - 

Vlneni o frekvenci / = 1000 Hz vnima lidske ucho jako zvuk, jestlize jeho intenzita / lezi 
v intervalu (10 -12 ; 10°) Wm -2 . Urcete prislusny interval; 1. Amplitud akustickych vychylek; 2. 
Amplitud akustickych tlaku ve vzduchu. 


KP 7-20- 

Zvuk o frekvenci / = 440 Hz se siri a) ve vodiku, b) v kysliku pri teplote t = 0°C. Povazujte 
oba plyny za idealni a urcete pro ne: 1. Rychlost sireni vlneni; 2. Vlnovou delku. 
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{pr7.P-14} 

KP 7-21 

V ocelove tyci delky l = 1,2 m, pevne uchycene v jejim stredu (konce jsou volne) vznika podelne 
stojate vlneni. Modul pruznosti oceli v tahu je E = 2,1 ■ 10 n Nm -2 , jeji merna hmotnost 
p = 7,8 • 10 3 kg m~ 3 . Nakreslete nacrtek a urcete: 1. Rychlost sireni vlneni v tyci; 2. a) Vlnove 
delky, b) frekvence stojatych vln, ktere mohou v tyci vzniknout. Zakreslete. 

{pr7.P-15} 

KP 7-22 

Reste priklad KP 7-21 pro: 

1. Mosaz (S = 9,0- 10 10 Nm- 2 , p = 8,5 • 10 3 kgm- 3 ); 

2. Hlinik (E = 7,4 ■ 10 10 Nm- 2 , p = 2,6 ■ 10 3 kg m - 3 ). 

{pr7.P-16} 

KP 7-23 

Struna delky l = 500 mm o hmotnosti m = 2g ma zakladni ton o frekvenci f\ = 200 Hz. 
Nakreslete nacrtek a urcete: 1. a) Vlnove delky, b) frekvence stojateho vlneni, ktere muze na 
strune vzniknout. Zakreslete; 2. Rychlost sireni pricneho vlneni na strune; 3. Silu, kterou je struna 
napinana; 4. Jak (o kolik procent) je nutno takovou silu zmenit, aby se zakladni frekvence struny 
zvysila na / = 201 Hz. Doporuceni: k vypoctu uzijte diferencialu. 

{pr7.P-17} 

KP 7-24 

Reste priklad KP 7-23 pro l = 800mm, m = 6g, /i = 60Hz, / = 61 Hz. 

{pr7.P-18} 

KP 7-25 

Houslova struna A ma delku l = 330 mm a hmotnost m = 1 g. Jeji zakladni frekvence je 
/i = 440 Hz. Urcete: 1. Rychlost pricneho vlneni na strune; 2. Silu, kterou je struna napinana; 
3. Kam je nutno polozit prst, aby struna vydavala ton C o frekvenci / = 528 Hz; 4. Reste ukoly 
1, 2, 3 za podminky, ze v zadani se zmeni hmotnost na m = 2g. 

{pr7.P-19} 

KP 7-26 

Dva velmi male koherentni zdroje zvuku Z\. Z 2 ve vzduchu (c = 340ms -1 ), vzdalene od sebe 
o a = 800 mm, kmitaji se stejnymi amplitudami ve fazi s frekvenci / = 1000Hz. Nakreslete 
nacrtek a urcete: 1. Rozdil fazi kmitu ve vlnach z obou zdroju v bodech Pi, P 2 , ktere lezi 
na jejich spojnici ve vzdalenosti l = 20m od Z\\ 2. Vsechny smery, v nichz vznikne ve velke 
vzdalenosti od obou zdroju (napr. V = 200 m) interferencni maximum; 3. Vsechny smery, v nichz 
nebude ve vzdalenosti l' zvuk slyset. 

{pr7.P-20} 

KP 7-27 

Reste priklad KP 7-26 pro a = 500 mm, / = 1020 Hz za predpokladu, ze zdroje kmitaji s opac- 
nymi fazemi (y >2 — = 7r)- 

{pr7.P-21} 

KP 7-28 

Ve vysce a = 2 m nad klidnou vodni hladinou vysila mala radarova antena elektromagneticke 
vlny o vlnove deice A = 50 mm. Do prostoru nad vodni hladinou se siri vlny jednak primo 
ze zdroje, jednak vlny odrazene od vodni hladiny. Pri odrazu na vodni hladine se meni faze 
odrazenych vln o 7r. Uvazujte o casti prostoru nad vodni hladinou ve vzdalenosti l = 3 km 
od zdroje, nakreslete nacrtek a reste ukoly: 1. Vysetrete tvar vlnoploch odrazeneho vlneni; 2. 
Popiste a vylozte jev, ke kteremu dochazi; 3. Urcete polohu interferencnich maxim a minim; 4. 
Zjistete, v jake vysce nad hladinou musi letet letadlo, aby uvedenym radarem nebylo zjistitelne. 
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{pr7.P-22} KP 7-29- 

Tramvajove vozy vyjizdeji z konecne stanice vzdy po peti minutach a jedou prumernou rychlosti 
25kmh _1 . Chodec jde podel koleji rychlosti 5kmh _1 a to: 1. Proti smeru jizdy; 2. Ve smeru 
jizdy. Urcete, v jakych casovych intervalech jej vozy rmjeji. 

Poznamka: uzijte vysledku teorie Dopplerova jevu. 


{pr7.P-23} KP 7-30 - 

Na palube kosmicke lodi vzdalujici se v radialmm smeru od Zeme vysila zdroj Z\ elektromag- 
neticke vlny s frekvenci /i = 50 MHz. V prijimaci na Zemi se sklada prijaty signal (napet’ove 
kmity) s kmity mistniho zdroje Z^. ktery ma rovnez frekvenci f\. Diferencni frekvence vzniklych 
zazneju je f z = 1 000 Hz. Urcete rychlost kosmicke lodi vzhledem k Zemi. 
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8. Optika 

8.1 Vlnova optika 

8.1.1 Fyzikalm podstata svetla 

8.1.1.1 Rovinna elektromagneticka vlna 

Vznik a podstata elektromagnetickych vln byly strucne popsany v odstavci 7.1, obr. 7.2. Prectete 
si tuto cast znovu. 

Objev elektromagnetickych vln v druhe polovine devatenacteho stoleti znamenal meznik 
v rozvoji sdelovaci techniky. Na zaklade relativne jednoducheho teoretickeho vysledku, ktery 
v te dobe ziskal J. C. Maxwell, vzniklo jedno z nejvyznamnejsich odvetvi fyziky a techniky — 
teorie a praxe sireni elektromagnetickych vln. 

Je zajimave, ze u kolebky nauky o elektromagnetickych vlnach byla teorie, nikoliv experi¬ 
ment. Existenci elektromagnetickych vln predpovedel Maxwell na zaklade rozboru rovnic vyja- 
drujicich vztahy mezi vektorovymi funkcemi E. D. H. B charakterizujicimi elektromagneticke 
pole, jez jsou dnes oznacovany jeho jmenem — Maxwellovy rovnice (viz 1.5.2.2). 

Dukaz, ze z Maxwellovych rovnic plyne moznost existence elektromagnetickych vln, nebu- 
deme provadet, naznacime jen postup: Rovnice (1.159)-(1.163) se prevedou (s uzitim vysledku 
vektorove analyzy) do diferencialniho tvaru, ktery zni: 


di vD = p, divR = 0 , rotE = —— , rot H = ^E+-^, D = sE , B = fiH (8.1) 

Elektromagneticke pole v homogennim linearnim dielektriku, v nemz nejsou ani naboje, ani 
proudy, dostaneme dosazenim p = 0, 7 = 0. V tomto pripade lze z rovnic (8.1), napsanych 
v inercialnim vztaznem systemu Oxyz, odvodit vztah 


d 2 E d 2 E d 2 E d 2 E 

Ih? + dp" + Ih 2 ~ £ofi °~dW ~ ° 


( 8 . 2 ) 


(odvozeni neni pro toho, kdo ovlada vektorovou analyzu, obtizne). Zcela stejnym rovnicim vy- 
hovuji i vektory D. H, B. Rovnice (8.2) vsak je D’Alembertova vlnova rovnice (7.29), v niz je 
c = (eoMo) 5 - Rovnice (8.2) a analogicke rovnice pro D, H, B maji obrovske mnozstvi reseni. Ta 
z jejich reseni, ktera soucasne splnuji i rovnice ( 8 . 1 ), vyjadruji ruzna mozna elektromagneticka 
pole, ktera mohou existovat v uvazovanem prostredi. 


Rovinna linearne polarizovana harmonicka vlna Jedno z moznych reseni uvedenych rov¬ 
nic v nevodivem prostredi o permitivite e, a permeabilite p jsou v souradnicovem systemu Oxyz 
funkce 

E = iE 0 smcj(t- , H = jH 0 smu(t-^ , D = sE , B = pH . (8.3) 

Zde jsou iEo, jHq amplitudy intenzity elektrickeho a magnetickeho pole, vazane vztahem 
\JeEq = y/pHo, jinak libovolne. Dale: uj je (libovolna) lihlova frekvence a 

v = ----- m C , c = 1 , (8.4) 

sjep y/SrPr 'V £ oMo 


& 
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{obr611} 


{615} 


{616} 


kde c je rychlost svetla ve vakuu. 

Z tvaru funkci (8.3) je zrejme, ze vyjadruji harmonicke elektromagneticke pole, ktere se sin 
rychlosti v ve smeru osy Oz, tj. rovinnou elektromagnetickou vlnu. Prubeh funkci E, H na 
ose Oz v nekterem pevnem okamziku t je znazornen na obr. 8.1. Vektor E v libovolnem bode 
prostoru kmita s uhlovou frekvenci u rovnobezne s osou Ox — miri stridave ve smeru a proti 
smeru osy Ox. Vektor H kmita podobne rovnobezne s osou Oy. 



Dopadne-li toto elektromagneticke pole na vodive prostredi, pusobi na libovolny naboj q 
tohoto prostredi periodicka elektricka sila Fe = qE. Je-li naboj q volny, kona nuceny kmitavy 
pohyb, sam zacne vysilat magneticke vlny a odnima cast energie dopadajici vine. Tyto sekun- 
darni vlny vytvori vlnu odrazenou a lomenou. 

Jezto elektromagneticke pole ma energii (odstavce 1.2. 4.6, 1.5.1 v textu Fyzika2), prenasi 
vlna (8.3) energii rychlosti v. Proudeni energie v kazde vine je charakterizovano intenzitou vlneni 
I (odstavec 7.1.7). 

Proudeni energie v elektromagneticke vine je charakterizovano tzv. Poyntingovym vektorem 
P, definovanym vztahem 

P = E x H. (8.5) 

Takto definovany vektor ma tento fyzikalni vyznam: 1. Smer Poyntingova vektoru P je totozny 
se smerem proudeni energie ve vine (obr. 8.1); 2. Velikost stredni casove hodnoty P stf vektoru 
P, kde P s tf = \{Eq x Hq) = \{E 0 i x i7 0 J), je rovna intenzite vlneni, tj. plati 

I = | Psti | = \eoHo . ( 8 . 6 ) 

Dulezite vysledky: 

1. Podle teto teorie se siri hbovolne elektromagneticke signaly bez zmeny tvaru rychlosti 
v = cf y/£rFr zavislou na prostredi. Presnejsi teorie uvazujici pohyb volnych i vazanych 
naboju v latkach vede k zaveru, ze rychlost harmonickeho elektromagnetickeho vlneni 
v latce zavisi i na jeho frekvenci. Tento jev se nazyva disperze. Vede napr. k tomu, ze 
lihly lomu pro svetla ruznych frekvenci jsou ruzne (vznik spektra lomem na hranolu), nebot’ 
index lomu latky n = c/v je zavisly na frekvenci prochazejiciho svetla. 

2. Zdrojem rovinneho hnearne polarizovaneho vlneni (8.3) je napr. dipolova antena (obr. 8.2) 
pripojena ke zdroji vysokofrekvencniho stridaveho napeti. Ve velke vzdalenosti od dipolu 
jsou vlnoplochy priblizne rovinne a elektromagneticke pole je popsano rovnicemi (8.3). 
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{obr613} 



Obr. 8.2 
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Obr. 8.3 


3. Vlastnosti elektromagnetickych vln i jejich buzeni, detekce a ucinky zavisi velmi podstatne 
na jejich vlnove deice. Prehled je uveden v obr. 8.3. Poznamenejme, ze rychlost elektro¬ 
magnetickeho vlneni ve vakuu, urcena ze vztahu (8.4), v nemz veliciny so a no byly jiz 
drive zmereny, se shodovala s namerenou rychlosti svetla. Takto se ihned v zacatku teorie 
elektromagnetickeho vlneni zjistilo, ze svetlo je (s nejvetsi pravdepodobnosti) elektromag- 
neticke vlneni. 

8.1.1.2 Viditelne svetlo 

Viditelne svetlo je elektromagneticke vlneni o velmi vysokych frekvencich / € (4 • 10 14 ; 7, 5 • 
10 14 ) Hz, tj. o velmi malych vlnovych delkach A € (400 ; 760) nm. 

Zdrojem svetla jsou vetsinou atomy a molekuly. Svetlo vznika v jejich elektronovych obalech 
(tj. nikoliv v jadrech). Zdrojem svetla vsak mohou byt i nabite castice, napr. protony, pohybujici 
se s velkym zrychlenim. V makroskopickych zdrojich svetla (zarovkach, vybojkach, zarivkach, 
plamenech atd.) se podileji na zareni obrovska mnozstvi atomu, molekul i volnych castic. Vy- 
lozime strucne fyzikalni deje v latkach, ktere vydavaji vlastni svetlo a v latkach, ktere svetlo, 
vysle z jinych zdroju, odrazeji. 

Zdroje vlastniho svetla Elektrony v atomovych obalech mohou byt pouze ve stavech, v nichz 
maji docela urcite pro atom daneho druhu charakteristicke energie. Oznacime je E\, (<)E’ 2 , (< 
)Es, ... a budeme je nazyvat energie atomu. Trvale izolovany atom je vzdy ve stavu s nejmensi 
energii Ey, v tzv. zakladnim stavu. Ucinkem jinych objektu — napr. srazkou s jinym atomem, 
castici nebo pusobenim elektromagnetickeho zareni — se muze dostat do stavu s vyssi energii. 
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{obr614} 


To se deje ve zhnoucich latkach (vzajemne srazky vlivem tepelneho pohybu), ve vybojkach 
(vzajemne srazky vlivem pohybu zpusobeneho elektrickymi silami) atd. Ze stavu s vyssi energii, 
napr. Ef, muze prejit do stavu s nizsi energii, napr. Ef tak, ze vyzari elektromagneticke zareni 
o energii A E = Ef — E\. Toto zareni je linearne polarizovana harmonicka vlna o frekvenci / 
dane vztahem hf = Ef — Fj, tj. o frekvenci / = (Ef — Ef)/h , kde h = 6 , 626 • 10 -34 J s je tzv. 
Planckova konstanta.Podle velikosti rozdilu Ef — Ef lezi / bud’ v oboru infracerveneho zareni 
nebo viditelneho nebo ultrafialoveho nebo dokonce rentgenoveho zareni. Proces vyzareni trva 
velmi kratce, radove 10~ 8 s. Vyzarena vlna je tedy prostorove ohranicena. Nazyva se foton. 
Energie fotonu je velmi mala a nestaci napr. k tomu, aby jeden foton vyvolal svetelny pocitek. 

Podrobnejsi informace o stavbe a energetickych stavech atomu i o zareni jsou uvedeny 
v casti 1.2 textu Kvantova mechanika. 

Ve zdrojich svetla se podili na zareni obrovske mnozstvi atomu a molekul. V beznych zdrojich 
(nikoliv v laserech) emituji atomy fotony samovolne, nezavisle na sobe. Pokud se zareni zucastni 
jen atomy stejneho druhu, napr. jen atomy He nebo jen atomy Na atd., a pokud dochazi pouze 
k prechodum mezi dvema zcela urcitymi energetickymi stavy, maji vsechny fotony temer stejnou 
frekvenci a svetlo je jednobarevne (monochromaticke). Tento pripad je vyjimecny, vetsinou 
je ve svetle zdroju obsazeno vice frekvenci a ve svetle ze zhnoucich zdroju dokonce vsechny 
frekvence ze sirokeho intervalu frekvenci. Toto svetlo se nazyva polychromaticke. 

Monochromaticke i polychromaticke svetlo sestava z fotonu, ktere maji a) ruzne faze, b) 
ruzne roviny polarizace, c) ruzne smery, nebot’ byly emitovany v ruznych okamzicich samovolne 
navzajem nezavislymi atomy. Svetelne pole v paprsku takoveho svetla sestava z obrovskeho 
mnozstvi castecne se prekryvajicich priblizne sinusovych vln konecne delky s nahodnou fazi 
a s nahodnou rovinou polarizace (obr. 8.4). Vektor E („svetelny vektor“) v libovolnem bode P 
kmita postupne v ruznych smerech kolmych na smer sireni, pricemz smer i faze kmitu se velmi 
rychle nahodne meni. Takoveto svetlo se nazyva „prirozene svetlo“. 

Poznamenejme ihned, ze na rozdil od prirozeneho svetla je svetlo z laseru slozeno z fotonu, 
ktere maji (temer) stejnou frekvenci, fazi i rovinu polarizace. 



Zdroje odrazeneho svetla Vetsina predmetu kolem nas nevyzaruje vlastni svetlo. Predmety 
vidime proto, ze se od nich svetlo odrazi. 

Odraz svetla je dosti slozity fyzikalni dej. Svetlo dopadajici na latku vnika dovnitr a pu- 
sobi na jeji nabite castice — atomova jadra, ionty, volne elektrony i elektrony v orbitech atomu 
a molekul — periodickymi elektrickymi a magnetickymi silami (Fe = qE, Fb = q(v x B)). 
TJcinkem techto sil (z nichz magneticke jsou vetsinou zanedbatelne) naboje osciluji s frekvenci 
dopadajiciho svetla. Pohyb tezkych castic —jader — je zanedbatelne maly, pohyb elektronu ni- 
koliv. Volne oscilujici elektrony (napr. v kovech) i oscilujici elektrony v orbitech atomu a molekul 
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jsou zdrojem sekundarnlho elektromagnetickeho vlnem — svetla — o frekvenci rovne frekvenci 
svetla dopadajiciho. Sekundarni vlny ze vsech ozarenych castic se skladaji. Vne latky vytvareji 
vlneni, ktere nazyvame odrazene svetlo. Uvnitr latky se sekundarni vlnem sklada s dopadajlclm 
svetlem a vytvari svetlo, ktere nazyvame lomene nebo prosle svetlo. Cast energie dopadajiciho 
svetla prechazi v energii neusporadaneho tepelneho pohybu molekul — latka svetlo absorbuje. 

Je zrejme, ze na vlastnosti a na ’’kvalitu” odrazeneho svetla ma vliv jak dopadajlcl svetlo, 
tak i latka sama. Elektrony v latce kmitajl v rytmu kmitu dopadajiciho elektromagnetickeho 
(svetelneho) pole. Vyzarujl tedy svetlo, ktere ma stejnou frekvenci jako svetlo dopadajlcl. Faze 
a polarizacnl rovina tohoto svetla se men! v rytmu zmen v dopadajlclm svetle. Avsak amplituda 
kmitu elektronu, a tedy i amplituda vektoru E, H v odrazenem svetle, zavisl velmi podstatne 
i na tom, jak jsou elektrony vazany k jadrum a jaka je frekvence jejich vlastnlch kmitu, dale 
pak na jejich poctu atd. V dusledku toho se odrazejl svetla ruznych frekvenci od latky ruzne. 
Spektralni slozenl (tj. rozlozenl energie na ruzne frekvence) odrazeneho a dopadajiciho svetla 
je ruzne. Tento jev se nazyva selektivnl odraz. Jeho dusledkem je to, ze svetlo, ktere odrazl 
predmet osvetleny bllym svetlem, je zbarveno. Proto majl predmety ”barvu”. Predmety ozarene 
monochromatickym svetlem majl pouze ”barvu” tohoto svetla. 

8.1.1.3 Koherentnl a nekoherentnl svetlo 

V poslednl dobe se v technicke praxi uzlva k nejruznejslm ucelum svetla laseru. Monochro- 
maticke svetlo laseru se list od monochromatickeho zarenl bezneho zdroje svetla zejmena tlm, 
ze se chova v jistem smyslu (ktery v dalsim vysvetllme) podobne jako elektromagneticke zarenl 
buzene antenami napajenymi vysokofrekvencnimi oscilatory, napr. jako radarove vlny; nemeni 
v relativne dlouhem casovem intervalu fazi kmitu. Tuto vlastnost svetla vyjadrujeme oznacenlm 
„koherentnl svetlo“ . V koherentnlm svetle vznikajl vyrazne interferencnl a ohybove jevy, jichz 
se vyuzlva ve strojlrenske praxi ke zjist’ovanl a merenl malych deformaci, posuvu, nehomogenit 
pruhlednych latek, rychlosti proudenl tekutin, vytvarenl hologramu atd. Cast optiky spoclvajlcl 
na vyuzitl koherence svetla se nazyva koherentnl optika. 

Cllem tohoto odstavce je vyklad vlastnosti koherentnlch a nekoherentnlch zdroju a vlastnosti 
koherentnlho a nekoherentnlho svetla. 

Koherentnl a nekoherentnl zdroje zarenl. V odstavci 7.1.7.2 bylo uvedeno, ze vlny ze 
dvou zdroju akustickeho vlneni (napr. ze dvou ladicek) nebo ze dvou makroskopickych zdroju 
elektromagnetickeho vlneni (napr. ze dvou malych anten napajenych jednlm oscilatorem), ktere 
kmitajl harmonicky se stejnymi frekvencemi, interferuje. V oblasti, kde se vlny z obou zdroju 
prekryvajl, skladaji se kmity o stejnych frekvenclch. V kazdem bode vznikajl tedy harmonicke 
kmity. Fazovy rozdll techto kmitu je v kazdem bode interferencni oblasti jiny, ale s casern se 
nemeni. Amplitudy kmitu jsou tedy v ruznych bodech ruzne a s casern nemenne. V nekterych 
bodech vznikajl trvala interferenenl maxima, v jinych trvala interferenenl minima. To je pro 
interferenci charakteristicke. 

Pfipomenme, ze slozenlm kmitu o ruznych frekvenclch nevznika harmonicky pohyb. Pri 
superpozici vlneni ze dvou zdroju ruznych frekvenci k interferenci nedochazi. Svetla ze dvou 
ruznych svetelnych zdroju Z\ . — napr. ze dvou shodnych sodlkovych vybojek — vsak 

neinterferujl ani tehdy, kdyz jsou monochromaticka a kdyz majl stejnou frekvenci. Duvod je 
v tom, ze v obou svetelnych vlnach se men! s velkou rychlosti zcela nepravidelne, nahodne, faze 
kmitu, a to v kazdem z obou svetel jinak. Proto i rozdil fazl kmitu vektoru E\. E 2 v obecnem 
bode P svetelneho pole se men! velmi rychle a nepravidelne. Totez plat! i o amplitude vyslednych 
kmitu. Strednl casova hodnota hustoty svetelne energie je ve vsech bodech osvetlene oblasti 
priblizne stejna, trvala maxima a minima se nevytvareji, tj. svetla neinterferujl. 


Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brne 


358 


8 . 1 . vlnovA optika 


{obr615} 


{obr616} 


Z hlediska interference delime dvojice (nebo skupiny vetsiho poctu) zdroju vlneni na kohe- 
rentni a nekoherentni. 

Koherentni zdroje jsou zdroje, ktere maji tyto vlastnosti: 

a) kmitaji se stejnymi frekvencemi, 

b) rozdil fazi kmitu jednotlivych zdroju se nemeni (poznamka: faze kmitu se pritom muze 
nahodne menit, ale ve vsech zdrojich stejne tak, aby rozdil fazi byl stejny). 

Nekoherentni zdroje jsou ty, ktere nejsou koherentni. Svetla z koherentnich zdroju in- 
terferuji. Svetla z nekoherentnich zdroju neinterferuji. 



Obr. 8.5 


Dva (fyzicky) ruzne zdroje svetla, s vyjimkou laseru, jsou vzdy nekoherentni. Koherentni 
zdroje svetla se ziskaji tim, ze se uzije pouze jednoho zdroje a jeho svetlo se rozdeli vhodnym 
zpusobem tak, ze vzniknou dva sekundarni (nebo zdanlive) zdroje svetla. Napr. na obr. 8.5 
jsou znazorneny dve lizke blizko sebe lezici sterbiny Z \, ve stinitku S, osvetelne zdrojem 
Zo monochromatickeho svetla umistenym na ose soumernosti o usecky Z\Z^. Faze kmitu ve 
sterbinach Z\, Z-i se velmi rychle, ale soucasne, meni. Pro oblast napravo od stinitka predstavuji 
stirbiny Z\. Z2 dva koherentni zdroje. V oblasti neprilis vzdalene od osy o svetla interferuji. 



Obr. 8.6 


Na obr. 8.6 je znazornena velmi tenka vrstva tloust’ky d, na kterou dopada z bodoveho zdroje 
Z monochromaticke svetlo o vlnove deice A. Paprsky 1,2,3,... vznikle postupnymi odrazy a lomy 
maji vlastnosti shodne se svetlem, ktere by vychazelo z bodu Z\, Z%, Z 3 ,..., tj. ze zdanlivych 
zdroju. Jeli vrstva velmi tenka (d ~ A), jsou tyto zdanlive zdroje temer koherentni a svetla 
1 ,2,3,... interferuji. 
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{obr617} 


Existuje rada dalsich zpusobu a zarizeni, jimiz lze ziskat dva nebo vets! pocet zdanlivych 
nebo sekundarnich koherentmch (nebo temer koherentmch) zdroju s uzitim jedineho skutecneho 
zdroje svetla. 

Koherentni a nekoherentni svetlo Usporadejme pokus podle obr. 8.7. Svetlo z bezneho 
monochromatickeho zdroje Zq dopadne na polopropustne zrcadlo R. na nem se castecne odrazi, 
castecne projde. Odrazene svetlo je nasmerovano zrcadlem Z\ do oblasti O (vlna Vy), prosle 
svetlo se odrazi na zrcadle Z 2 tak, ze vznikla vlna V 2 se setkava s Vj v oblasti O. Ukazuje se, ze 
pri obecne volbe polohy zrcadel Z\, Z 2 k interferenci nedojde. Proc? Proto, ze ve svetle z bezneho 
zdroje se nesmlrne rychle men! faze kmitu. Draha ZqRZ\P, kterou urazila vlna V\ ze zdroje Z 0 
do obecneho bodu P, je dels! nez draha ZqR,Z 2 P, kterou urazila vlna V 2 . Vlna V\ se tedy v bode 
P nesetkava s tou cast! vlny V 2 . ktera byla vyzarena zdrojem Z 0 soucasne s Vj, nybrz s casti, 
ktera byla vyzarena pozdeji. Proto se faze kmitu v kazde z vln Vj, V 2 v bode P men! jinak 
a tedy i rozdil fazi se meni velmi rychle a nahodne. V oblasti 0 tudiz vlny V\, V 2 neinterferuji. 
Je zrejme, ze vlny Vi, V 2 by v bode P interferovaly tehdy, kdyby pokus byl usporadan tak, ze 
by obe vlny urazily ze zdroje Zq do bodu P stejne drahy, tj. ze by rozdil techto drah A r byl 
nulovy (nebo temer nulovy). 



Z hlediska interferencnich vlastnosti pri pokuse znazornenem na obr. 8.7 delime svetla ruz- 
nych zdroju takto: 

• Koherentni svetlo je svetlo, ktere interferuje pri libovolne hodnote rozdilu drah Ar. 

• Nekoherentni svetlo je svetlo, ktere interferuje jen tehdy, je-li A?’ = 0. 

• Castecne koherentni svetlo je svetlo, ktere interferuje i pri nenulove, ne prilis velke 
hodnote rozdilu drah Ar. 

Jestlize pokus znazorneny na obr. 8.7 usporadame tak, ze nejprve je Ar = 0 a pak se Ar 
zvetsuje (napr. vhodnym posunutim zrcadel Zy , Z 2 ), je interference nejprve velmi vyrazna (velky 
rozdil mezi intenzitou svetla v maximech a minimech) a s rostoucim Ar se zmensuje (temer stejna 
intenzita v maximech a minimech). Nejvetsi hodnota drahoveho rozdilu Ar, pri niz jeste dojde 
k interferenci, se nazyva koherencni delka svetla. (Poznamka: tato ponekud neurcita definice 
koherencni delky se v teorii koherence upfeshuje.) 

Koherencni delka svetla z beznych monochromatickych zdroju je rovna nekolik A, tj. radu 
10 _6 m. Koherencni delka svetla laseru je radove 1mm az 10 3 m. Svetlo laseru je temer 
koherentni. 

Poznamenejme, ze svetlo vznikle odrazem nekoherentniho (koherentniho) svetla je opet ne¬ 
koherentni (koherentni). 
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8.1.1.4 Polarizace svetla 

Svetlo, v nemz vektor E kmita pouze v jednom smeru, se nazyva linearne polarizovane. 
Rovina urcena smerem siren! svetla a vektorem E se nazyva rovina polarizace. (Poznamka: 
ve stars! literature se povazuje za rovinu polarizace rovina, ktera je na uvedenou rovinu kolma.) 

Prirozene svetlo je nepolarizovane (obr. 8.4). Linearne polarizovane svetlo ma nektere 
vlastnosti odlisne od prirozeneho svetla: odrazivost povrchu vsech latek pro polarizovane svetlo 
zavisi na poloze roviny polarizace, podobne i propustnost nekterych latek. Techto vlastnosti se 
vyuziva v technicke praxi pro konstrukci polarizacnich filtru (ktere propousteji pouze tu slozku 
vektoru E dopadajiciho svetla, ktera lez!vjiste rovine), dale ke zkoumani prubehu mechanickeho 
napeti v pruhlednych modelech strojnich a stavebnich dilu atd. 

Linearne polarizovane nekoherentni svetlo lze znazornit soustavou prekryvajicich se sinuso- 
vych vln konecne delky, linearne polarizovanych v jedne rovine (rovina Oxz v obr. 8.1). Lze je 
ziskat z prirozeneho svetla bud’ odrazem pod vhodnym uhlem, nebo pruchodem vhodnym (tzv. 
dvojlomnym) prostredim. 

8.1.2 Interference a ohyb svetla 

{5.2.3} & 

V teto casti vylozime zakladni jevy interference a ohybu svetla a sice ty jevy, ktere jsou dulezite 
z hlediska aplikaci v technicke praxi a pfitom jsou celkem jednoduche. Jsou to: 1. Interference 
svetla na tenke vrstve (HV (hlavni vysledek): odrazivost tenke vrstvy pro urcite svetlo zavisi 
velmi podstatne na tloust’ce vrstvy a na uhlu dopadu); 2. Ohyb svetla na sterbine (HV: 
svetlo prochazejici sterbinou ve stinitku se za ni siri do vsech smeru, a to do ruznych smeru 
s ruznou intenzitou); 3. Ohyb svetla na mrizce (HV: svetlo prosle optickou mrizkou, nebo na 
ni odrazene, se siri pouze do urcitych smeru, jez jsou pro ruzne vlnove delky ruzne. Svetla ruznych 
vlnovych delek se takto od sebe oddeli a vznikne spektrum); 4. Holografie (HV: zkoumany 
predmet se osvetli koherentnim svetlem laseru. Do oblasti odrazeneho svetla se privede prime 
svetlo z laseru, obe svetla interferuji. Do interferencniho pole se vlozi fotograficka deska a na ni se 
zachyti interferencni obrazec. Tato deska se po vyvolani nazyva hologram. Osvetli-h se hologram 
koherentnim svetlem laseru, vznikne ohybem svetelne pole, ktere je shodne s puvodnim polem 
svetla odrazeneho od predmetu, tj. pole se rekonstruuje). 


8.1.2.1 Interference svetla na tenke vrstve 

Kolmy dopad svetla na tenkou planparalelni dielektrickou (tj. nevodivou) vrstvu. 


& 


a) Dopad monochromatickeho svetla (A). Dielektricka vrstva tloust’ky d necht’ ma index 
lomu ri 2 ', prilehajici neohranicena dielektrika (obr. 8 . 8 ) necht’ maji indexy lomu ni, n 3 . 
Tloust’ka d necht’ splhuje podminku rnd < . kde m je radu 10°, napr. m = 5 a kde Zkoh 

je koherencni delka dopadajiciho svetla. Je-li dopadajici svetlo prirozene (nekoherentni), 
ma koherencni delku 4oh ~ mA, takze pak plati d ~ X. Takova vrstva se nazyva opticky 
tenka. Je-li vsak dopadajici svetlo koherentni, muze byt vrstva i tlusta. Poznamenejme, ze 
opticky tenke vrstvy (i kovove) jsou vzdy pruhledne. 

Z prostredi 1 necht’ dopada kolmo na vrstvu neprilis uzky svazek paprsku svetla, tj. rovinna 
vlna. Na rozhrani cri se svetlo odrazi a lame (obr. 8.8), lomeny paprsek se dale odrazi 
a lame na rozhrani <72 atd. Do prvniho prostredi se vraceji paprsky 1, 2, 3, ..., prekryvaji 
se a interferuji, takze z nich vznika jedina vlna — odrazene svetlo. Do tretiho prostredi 
vnikaji paprsky l / ,2 / ,3 / , ..., rovnez interferuji a vytvareji vlnu proslou. 

Amplituda odrazene vlny zavisi na fazovem rozdilu vln 1 , 2 ,... a ten opet zavisi na rozdilu 
jejich optickych drah. Je zrejme, ze rozdil optickych drah 6 paprsku 1,2 je stejny, jako 
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rozdily optickych drah dvojic paprsku (2,3), (3,4) atd. Urcime rozdil optickych drah pa¬ 
prsku 1,2: Paprsky vznikaji v bode A delenim dopadajiciho paprsku odrazem a lomem. 
Paprsek 1 se vraci do prvniho prostredi primo, paprsek 2 urazi navic ve vrstve drahu delky 
2d; rozdil jejich skutecnych optickych drah je tedy 6 = 2ri2d. To vsak jeste neni hledany 
rozdil optickych drah, nebot’ pri odraze na rozhrani dvou prostredi rij\rik svetlo bud’ zmeni 
fazi o 7 r (je-li rij < rik), nebo ji nezmeni (je-h rij > n^). Tento vysledek plyne z teorie a je 
experimentalne overen. Zmeni-li svetlo fazi o 7 r, ma fazi takovou, jako kdyby urazilo navic 
ve vakuu drahu delky A/2. 

Pri odrazech na rozhranich < 7 i, <72 paprsky 1, 7 tedy bud’ meni nebo nemeni fazi, podle 
toho, ktere ze vztahu rii>n 2 , « 2>^3 plati. Celkovy rozdil optickych drah paprsku 1 , 2 je 
roven 6 ' = 2 ri 2 d + e|, kde e je bud’ rovno jedne, tj. e = 1 (je-li bud’ n\ > n 2 , n 2 < 113 , nebo 
rii < ri 2 , ri 2 > 713 ), nebo plati e = 0 (ve zbyvajicich pripadech). Je-li splnena podminka 



A 



{617} 

2 ri 2 d + £— = k\i kde k = 1 , 2 ,... 

, podminka maxima pro odraz 

(8.7) 


lisi se fazove konstanty vln (paprsku) 1,2,3, ... o celistve nasobky 2tt a jejich interferenci 
vznika vlna o maximalm amplitude, tj. svetlo se od vrstvy odrazi s maximalm intenzi- 
tou. Vztah (8.7) tedy vyjadruje podminku, za niz nastava maximalm odraz na vrstve, tj. 
podminku maximalniho odrazu. 

Je-li ve vztahu (8.7) napr. predepsano A a 712 , pak podminka (8.7) je splnena pro d\ = 
(A — e\/2)/2n 2 ... (k = 1), c ?2 = • • • (fc = 2) atd. 

Analogicky se odvodi podminka pro minimalni odraz 



A . A 



{618} 

2 n 2 d + e- = ( 2 k-l)-, 

kde k = 1,2 ,... 

podminka minima pro odraz (8.8) 


Uziti: Zvyseni (nebo snizeni) odrazivosti povrchu latky jeho pokrytim vhodnou tenkou 
vrstvou — reflexni (nebo antireflexm) vrstva. Reflexnimi vrstvami (nebo casteji reflex- 
nimi soustavami vrstev) se pokryva povrch zrcadel (napr. zrcadel laseru), reflexnich bryli 
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atd. Antireflexnimi vrstvami se pokryva povrch cocek objektivu fotoaparatu, dalekohledu, 
prvku slunecnich kolektoru atd. 

b) Dopad bileho svetla. Dopada-li na tenkou vrstvu znazornenou v obr. 8.8 kolmo bile 
svetlo, jehoz vlnove delky pokryvaji spojite interval I = (400; 760) nm, je podminka 
maxima (8.7) splnena pro vlnove delky Ai, A 2 , A 3 ,..., spliiujici vztahy 

2n 2 d + £^- = k\ k , k = 1,2,.... (8.9) 

Nektere z vlnovych delek Ai, Aj, ... mohou lezet v intervalu I. Svetlo techto vlnovych delek 
se odrazi vice nez svetlo ostatnich vlnovych delek. Nejmene se odrazi svetlo vlnovych delek 
A}, A 2 , • ■ ■, ktere splhuji podminku minima ( 8 . 8 ). Spektralni slozeni odrazeneho svetla je 
tedy jine nez spektralni slozeni dopadajiciho bileho svetla — odrazene svetlo je zbarveno. 
V proslem svetle jsou naopak relativne posileny (zeslabeny) ty vlnove delky, ktere byly 
pfi odraze zeslabeny (posileny). Prosle svetlo ma doplnkovou barvu k barve odrazeneho 
svetla. 


{obr619} 


Sikmy dopad svetla na tenkou planparalelni dielektrickou vrstvu Na tenkou planpa- 
ralelni vrstvu znazornenou na obr. 8.8 necht’ dopada rovinna monochromaticka svetelna vlna (tj. 
svazek rovnobeznych paprsku) pod uhlem a (obr. 8.9. 


vlnoplocha 



Predpokladejme, ze pfi odraze na rozhranich ui, 02 nedochazi k uplnemu odrazu, takze 
paprsky se na nich castecne odrazeji a castecne lamou. Paprsky 1, 2, 3, ..., vznikle postupnymi 
odrazy a lomy z dopadajiciho paprsku, interferuji jako drive. Rozdil skutecnych optickych drah 
paprsku 1, 2 nyni je 5 = ri2\AB\ + Ti2\BC\ —rii\AD\. kde jsme oznacili \AB\ delkuusecky AB atd. 
Upravou uvedeneho vyrazu, pfi niz uzijeme vztahu n\\AF\ = ri2\AE\ plynouciho z obr. 7.35, 
dale vztahu \ AB\ = \BC\ a vztahu nisina = 712 sin [J (Snelluv zakon), dostaneme 

5 = 2ri2\EB\ = 2n2dcos/3 = 2ri2(l\J 1 — sin 2 (3 = 2d\j n\ — n% sin 2 (3 = 2d\Jn\ — n\ sin 2 a . 

Pfihlednemeli opet k mozne zmene faze pfi odraze na rozhranich <n, <72, dostaneme podminku 
maxima pro odraz ve tvaru 

{619} 2 d\Jnl — n\ sin 2 a + = kX , k = 1, 2,. .., (e = 0,1). podminka maxima pro odraz (8.10) 

Analogicky se odvodi podminka minima 
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{6110} 


{obr6110} 


2 d\J n| — n\ sin 2 a + = ( 2 k — 1 )^ . podmmka minima pro odraz ( 8 . 11 ) 

Pri nahodne zvolenem uhlu dopadu a neni (obecne) splnena zadna z obou podminek. In- 
tenzita odrazeneho svetla zavisi na hodnote leve strany ve vztazich (8.10), (8.11). Meni-li se 
plynule uhel dopadu od 0° do 90°, intenzita odrazeneho svetla se spojite meni mezi extremnimi 
hodnotami - stridave narusta a klesa. 

Dopada-li na vrstvu svazek rovnobeznych paprsku bileho svetla, pak podobne jako pri kol- 
mem dopadu se svetlo urcitych vlnovych delek Ai, A 2 , .. .zesili a svetlo jinych vlnovych delek 
A}, A 2 , .. .zeslabi. Odrazene svetlo je tedy zbarveno. Hodnoty vlnovych delek zesileneho svetla 
(Ai, A 2 , ...), dane vztahy (8.10) pro k = 1, 2, ..., i hodnoty vlnovych delek malo odrazeneho 
svetla (A}, A' 2 , ...), dane vztahy (8.11) pro k = 1, 2, ..., jsou zavisle na uhlu dopadu a. Barva 
odrazeneho svetla zavisi tedy na a. Meni-li se uhel dopadu a, meni se barva svetla odrazeneho 
od vrstvy. Tento jev vznika napr. pri odrazu svetla na tenkych olejovych filmech (vrstvach), na 
mydlovych blanach, slidovych vrstvach atd. 

Uziti: barevne interferencni filtry (ziskavani barevneho svetla z bileho), regulace svetelne 
odrazivosti povrchu atd. 


Interferencni prouzky Velmi castym a v merici technice vyuzivanym jevem je vznik inter- 
ferencnich prouzku. Vylozime zakladni jev tohoto typu, a to vznik interferencnich prouzku na 
tenke vrstve. 



o-i 

02 


Uvazujme o tenke vrstve, ktera ma v ruznych mistech ruznou tloust’ku (obr. 8.10). Vrstva 
necht’ je osvetlena plosnym zdrojem svetla, o nemz budeme pro jednoduchost nejprve predpokla- 
dat, ze je jednobarevne (A). Vrstvu pozorujeme okem nebo fotografujeme pristrojem zaostrenym 
na jeji povrch. 

Pozorujme napr. bod A vrstvy. Do oka z neho prichazi paprsek 1', vznikly odrazem paprsku 
1 na rozhrani g\. Paprsek 1 vysel z nejakeho bodu P zdroje. Z bodu A vnika do oka krome 
toho i paprsek 2', ktery vznikl rovnez v bode P (paprsek oznaceny 2), vnikl do vrstvy a odrazil 
se na plose 02 prave do bodu A. Paprsky 1', 2' vznikly v jedinem bode, rozdil jejich optickych 
drah je podle predpokladu (tenka vrstva) mensi nez koherencni delka, takze v oku interferuji. 
Osvetleni toho mista sitnice oka, do ktereho dopadaji, zavisi na rozdilu jejich optickych drah, 
tj. na tloust’ce (1a a na indexu lomu tia vrstvy v miste A a na uhlu dopadu a a (viz leva strana 
rovnice (8.10) a (8.11)). Podle toho, jaky je tento rozdil optickych drah, jevi se pozorovateli bod 
A vice nebo mene jasny. 
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Stejny jev nastane ve vsech osvetlenych mistech vrstvy, ktere pozorovatel pozoruje napr. 
v bode B. Avsak rozdil optickych drah paprsku analogickych paprskum l',2' je (obecne) jiny. 
Bod B se tedy pozorovateli jevi (obecne) jinak jasny. Nejjasnejsi se mu jevi ta mista, v nichz je 
splnena podminka maxima (8.10), nejmene jasna ta mista, v nichz je splnena podminka (8.11). 
Stejne jasna mista vytvori na vrstve krivky. 

Pozorovatel tedy vidi na vrstve tzv. interferencni prouzky v barve odpovidajici vlnove deice A, 
v nichz jas se spojite meni pri postupu od maxima do minima ve smeru kolmem na interferencni 
prouzek. Vzdalenost sousednich maxim v tomto smeru udava sirku interferencniho prouzku. Cim 
tenci je vrstva, tim vetsi je sirka interferencnich prouzku. 

Pri osvetleni vrstvy na obr. 8.10 plosnym zdrojem bileho svetla vytvori se pro kazdou barvu 
jina soustava interferencnich prouzku, nebot’ poloha maxim a minim zavisi na vlnove deice 
(rovnice (8.10), (8.11)). Pozorovateli se tedy jevi ruzna mista vrstvy v ruznych barvach — 
interferencni prouzky jsou barevne. Pri zmene polohy oka se polohy maxim na vrstve meni, tj. 
interferencni prouzky se posouvaji a meni tvar. Tento jev vznika napr. na mydlovych blanach, 
olejovych filmech, slidovych vrstvach, vzduchovych vrstvach mezi filmem a pritlacnym sklickem 
v projekcnim nebo zvetsovacim pristroji atd. 

Interference svetla na tenke vrstve je zakladnim jevem vyuzivanem v optickych interferome- 
trickych merenich. 


{obr6111} 


Interferometricka mereni Interference svetla na tenke vrstve nestejne tloust’ky se uziva ke 
zjist’ovani tvaru obrobenych ploch (tj. jejich reliefu), zejmena ke zjist’ovani jeho odchylky od 
predepsaneho tvaru, dale k mereni malych deformaci, malych posuvu, malych uhlu atd. 

Zakladni usporadani interferometrickeho mereni je znazorneno na obr. 8.11a. Ke zkoumane 
vylestene plose S, jez by mela byt napr. rovinna, se prilozi dokonale rovinna plocha a sklenene 
desticky. Mezi plochami S' a a vznikne tenka vzduchova interferencni vrstva promenne tloust’ky. 
Ta se osvetli (nejlepe) svazkem rovnobeznych paprsku monochromatickeho svetla odrazenym 
od polopropustneho zrcadla R. Svetlo odrazene od vrstvy projde (castecne) zrcadlem R a po¬ 
zoruje se (nebo fotografuje, nebo jinak detekuje a dale zpracovava) v oblasti P. Promerenim 
interferencniho obrazce (obr. 8.11b) se zjisti tvar plochy S. 



Poznamka: Z tvaru interferencnich krivek (uzavrene krivky na obr. 8.11b) nelze poznat, zda 
odpovidaji vystupkum (misto A) nebo prohlubnim (B) na plose S. Uvazte vsak, jak se inter- 


Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brne 


365 












8 .1 . vlnovA optika 


{obr6112} 


ferencm krivky meni, jestlize plocha, S se nepatrne posouva smerem k plose a (tj. ve smeru 
P)- 

Jestlize je zkoumana plocha rovinna a neni rovnobezna se a (v obr. 8.11a je zakreslena car- 
kovane a oznacena S'), jsou interferencni prouzky primocare a maji stejnou sifku d (v obr. 8.11b 
jsou zakresleny carkovane). Zmefenlm teto sirky, tj. vzdalenosti maxim, lze urcit s velkou pres- 
nosti uhel a, sevreny plochami S', a (2d tg a = A). 

Jestlize se rovinna plocha S posouva ve smeru p, primocare interferencni prouzky (obr. 8.11) 
se posouvaji ve smeru s. Zmefenim jejich posuvu lze zjistit velikost posuvu ve smeru p s presnosti 
az 10 _2 A, tj. radove 10 -8 m. Uzijeme-li jako zdroje koherentniho svetla laseru, neni interferome- 
tricke mefeni omezeno pouze na tenke vrstvy. Je-li plocha S' spojena s pohybujici se soucasti 
strojniho zarizeni, lze jeji posuv zjistit (a pripadne ovladat) s velkou presnosti, napr. optoelek- 
tronickou registraci poctu maxim, ktere projdou v interferencnim obrazci ve smeru s. 

Pristroje urcene k interferometrickym merenim se nazyvaji interferometry. Je jich cela rada 
typu. Velmi ucinnym modernim zarizenim tohoto typu je napr. laserinterferometr. 


8.1.2.2 Ohyb svetla na sterbine 

Ohyb vlneni byl popsan a jeho fyzikalni podstata byla vysvetlena v odstavci v souvislosti s vykla- 
dem Huygensova-Fresnelova principu. V teto casti se budeme zabyvat ohybem svetla na otvoru 
ve stinitku. 

Budeme uvazovat o rovinnem stinitku (zhotovenem napr. z tenkeho plechu), v nemz je 
velmi uzka a velmi dlouha (teoreticky nekonecne dlouha) sterbina s rovnobeznymi hranami 
(obr. 8.12a). Na stinitko necht’ dopada z jedne strany v kolmem smeru rovinna svetelna mo- 
nochromaticka vlna (tj. svazek rovnobeznych paprsku). Sifku sterbiny oznacime a, vlnova delka 
a frekvence dopadajiciho svetla necht’ je A a /. 



a) b) 

Obr. 8.12 

Ohybove svetelne pole na druhe strane sterbiny lze podle Huygensova-Fresnelova principu 
interpretovat jako pole vytvorene sekundarnimi zdroji rozlozenymi spojite v prostoru sterbiny, 
kmitajicimi s frekvenci /, a pri kolmem dopadu svetla i se stejnymi fazemi. 

Svetelne pole v obecnem bode P (obr. 8.12b) vznika interferenci nekonecne mnoha vln (pa¬ 
prsku) vyslych ze vsech bodu sterbiny. Vysledna amplituda a intenzita svetla v bode P zavisi 
na fazovych rozdilech kmitu vsech paprsku v bode P a bude tedy v ruznych bodech ohyboveho 
pole ruzna. 

Je-li bod P blizko sterbiny, pocita se vysledna amplituda velmi obtizne. Z hlediska aplikaci ma 
vetsi vyznam ohybovy jev, ktery vznika ve vetsi vzdalenosti (ktera se v teorii blize specifikuje), 
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tzv. Fresneluv ohybovyjev. Nejdulezitejsi vsakje ohybovyjev, ktery vznikne vtakove vzdalenosti 
od sterbiny, ze paprsky ze vsech bodu sterbiny, jdouci do prislusneho bodu P, jsou rovnobezne (tj. 
P oo). Tento ohybovy jev se nazyva „Fraunhoferuv ohyb“. Ma znacny vyznam pri optickem 
zobrazeni. 

V dalsim se budeme zabyvat pouze Fraunhoferovymi ohybovymi jevy. Vzhledem k tomu, 
ze vznikaji pri zobrazovani predmetu cockami, uvedeme nejprve nektere zakonitosti pruchodu 
svetla cockami. 


{obr6113} 


Pruchod svetla cockou Dopada-li na idealni cocku kulova svetelna vlna, a to bud’ vlna 
rozbihava (tj. divergentni), vychazejici z jednoho bodu, nebo sbihava (tj. konvergentni), jdouci 
do jednoho bodu, transformuje ji cocka opet v (priblizne) kulovou vlnu. Pritom rovinnou vlnu 
povazujeme za kulovou vlnu se stredem v nekonecnu. V obr. 8.13a je znazornena transformace 
divergentni kulove vlny K\ se stredem P\ v konvergentni kulovou vlnu K 2 se stredem P 2 spojnou 
cockou. Kazdy bod roviny R\. kolme na optickou osu, se takto idealni cockou zobrazi do jednoho 
bodu roviny R, 2 . Rovina R,\ se nazyva predmetova, rovina R 2 obrazova. Obraz P 2 bodu P\ lze 
zkonstruovat s uzitim centralniho paprsku c, ktery jde po pruchodu cockou puvodnim smerem. 
V terminologii geometricke optiky idealni cocka meni svazek paprsku prochazejicich bodem Pi 
ve svazek paprsku jdoucich bodem P 2 . 

Kmity v bodech A, B, lezicich na jedne vlnoplose, maji stejnou fazi. Totez plati napr. i o kmi- 
tech v bodech A%, B :i . Proto jsou opticke drahy useku AA\A 2 P 2 , BB\B 2 P 2 na paprscich p, q 
stejne. 



Jestlize se bod Pi a tedy i rovina Pi vzdali od cocky doleva do nekonecna, nazyva se prislusna 
rovina R. 2 ohniskova. Bod F' je obrazove ohnisko (obr. 8.13b). Vlna dopadajici na cocku z bodu 
Pi je nyni rovinna, jeji vlnoplochy jsou rovinne, takze opticke drahy useku AAiA 2 P 2 . BB 1 B 2 P 2 
(obr. 8.13b) jsou stejne. Jestlize na cocku dopadaji dva obecne koherentni rovnobezne svetelne 
paprsky p , q, je rozdil fazi jejich kmitu v bode P 2 stejny jako rozdil fazi jejich kmitu v bodech 
A, B. 

Fraunhoferuv ohyb na sterbine Vlozme za sterbinu (tj. na pravou stranu stinitka pri do- 
padu svetla zleva) valcovou spojnou cocku rovnobeznou se sterbinou. Cocka soustredi vsechny 
paprsky, ktere vysly ze sterbiny rovnobezne, napr. pod uhlem (obr. 8.14), do jedne prirnky 
kolme k nakresne, ktera se v obr. 8.14 jevi jako bod P. Predpokladejme, ze rozdil optickych 
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drah krajnich paprsku, tj. velicina a sin a, je mensi nez koherencni delka svetla. Pak vsechny 
uvazovane paprsky v bode P interferuji. Fazove rozdily jejich kmitu v tomto bode jsou prave 
takove, jako kdyby tyto paprsky neprochazely cockou, nybrz se sirily ve smeru dal a interferovaly 
az v nekonecnu. 



{obr6114} 


Obr. 8.14 


Zkoumejme nejprve paprsky, ktere lezi v nakresne a jdou ve smeru opticke osy cocky, tj. pod 
uhlem a = 0. Tyto paprsky se protinaji v ohnisku F' a kmitaji v nem se stejnymi fazemi. V oh- 
nisku F' tedy vznikne maximum, kteremu fikame hlavni (nebo centralni) ohybove maximum. 
Amplituda kmitu a intenzita svetla v bode F' je maximalni. 

Necht’ uhel a se nepatrne zvetsi. Kmity v tom bode ohniskove roviny, v nemz se tyto paprsky 
protinaji, jsou ponekud rozfazovany, takze amplituda kmitu v tomto bode je mensi nez v bode 
F'. Zvetsi-li se uhel a dale tak, ze nabude hodnoty, pri niz drahovy rozdil krajnich paprsku p, 
q, tj. velicina Ar = a sin a, splhuje vztah 

{6111} I asinai = A podminka pro uhel minima prvniho radu ( 8 - 12 ) 

(obr. 8.15a), jsou kmity krajnich paprsku p, q v bode Pi fazove posunuty o 27T. Kdyby v nem 
tyto paprsky interferovaly samy, vzniklo by v nem interferencni maximum. Avsak v bode Pi 
interferuji vsechny paprsky, ktere vysly pod uhlem ai ze vsech bodu sterbiny. Libovolne dvojice 
paprsku, ktere vysly ze dvou bodu vzdalenych o a/2, napr. dvojice r, s v obr. 8.15a, ma rozdil 
drah roven A/2. Tyto dva paprsky v bode Pi interferuji s opacnymi fazemi a zrusi se. Zrejme lze 
takto do dvojic usporadat vsechny paprsky ze vsech sekundarnich zdroju v prostoru sterbiny. 
Kmity techto dvojic se v bode Pi zrusi, takze v bode Pi vznikne nulove minimum. 

Paprsky vychazejici ze sterbiny pod uhlem ponekud vetsim nez ai se v prislusnem bode Q 
jiz nerusi, nebot’ pri tomto lihlu paprsky ze sterbiny uvedenym zpusobem do dvojic usporadat 
nelze. V bode Q je tedy intenzita svetla nenulova. Avsak tehdy, kdyz uhel a ma hodnotu 02 , 
pro niz plati a sin 0:2 = 2A, lze sterbinu rozdelit na ctvrtiny a vsechny paprsky jdouci ze sterbiny 
usporadat do dvojic, ktere maji rozdil drah A/2 a ktere se tedy v bode P 2 interferenci zrusi. 
V bode P 2 vznikne tedy opet nulove minimum. Dalsi nulove minimum vznikne pri uhlu 03 
splnujicim vztah a sin 03 = 3A atd. Mezi sousednimi minimy vznikaji maxima radu 0, ±1, 
±2 atd., jejichz presnou polohu nelze, s vyjimkou centralniho maxima, uvedenou jednoduchou 
uvahou urcit. 

Ohybovy obrazec je v rezu soumerny podle opticke osy cocky (nikoliv podle osy sterbiny). 
Rozlozeni intenzity v ohybovem obrazci je znazorneno v obr. 8.15b. 

Ohybovy obrazec v ohniskove rovine cocky je tvoren svetlymi a tmavymi prouzky kolmymi 
na rovinu nakresny v barve dane vlnovou delkou A uziteho svetla. Prouzek obsahujici maximum 
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{obr6115} 


{6112} 


{obr6116} 



nulteho radu je nejsvetlejsi. Jeho uhlova sirka je rovna 2ai, jeho sirka je rovna d\ . Pro tyto 
veliciny plati 

asinai = A, di = 2/tgai, (8.13) 

kde / je ohniskova vzdalenost cocky. Je-li A < a, je qi < 1, takze vztahy (8.13) lze psat 
v pribliznem tvaru 

ai = A , di = 2/ A . 

a a 

Fraunhoferuv ohyb na kruhovem otvoru Je-li otvor ve stinitku kruhovy o prumeru d 
(obr. 8.16), pak Fraunhoferuv ohybovy obrazec v ohniskove rovine cocky ma tvar soustrednych 
krouzku. Rozlozeni intenzity svetla v nem lze vysetrit s uzitim ponekud slozitejsi teorie. 

Vysledek zni: Rozlozeni svetelne energie v ohybovem obrazci je (v rezu) znazorneno krivkou 
k' na obr. 8.16 velmi podobnou krivce k v obr. 8.15b. Stredni cast ohyboveho pole, tzv. „centralni 
ohybovy kruh“ neboli „Airyho disk“ ma uhlovy rozmer 2oi a polomer r, pro nez plati 

“ 1 = 1,22 ^’ T = ^ tgai ^ f ai = f ' 1 ’ 22 ^ ' 

Druhy ze vztahu jsme upravili s uzitim vztahu tg ol\ = a\ platneho v pripade, ze plati A < J, 
kdy Qi <C 1. Ohybovy obrazec se nekdy nazyva „ Airy ho ohybovy obrazec". 
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{obr6117} 


Diskuse: - 

1 . Pri ohybu svetla plati vzdy A <C d, takze plati a\ <C 1. Ohybovy obrazec je tedy velmi maly. 

2. r ~ A, tj. ohybovy obrazec se s rostouci vlnovou delkou zvetsuje — dlouhovlnne zareni 
vykazuje vetsi ohyb. Zname jevy: 

r ~ 1 /d, tj. s klesajicim prumerem ohyboveho otvoru se centralni ohybovy kuzel rozsiruje; 
pruchodem svetla malym otvorem nelze ziskat uzky paprsek; 

r ~ /, tj. s rostouci ohniskovou dalkou cocky se uhel a± nemeni, ale r se zvetsuje. 

3. Do Airyho disku dopada asi 84% svetelne energie prosle otvorem ve stlmtku. 



Rozlisovaci schopnost optickych pristroju K ohybu na kruhovem otvoru dochazl temer 
vzdy pri zobrazovanl cockami. Difrakcni otvor je realizovan obrubou cocky. Na obr. 8.17a je 
znazorneno zobrazeni bodoveho zdroje Z spojnou cockou C, pri nemz dochazi k ohybu kulove 
vlny. Abychom prevedli tento ohyb na pripad ohybu rovinne vlny, rozdelime cocku C na cocky 
dve, C\, Ci tak, aby mezi nimi vznikla rovinna vlna (obr. 8.17b). Ta se pak ohyba na obrube 
a. V ohniskove rovine cocky Ci, tj. v obrazove rovine cocky C, vznikne ohybovy obrazec, takze 
bod Z se nikdy nezobrazi jako bod, nybrz v optimalnim pripade, kdy cocka nema optickych vad, 
jako Airyho ohybovy obrazec. 

Zobrazuji-li se optickym zarizenim (napr. cockou) dva body Z\, Z 2 , vznikaji v obrazove 
rovine ^ dva ohybove obrazce, ktere se castecne prekryvaji (obr. 8.18). Je-li uhel d dosti velky, 
obrazce se prakticky neprekryvaji a z prubehu osvetleni roviny ^ pozname, ze jde o zobrazeni 
dvou bodu. Je-li uhel '() velmi maly, ohybove obrazce se prekryvaji natolik, ze nepozname, zda je 
zobrazen jeden nebo vice bodu. Mezni pripad mezi obema predeslymi je ten, pri nemz centralni 
maximum jednoho ohyboveho obrazce padne do prvniho ohyboveho minima obrazce druheho. 
Prislusny kriticky uhel, ktery oznacime d c , je dan vztahem 

# c = 1,22^ . 
a 

Plati-li pro uhel 'd v obr. 8.18, vztah d > i? c , pak body Z\, Zi pristrojem rozlisime; plati- 
li •& < i? c , pak body Z\, Zi pristrojem nerozlisime. Tento vysledek se nazyva Rayleighovo 
rozlisovaci kriterium. 

Zvyseni rozlisovaci schopnosti, tj. zmenseni uhlu i? c , se dosahne zmensenim A (prechod na 
ultrafialove zareni a na elektronove vlny) a zvetsenim prumeru cocek a zrcadel. 
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{obr6118} 


{obr6119} 



8.1.2.3 Ohyb svetla na opticke mrizce 


Opticka mrizka je zarizeni sestavajici z velkeho poctu stejnych a stejne od sebe vzdalenych 
usporadanych objektu, na nichz dochazi k ohybu svetla. Napr. opticka mrizka na pruchod je 
tvorena nejcasteji z velkeho poctu stejne sirokych a stejne vzdalenych sterbin, realizovanych 
nejcasteji systemem rovnobeznych vrypu ve skle (vrypy predstavuji nepruchodna mista) - viz 
obr. 8.19. 



Vzdalenost sousednich sterbin d se nazyva mrizkova konstanta a jeji prevracena hodnota 
udava pocet vrypu na jednotku delky. U dobrych mrizek byva sterbin nekolik set, maximalne 
2 000 na 1mm. Celkovy pocet sterbin necht’ je N. Celkova velikost mrizky je obvykle radu 
centimetru. Opticka mrizka na odraz sestava nejcasteji z velkeho poctu vrypu vyrytych do 
leskleho povrchu kovu, na nemz se svetlo odrazi. Mrizek se uziva k vytvareni a analyze spekter. 
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{6113} 


{obr6120} 


Funkci a uziti mrizky ukazeme na mrizce na pruchod. Osvetlime-li ji kolmo svetlem o vlnove 
deice A, pak: a) na kazde sterbine dojde k ohybu, b) zareni ze vsech N sterbin interferuje. Ve 
Fraunhoferove oblasti, tj. bud’ve velke vzdalenosti od mnzky nebo v ohniskova rovine valcove 
cocky za mrizkou, budou interferovat rovnobezne paprsky. 

Obrazec vznikly v ohniskova rovine cocky ohybem svetla na jedne (libovolne) sterbine ma tvar 
znazorneny na obr. 8.15. Jezto sterbiny mrizky jsou velmi uzke, je ohybovy obrazec (znazorneny 
krivkou k\ v obr. 8.19) velmi siroky. Ma stred v ohnisku F'. Ohybova pole stejne sirokych sterbin 
v poctu N v ohniskove rovine cocky jsou shodna, prekryvaji se a interferuji. 

Fazovy rozdil, ktery maji v bode P interferujici paprsky, zavisi na uhlu a. Ma-li a nekterou 
z hodnot afe danych vztahem 

dsinak = k\ , k = 0, ±1, ±2, ..., mrizkova rovnice (8-14) 

jsou kmity vsech paprsku v bode P ve fazi a interferenci v nem vznikne vyrazne maximum. 
Vztah (8.14) se nazyva mrizkova rovnice. 

Nesplhuje-li uhel a zadnou z rovnic (8.14), kmity vsech N paprsku v bode P se temer 
liplne zrusi. Presnejsi teorie vede k vysledku, ze intenzita svetla v ohniskova rovine cocky je 
rozlozena tak, jak je znazorneno krivkou k .2 v obr. 8.19. Ve smerech danych uhly spliiujicimi 
rovnici (8.14) vznikaji vyrazna maxima, jejichz sirka klesa a vyska roste s rostoucim poctem 
sterbin mrizky. Tato maxima se nazyvaji hlavni. Mezi hlavnimi maximy je velky pocet maxim 
vedlejsich, jez jsou pri velkem poctu sterbin zanedbatelne nizka. 

Ohybovy obrazec v ohniskova rovine cocky tedy prakticky sestava z ostrych (uzkych) car 
— hlavnich maxim — ve smerech danych uhly a k . spliiujicimi vztahy (8.14). Cislo k udava rad 
maxima. 

Skutecnost, ze maxima jsou lizka, umozhuje merit uhly s velkou presnosti. 



Osvetli-li se mrizka svetlem obsahujicim vlnove delky Ai, A 2 ,..., vytvori se ohybovy obrazec 
(tj. system maxim) pro kazdou vlnovou delku zvlast’. Maxima radu k = 0 splyvaji, maxima 
ostatnich radu jsou vsak oddelena (obr. 8.20). Maxima radu k vytvori spektrum fc-teho radu. 
Hlavni uziti mrizek je vytvareni spekter. 

Na obr. 8.21 je naznaceno schema mrizkoveho spektroskopu. Zdroj svetla Z osvetluje 
linearni sterbinu S. Spojna cocka C\ vytvari kolimovany svazek paprsku, ktery dopada kolmo 
na mrizku M. Spektrum — Fraunhoferuv ohybovy obrazec, ktery se vytvori v ohniskova rovine 
£ objektivu C 2 dalekohledu otocneho kolem osy o, pozorujme okularem C 3 dalekohledu jako 
lupou. 


8.1.2.4 Holografie 
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{obr6121} 


{obr6122} 



Hologram Holografie je modern! opticka zobrazovaci metoda, pri mz je nutno, na rozdil od 
ostatmch zobrazovacich metod, uzit koherentmho svetla, obvykle svetla laseru. Jeji teoreticky 
zaklad vypracoval roku 1948 D. Gabor. Rozvinula se az po objeveni laseru roku 1958, a to do 
takove sire a hloubky, ze dnes tvori relativne samostatne odvetvi koherentnl optiky, tj. optiky 
vyuzivajici koherencnich vlastnosti svetla. Ma siroke uplatneni ve vede i v technice. Ve stroji- 
renstvi se uziva k merem malych deformaci, posuvu, nehomogenit pruhlednych latek, rychlosti 
proudem atd. Vylozime jeji podstatu. 

Koherentnlm monochromatickym svetlem laseru osvetllme zkoumany predmet P (obr. 8.22a), 
ktery ma „normalm“, tj. drsny, difuzne odrazejlci povrch. Svetlo, ktere se odrazi od predmetu, se 
v holografii nazyva bud’ „signalm“ nebo „predmetova“ vlna. V obr. 8.22a je oznacena PV. Ob- 
sahuje totiz (tj. „nese“) optickou informaci o predmetu P: Dopadne-li do oka nebo do objektivu 
fotografickeho pnstroje, transformuje se v obraz predmetu. 

smmam hologramu rekonstrukce 


laser laser laser 



a) b) c) 

Obr. 8.22 

Kdybychom do predmetove vlny vlozili fotografickou desku, byl by kazdy jeji bod ozaren 
vlnami vyslymi ze vsech viditelnych bodu predmetu P. tj. deska by byla osvetlena ve vsech 
mistech temer stejne. Po vyvolam by byla temer rovnomerne seda. 

Do oblasti predmetove vlny se vsak zavede jeste svetlo, ktere se oddeli z laseroveho svazku 
polopropustnym zrcadlem Z (obr. 8.22b). Toto svetlo se v holografii nazyva „referencni vlna“. 
V obr. 8.22b je oznacena symbolem RV. Predmetova vlna a referencni vlna interferuji, v prostoru 
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se vytvareji trvala maxima a minima. Vzdalenost sousednich maxim je radove rovna A, tj. je 
velmi mala. 

Do tohoto interferencniho pole se vlozi jemnozrnna fotograficka deska FD. exponuje se a vy- 
vola. Po vyvolani je pokryta nesmirne jemnou siti interferencnich prouzku tak lizkych, ze jsou 
prostym okem neviditelne. Tato deska, obsahujici zaznam interferencniho pole, se nazyva holo¬ 
gram. V nazvu hologramu je skryto recke slovo „holos“ — cely, uzite proto, ze v interferencnhn 
zaznamu je zachycena informace jak o amplitude, tak o fazi predmetove vlny. 

Rekonstrukce Hologram ma jednu velmi dulezitou, zdanlive sice jednoduchou, ale primo 
zazracnou vlastnost, totiz ze muze rekonstruovat svetelne pole predmetu. Vylozime, oc se jedna. 

Osvetlime hologram vlnou shodnou s referencni vlnou, oznacenou v obr. 8.22b jako RV. Tuto 
osvetlujici vlnu nazveme „rekonstrukcm vlna“ (obr. 8.22c). Velmi jemne tmave (pro svetlo 
malo propustne) a svetle (pro svetlo lepe propustne) interferencni prouzky hologramu se chovaji 
jako slozita opticka mfizka. Svetlo se na nich ohyba, tzn. prochazi hologramem a v oblasti A 
vytvori ohybove pole. Toto ohybove pole je slozite, obsahuje vsak jednu slozku, ktera je — a to je 
prave udivujici — shodna s predmetovou vlnou PV pri snimani hologramu (obr. 8.22b). O tomto 
jevu hovorime jako o rekonstrukci predmetove vlny. 

Pozorujeme-li hologram z mista A\ (obr. 8.22c), mame vjem zcela shodny s vjemem, ktery 
bychom meli, kdyby v miste P' byl predmet P. Tedy P' je zdanlivy obraz predmetu P, s predme- 
tem P shodny. Dvema ocima „vidime predmet" plasticky, pozorujeme-li z jineho mista „vidime 
predmet" ze strany atd. 

To je zcela novy jev, z nehoz se mohou vyvinout nove formy zobrazovaci techniky, filmu atd. 
Pro strojniho inzenyra je vsak zatim nejzajimavejsi cast holografie tzv. holograficka interfero- 
metrie. 

Holograficka interferometrie Holograficka interferometrie je opticka metoda k interferenc- 
nimu zjist’ovani velmi malych deformaci s uzitim hologramu. Popiseme a vylozime zakladni jev. 

Do mista zdanliveho obrazu P' (obr. 8.22c) vlozime i predmet P tak, aby P a P' byly v ko- 
incidenci a predmet P osvetlime laserem presne tak, jak byl osvetlen pri snimani hologramu 
(obr. 8.22b). Do oblasti A (obr. 8.22c) vnikaji nyni dve vlny: a) rekonstruovana, vznikla ohy- 
bem rekonstrukcni vlny na hologramu, b) prima vlna z osvetleneho predmetu P, ktera prosla 
hologramem. Tyto dve vlny v oblasti A jsou shodne a interferuji. Vysledne pole je temer shodne 
s predmetovou vlnou, zmenily se nejvys vsude ve stejnem pomeru amplitudy. Pri pozorovani 
okem z mista A vidime opet zdanlivy obraz P. 

Jestlize vsak predmet P zcela nepatrne posuneme nebo deformujeme, predmetova vlna se 
zmeni. Interferenci s rekonstruovanou vlnou vznikne pozmenene pole. Pozorujeme-li nyni v miste 
Ai, vidime obraz tvarove shodny s predeslym, avsak pokryty svetlymi a tmavymi interferencnimi 
pruhy. Promerenim jejich tvaru a polohy lze zjistit posunuti nebo deformaci predmetu P. 

Jiny zpusob ziskani holografickeho interferogramu je: Exponujeme fotografickou desku v uspo- 
radani na obr. 8.22b, nevyvolame ji vsak. Pote predmet nepatrne deformujeme a desku exponu¬ 
jeme na stejnem miste znovu. Teprve potom ji vyvolame. Osvetlime-li tento hologram tak, jak 
je naznaceno na obr. 8.22c, objevi se obraz P' pokryty interferencnimi pruhy, z nichz lze opet 
zjistit deformaci predmetu. 

Teorie zakladnich holografickych jevu neni prilis slozita. Jejich realizace je mnohem obtiznejsi, 
nebot’ klade vysoke naroky na presnost a stabilitu. Proto se holografickych metod zatim uziva 
vetsinou jen v laboratornich podminkach. 

Pfiklady — OPTIKA ((8.1) az (8.14)) 
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{pr8.P-l} 

KP 8-1 

Na tenkou antireflexni vrstvu z MgF 2 (ni = 1,38) tloust’ky d = 300 nm, naparenou na povrchu 
cocky ( ri 2 = 1,60) dopada ze vzduchu kolmo svetlo vlnove delky A = 600 nm. Urcete: 1. Vlnovou 
delku svetla ve vrstve; 2. Vlnovou delku svetla ve skle; 3. Dobu, za kterou svetlo projde ve smeru 
kolmem na vrstvu z bodu Pi vzdaleneho o d\ = 5 mm od vrstvy do bodu P 2 ve skle, vzdaleneho 
0^2 = 3 mm od jeho povrchu; 4. Vlnove delky svetla, pro nez ma vrstva minimalni odrazivost 
a) pri kolmem dopadu, b) pri dopadu pod uhlem a = 60°. 

{pr8.P-2} 

KP 8-2 

Objektiv cocky (n = 1,52) je opatren antireflexni vrstvou z MgF 2 (n = 1,38), ktera ma pri 
kolmem dopadu maximalm odrazivost pro svetlo zlutozelene barvy. Urcete tloust’ku vrstvy (A = 
555 nm). 

{pr8.P-3} 

KP 8-3 

Na planparalelni mydlovou blanu (n = 1,33) tloust’ky d = 320 nm dopada kolmo elektromag- 
neticke zareni. Urcete: 1. Nekolik vlnovych delek splnujicich podminku minima pro odraz; 2. 
Nekolik vlnovych delek splnujicich podminku maxima pro odraz; 3. Ktere z uvedenych vlno¬ 
vych delek lezi v oboru viditelneho zareni; 4. Jake bude zbarveni odrazeneho svetla pri osvetleni 
vrstvy bilym svetlem; 5. Fazovy rozdil kmitu dvou interferujicich paprsku v odrazenem svetle, 
z nichz prvni se odrazil na blizsim a druhy na vzdalenejsim povrchu vrstvy. 

{pr8.P-4} 

KP 8-4 

Reste ukoly 1, 2, 3 prikladu KP 8-3 za predpokladu, ze svetlo dopada na vrstvu pod uhlem 
a = 30°. 

{pr8.P-5} 

KP 8-5 

Klinova vzduchova vrstva vytvorena mezi sklenenymi destickami delky l = 60 mm vlozenim 
tenkeho papirku na okraji je osvetlena kolmo svetlem laseru vlnove delky A = 632,8 nm. Vytvori 
se na ni 20 interferencnich prouzku. Ukoly: 1. Dokazte, ze pro sirku d interferencnich prouzku 
plati vztah 2dn tg a = A, kde n je index lomu vzduchu a a uhel sevreny destickami. Urcete: 
2. tJhel a sevreny destickami; 3. Tloust’ku papirku; 4. Pocet interferencnich prouzku, ktery se 
vytvori, vyplni-li se klinova vrstva vodou (n = 1,33). 

{pr8.P-6} 

KP 8-6 

Zlutozelene svetlo vlnove delky A = 555 nm dopada kolmo na stinitko se sterbinou sirky a = 
0,4 mm. Vypoctete: 1. Uhlovou sirku centralni ohybove oblasti; 2. Uhel odpovidajici ohybovemu 
minimu radu k = 5. 

{pr8.P-7} 

KP 8-7 

Na sterbinu sirky 3 cm dopada ultrazvukova vlna vlnove delky 2 cm. Zjistete polohu prvnich 
dvou ohybovych minim. Proved’te diskusi. 

{pr8.P-8} 

KP 8-8 

Vysetrete, za jakych podminek vznikne pri ohybu na sterbine jen centralni ohybove maximum 
a cast centralni ohybove oblasti a nevznikne ohybove minimum. 
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{pr8.P-9} 

KP 8-9 

Spojnou cockou o ohniskove vzdalenosti / = 1500 mm a o prumeru 40 mm se zobrazuje svetlem 
vlnove delky A = 500nm bod lezici na opticke ose ve vzdalenosti 2 500 mm od cocky. Vypoctete 
lihlove rozmery a prumer Airy ho disku. 

{pr8.P-10} 

KP 8-10 

V trubici plynoveho He-Ne laseru vznika koherentni rovinna monochromaticka vlna o vlnove 
deice A = 632, 8 nm a vystupuje kolmo celnim okenkem, jez ma tvar kruhu o prumeru 8 mm. 
Vypoctete: 1. Uhel kuzele vymezujiciho centralni ohybovou oblast ve vystupujicim svetelnem 
svazku; 2. Prumer stopy tohoto kuzele a) ve vzdalenosti 10 km, b) na Mesici. 

{pr8.P-ll} 

KP 8-11 

Nejvetsi zrcadlovy dalekohled ma kruhove zrcadlo o prumeru 6 m, nejvetsi refrakcni dalekohled 
ma cocku o prumeru 1 m. Vysetrete, jak velke predmety jimi lze rozlisit na Mesici. 

{pr8.P-12} 

KP 8-12 

Pri osvetleni mrizky zelenou slozkou rtut’oveho svetla (A = 546,07 nm) vzniklo maximum 2. 
radu ve smeru danem lihlem Q2 = 20°34 / . Urcete: 1. Mrizkovou konstantu; 2. Smer maxima 1. 
radu; 3. Smer maxima 1. radu pro sodikove svetlo vlnove delky A = 588,99 nm. 

{pr8.P-13} 

KP 8-13 

Mrizka o mrizkove konstante d = 0, 005 mm je osvetlena kolmo bilym svelem [A G (400; 760)nm]. 
Ukoly 1. Urcete lihlovy rozsah spektra 1. radu; 2. Zjistete, zda se budou prekryvat spektra a) 1. 
a 2. radu, b) 2. a 3. radu. 

{pr8.P-14} 

KP 8-14 

Vysetrete, jakou hodnotu musi mit mrizkova konstanta mrizky, maji-li se pri osvetleni svetlem 
vlnove delky A = 555 nm (zlutozelene svetlo) vytvorit pouze maxima radu k = 0,±1,±2. 

{zobrrov} 

8.2 Zobrazeni cockou 

8.2.1 Zobrazovaci rovnice 

Zobrazeni cockou se ridi zobrazovaci rovnici 

7 = - + - , (8-15) 

kde / je ohniskova vzdalenost, p predmetova vzdalenost a i obrazova vzdalenost. Pohledneme 
na obrazek 8.23, na kterem jsou znazorneny predmetove a obrazove vzdalenosti spolu se zna- 
menkovou konvenci. 

8.2.2 Zvetsem 

Obraz vytvoreny cockou nema vzdy stejnou velikost jako predmet, je zvetseny nebo zmenseny. 
Zavadime pojem zvetseni m jako pomer velikosti obrazu i y a predmetu p y 

{zvetseni} 

m = — . (8.16) 

Py 
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{zobrobr} 


{zvetseni2} 


i< 0 i> 0 

jT> 0 p <tl 



Obr. 8.23: Zobrazeni cockou. 


Z obrazku 8.23 muzeme z podobnosti trojuhelniku odvodit 


Py _ 
p i 


(8.17) 


kde je pouzito 
zvetseni (8.16) 


— i y , protoze vyska obrazu je zaporna. Z teto rovnice jiz odvodime vztah pro 



(8.18) 


8.2.3 Chod paprsku cockou — paprskovy obrazec 

Urcit polohu a velikost obrazu muzeme u tenke cocky pomoci paprskoveho obrazce 8.24, jako 
prusecik „specialmch“ paprsku vyslanych z predmetoveho bodu (konec cervene sipky). Specialm 
paprsky jsou: 

1 . paprsek jdouci z predmetu rovnobezne s optickou osou se po pruchodu cockou lame tak, 
ze prochazl obrazovym ohniskem F'. 

2. paprsek jdouci z predmetu do predmetoveho ohniska F se po pruchodu cockou lame tak, 
ze jde rovnobezne s optickou osou, 

3. paprsek mirici z predmetu do stredu cocky se nelame. 


Pfipomehme jeste specialm pripady zobrazeni, kdy predmet lezi v nekonecnu. Obraz se 
potom nachazi v rovine obrazoveho ohniska F'. 

V opacnem pripade, kdy predmet lezi v predmetovem ohnisku, se obraz nachazi v neko¬ 
necnu. 


8.2.3.1 Zobrazeni spojnou cockou 

Konstrukce paprskoveho obrazce — skutecny obraz Ukazme si konstrukci paprskoveho 
obrazce. Nejprve vytvorime prvni paprsek jdouci z rovnobezne s osou (obr. 1). Najdeme prusecik 
s cockou (bod 1) a z nej vedeme paprsek do obrazoveho ohniska F' (obr. 2). Zatim jeste o poloze 
a velikosti obrazu nemuzeme nic rici, musime sestrojit jeste jeden paprsek. 
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kovyobrazec} 


{obrl} 


{obr2} 


{obr3} 



Obr. 8.24: Paprskovy obrazec. 



Obr. 8.25 


Sestrojime paprsek cislo 2, jdouci z predmetu do predmetoveho ohniska F (obr. 8.26 vlevo). 
Z pruseciku s cockou (bod 2) pokracuje paprsek vodorovne s optickou osou (obr. 8.26 vpravo). 
V pruseciku prvniho a druheho paprsku I je obraz predmetoveho bodu. 


ll 

i 1 . 


f . 


F 

F’ F 




Obr. 8.26 


Sestrojime jeste treti paprsek, jdouci stredem cocky, ktery se nelame (obr. 8.27 vlevo). Na 
zaver jeste vyznacime chod paprsku (obr. 8.27 vpravo). Paprsky svetla vychazejici z predmetu 
(pine cary) se po pruchodu cocky lamou, takze nasemu oku se jevl tak, jako by vychazely z obrazu 


I. 



Obr. 8.27 


Pro uplnost vyresme jeste zobrazenl pomocl zobrazovacl rovnice. Predvedene zobrazenl bylo 
pro hodnoty / = 3 cm, p = 6 cm a p y = 1 cm. tJpravou rovnice ziskame vztah pro obrazovou 
vzdalenost i 


- = 6 cm . 


■ _ fp _ 36 
* P~f 6-3 

Hodnoty i maji kladne znamenko za cockou, obraz se tedy musi nachazet za cockou. Pohledneme 
jeste na zvetseni m (viz rovnice (8.18)) 


m = 


V 


6 

6 


- 1 . 
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{obr4} 


{obr5} 


Velikost obrazu i y potom bude 

i y = mp y = —1 ■ 1 = —1 cm. 

Obraz tedy bude stejne velky jako predmet, ale prevraceny. Tomu odpovlda i paprskovy obrazec. 

Na zaver jeste pripomenme, ze obraz je skutecny, protoze lezl na opacne strane cocky nez 
predmet. Kdybychom do mlsta obrazu vlozili naprlklad paplr, uvidlme obraz promltnuty na 
tento paplr. 

Konstrukce paprskoveho obrazce — virtualnl obraz Nekdy nenl situace s konstrukcl ob¬ 
razu tak jednoducha, jako v predchozl casti. Podlvejme se na prlpad, kdy predmetova vzdalenost 
p je mens! nez ohniskova vzdalenost /. Tato situace nastava naprlklad pri pouzitl spojne cocky 
jako lupy. 

Vychazlme ze situace naznacene na obrazku. Predmet je tentokrat umesten mezi predmeto- 
vym ohniskem F a cockou. 

_ 1 _ 

F F' 


Nejprve vytvoflme prvnl paprsek jdoucl z rovnobezne s osou (obr. 8.28 vlevo). Najdeme 
prusecik s cockou (bod 1), a z nej vedeme paprsek do obrazoveho ohniska F’ (obr. 8.28 vpravo). 
Protoze nevlme, jestli obraz bude skutecny (na opacne strane cocky nez predmet) nebo virtu¬ 
alnl (na stejne strane jako predmet), vedeme paprsek jak do predmetoveho tak do obrazoveho 
prostoru. Zatim jeste o poloze a velikosti obrazu nemuzeme nic rici, musime sestrojit jeste jeden 
paprsek. 

1 1 

_ * _ _ * " 

F F' F F' ''' ~ -. 

Obr. 8.28 

Sestrojime paprsek cislo 2, jdoucl z predmetu do predmetoveho ohniska F (obr. 8.29 vlevo). 
Z pruseclku s cockou (bod 2) pokracuje paprsek vodorovne s optickou osou (obr. 8.29 vpravo). 
V pruseclku prvnlho a druheho paprsku / je obraz predmetoveho bodu. 


2 I 2 



Obr. 8.29 

Sestrojime jeste treti paprsek, jdoucl stfedem cocky, ktery se nelame (obr. 8.30 vlevo). Na 
zaver jeste vyznaclme chod paprsku (obr. 8.30 vpravo). Paprsky svetla vychazejlci z predmetu 
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8.2. ZOBRAZENt COCKOU 


{obr6} 


(pine cary) se po pruchodu cocky lamou, takze nasemu oku se jevi tak, jako by vychazely z obrazu 


I. 



Obr. 8.30 


Pro uplnost vyresme jeste zobrazenl pomoci zobrazovaci rovnice. Predvedene zobrazenl bylo 
pro hodnoty / = 4 cm, p = 2,2 cm a p y = 1 cm. Upravou rovnice ziskame vztah pro obrazovou 
vzdalenost i 


- = —4,9 cm. 


fp = 4-2,2 
1 P~ f 

Hodnoty i maji kladne znamenko za cockou, obraz se tedy musi nachazet pred cockou. Pohled- 
neme jeste na zvetseni m (viz rovnice (8.18)) 


m = — 
P 


-4,9 

2,2 


= 2 , 22 . 


Velikost obrazu i y potom bude 


i y = mp y = 2,22 • 1 = 2,22 cm. 

Obraz tedy bude priblizne dvakrat tak velky jako predmet a neprevraceny. Tomu odpovida 
i paprskovy obrazec. 

Na zaver jeste pfipomeiime, ze obraz je virtualni, protoze lezi na stejne strane cocky jako 
predmet. Kdybychom do mista obrazu vlozili papir, obraz na tomto papiru neuvidime, protoze 
ve skutecnosti neexistuje. 

8.2.3.2 Zobrazem rozptylnou cockou 

Rozptylna cocka ma zapornou ohniskovou vzdalenost, znamena to, ze predmetove ohnisko F lezi 
za cockou a obrazoe ohnisko F' lezi pred cockou. Ohniska si vymenila mista. 

Konstrukce paprskoveho obrazce — predmet pred ohniskem Vychazime ze situace 
naznacene na obrazku. Predmet je tentokrat umesten mezi predmetovym ohniskem F a cockou. 



Nejprve vytvorime prvni paprsek jdouci z rovnobezne s osou (obr. 8.31 vlevo). Najdeme 
prusecik s cockou (bod 1), a z nej vedeme paprsek do obrazoveho ohniska F' (obr. 8.31 vpravo). 
Protoze nevime, jestli obraz bude skutecny (na opacne strane cocky nez predmet) nebo virtu¬ 
alni (na stejne strane jako predmet), vedeme paprsek jak do predmetoveho tak do obrazoveho 
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8.2. ZOBRAZENt COCKOU 


{obrrl} 


{obrr2} 


{obrr3} 


1 


F' 



Obr. 8.31 


prostoru. Zatim jeste o poloze a velikosti obrazu nemuzeme nic rici, musime sestrojit jeste jeden 
paprsek. 

Sestrojime paprsek cislo 2, jdouci z predmetu do predmetoveho ohniska F (obr. 8.32 vlevo). 
Z pruseciku s cockou (bod 2) pokracuje paprsek vodorovne s optickou osou (obr. 8.31 vpravo). 
V pruseciku prvniho a druheho paprsku / je obraz predmetoveho bodu. 



Obr. 8.32 


Sestrojime jeste treti paprsek, jdouci stredem cocky, ktery se nelame (obr. 8.33 vlevo). Na 
zaver jeste vyznacime chod paprsku (obr. 8.33 vpravo). Paprsky svetla vychazejici z predmetu 
(pine cary) se po pruchodu cocky lamou, takze nasemu oku se jevl tak, jako by vychazely z obrazu 



Pro uplnost vyresme jeste zobrazenl pomocl zobrazovacl rovnice. Predvedene zobrazenl bylo 
pro hodnoty / = —4 cm, p = 4,5 cm a p y = 2 cm. TJpravou rovnice zlskame vztah pro obrazovou 
vzdalenost i 


fp _ ~4 • 4,5 

p-f 4,5-(-4) 


-2,11cm. 


Hodnoty i majl kladne znamenko za cockou, obraz se tedy must nachazet pred cockou. Pohled- 
neme jeste na zvetsenl m (viz rovnice (8.18)) 


P 


Velikost obrazu i y potom bude 


- 2,11 

4,5 


= 0,47. 


i y = mp y = 0,47 • 2 = 0,94 cm . 
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8.2. ZOBRAZENt COCKOU 


Obraz tedy bude priblizne polovicni nez predmet a neprevraceny. Tomu odpovida i paprskovy 
obrazec. 

Na zaver jeste pfipomenme, ze obraz je virtualni, protoze lezi na opacne strane cocky nez 
predmet. Kdybychom do mista obrazu vlozili papir, obraz na tomto papiru neuvidime, protoze 
ve skutecnosti neexistuje. 

Konstrukce paprskoveho obrazce — predmet mezi ohniskem a cockou Vychazime 
ze situace naznacene na obrazku. Predmet je tentokrat umesten mezi predmetovym ohniskem 
F a cockou. 

? 



Nejprve vytvofime prvni paprsek jdouci z rovnobezne s osou (obr. 8.34 vlevo). Najdeme 
prusecik s cockou (bod 1), a z nej vedeme paprsek do obrazoveho ohniska F' (obr. 8.34 vpravo). 
Protoze nevime, jestli obraz bude skutecny (na opacne strane cocky nez predmet) nebo virtu¬ 
alm (na stejne strane jako predmet), vedeme paprsek jak do predmetoveho tak do obrazoveho 
prostoru. Zatim jeste o poloze a velikosti obrazu nemuzeme nic rici, musime sestrojit jeste jeden 
paprsek. 



{obrr4} 


Obr. 8.34 


Sestrojime paprsek cislo 2, jdouci z predmetu do predmetoveho ohniska F (obr. 8.35 vlevo). 
Z pruseciku s cockou (bod 2) pokracuje paprsek vodorovne s optickou osou (obr. 8.35 vpravo). 
V pruseciku prvniho a druheho paprsku I je obraz predmetoveho bodu. 



{obrr5} 


Obr. 8.35 


Sestrojime jeste treti paprsek, jdouci stfedem cocky, ktery se nelame (obr. 8.36 vlevo). Na 
zaver jeste vyznacime chod paprsku (obr. 8.36 vpravo). Paprsky svetla vychazejici z predmetu 
(pine cary) se po pruchodu cocky lamou, takze nasemu oku se jevi tak, jako by vychazely z obrazu 

I. 

Pro uplnost vyresme jeste zobrazeni pomoci zobrazovaci rovnice. Predvedene zobrazeni bylo 
pro hodnoty / = —4 cm, p = 3,5 cm a p y = 2 cm. Upravou rovnice ziskame vztah pro obrazovou 
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8.2. ZOBRAZENt COCKOU 


{obrr6} 



Obr. 8.36 


vzdalenost i 


fp = -4 • 3,5 

P~f 3,5 - (-4) 


—1,86 cm. 


Hodnoty i maji kladne znamenko za cockou, obraz se tedy musi nachazet pred cockou. Pohled- 
neme jeste na zvetsem m (viz rovnice (8.18)) 


m = — 


P 


- 1,86 

3,5 


= 0,53. 


Velikost obrazu i y potom bude 


i y = mp y = 0,53 • 2 = 1,06 cm. 

Obraz tedy bude priblizne polovicni nez predmet a neprevraceny. Tomu odpovida i paprskovy 
obrazec. 

Na zaver jeste pfipomenme, ze obraz je virtualni, protoze lezi na opacne strane cocky nez 
predmet. Kdybychom do mista obrazu vlozili papir, obraz na tomto papiru neuvidime, protoze 
ve skutecnosti neexistuje. 
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r ysl-prl.1-7} 


r sl-prl.2-40} 


(obrl.1-24V} 


r sl-prl.2-41} 


r sl-prl.2-42} 


9. Vysledky 

KP 1.3-5 

sin 30° = 1/2, cos 30° = \/3/2,sin60 o = -/3/2; 
a = (5cos 30°; 0 ; 0 ) = (5/3/2; 0 ; 0 ) => a = 5/5/2; 
b = (0; 5 sin 30°; 0; 0) = (2,5;0;0) ^ 6 = 2,5; 
c = (-5 cos 30°; -5sin30°; 0; 0) = (-5/5/2; - 2 ,5; 0) ^ c = 5; ^ 

1. a) a+b = —c = 5(cos30°; sin 30°; 0) = 5(-s/3/2; 1/2; 0); b) a—b = —5(cos30°; — sin 30°; 0) = 
-5(/5/2;-l/2;0); c ) a + c= ( 0 ; -5 sin 30°; 0) = (0; — 2 ,5; 0); d) a-c= (10 cos 30°; 5 sin 30°; 0) 

2. a) a • b = 0; b) a ■ c = -75/4; c) b ■ c= —25/4; d) 0 

3. a) a X b= (0; 0; 25 cos 30° sin 30°) = (0; 0; 25y^/4); 

b) b x a = -a x b = -(0; 0; 25\/3/4); 

c) 6 x 3 = (0; 0; 25 sin 30° sin(90° + 30°)) = (0; 0; 25^3/4); 

d) a X c = (0; 0; -25 cos 30° sin(90° + 60°)) = (0; 0; -25/5/4); 

4. a) 0; b) 0; c) (6x c) X a= (0; 25sin30° sin60°5cos30°; 0) = (0; 375/2; 0); 

5. a) acosa = 5\/3/2\/3/2 = 15/4; b) acosa = cos30°(5cos30°; 0; 0); c) be = 2,55 = 12,5; 
d) be = 5(0; 5 sin 30°; d) b + c = 7,5. 

Kinematika 
KP 2.2-4 
1 . 



2. r(0) = 2 1 - k; 

3. a) v x = 0,5 m/s, v y = 2cos2tm/s, v z = 2tm/s, b) v x = v x T atd., c) v = (0,5?+2cos2if-|- 
2tk)m/s, v = a / 0 , 5 2 4- (2 cos 2 1) 2 + (2 1) 2 m/s, a = arccos^a,/?;) =...; 

4. ^(0) = 0,5 m/s, v y = 2 m/s, v z = 0 m/s. 

KP 2.2-5 

1 . a) a x = 0 ; m/s 2 , a y = — 4sin2t m/s 2 , a z = 2 m/s 2 , b) a x = a x i, atd., c) a = (— 4sin2 tj + 
2k) m/s 2 , a = [(—4sin2t ) 2 + 4 ] X ^ 2 m/s 2 ,/3 = &TCCOs(a x /a ) =...; 2. 0^(0) = 0m/s 2 , 0^(0) = 
0 m/s 2 , atd. 

KP 2.2-6 
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r sl-prl.2-43} 


1. a) a t = Re = 0,3m/s 2 , b) a n = (et) 2 /R = 0,42 1 2 m/s 2 , c) a = (0,3r + 0,42t 2 n) m/s 2 , d) 
a = [0,09 + (0,42i 2 ) 2 ] 1/2 m/s 2 ; 

2. a) (p 2 = lrad, b) v-i = lrm/s, c) a 2 = (0,3r + l,67n)m/s 2 . 

KP 2.2-7 

1. £ = 7r/4s -2 ; 

2. uj = (tt — irt/4) s -1 ; 

3. ip = (nt — 7ri 2 /8) rad; 

4. v = (0,57r — wt/8) m/s; 

5. a = [tr/8r + 0,5(7r — 7rt/4) 2 n] m/s 2 ; 

'sl-prl .2-44} 6. N = 1 otocka. 

KP 2.2-8 

a,A svisle dolu, cla = g = 10 m/s 2 ; as svisle vzhuru, an = 20m/s 2 ; ac = o,a- 


'sl-prl.2-45} 


'sl-prl.2-46} 


'sl-prl.2-47} 


'sl-prl.2-48} 


'sl-prl.2-49} 


Pohybove zakony 
KP 2.4-4 

1. at = — atr, at = 5 m/s 2 ; 

2. a n = a n n, a n = (T — Geos a/m) = 3 m/s 2 ; 

3. a = 5,83m/s 2 , /3 = 59°, /? = Z(a, n); 

4. u = (ian) 1 / 2 = 1,55 m/s. 

KP 2.4-5 

V soustave S: 

1. G, -Fi- sila, ktera pusobi na vlakno; 

2. 05 = a; 

3 . G = mg,G = 0,2N; F} = [G 2 + (ma) 2 ] 1/2 = 0,204N, a = 11,3°. 

V soustave S': 

1. G,F[,F* Tla; 

2. o' = 0; 

3. G, = Fi, F* = -ma, F* = 0,04N. 

KP 2.4-6 

I. a) 1) F s - svisle dolu, F s = 400 N; 2) F} = rjF s = 40 N; 
b) 1) F s -^svisle dolu, F s = 400 N; 2) F x = -qF s = 40 N; 

II. a) 1) F s - svisle dolu, F s = 400 N; 2) F\ = rjF s = 40 N; 
b) 1) F s - svisle dolu, F s = 400 N; 2) F\ = gF s = 40 N; 

III. a) 1) F' s = 320 N, 2) F[ = 32 N; 3. b) 1) F'J = 480 N, 2) F[' = 48 N. 

KP 2.4-7 

Pri urychlovani lahve smerem doprava se micek pohybuje vzhledem k lahvi doprava, tj. 
smerem k zatce. Pri zastavovani lahve se vzhledem k ni pohybuje doleva. 

KP 2.4-8 

1. G, .Fi - sila od vlakna ve smeru vlakna; 

2. F vt = 0; 

3. Je, nebot’ F vt = 0; 

4. Fy miri do G, F v = Gtga = 0,46 N; 

5. a = F v /m, a = 5,8m/s 2 ; 

6. v = l,32m/s. 


Casovy a drahovy ucinek sily 

'sl-prl.2-50} 

KP 2.4-9 

1. pi = mv 1, pi }} vi, pi = 2,5 ■ 10 4 kgms _1 ; 
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r sl-prl.2-51} 


r sl-prl.2-52} 


r sl-prl.2-53} 


r sl-prl.2-54} 


r sl-pr1.2-55} 


r sl-prl.2-56} 


2. I It F,I = 2 ■ 10 4 kgms _1 ; 

3. P2 TT Pi, P2 = 4,5 ■ 10 4 kgms _1 ; 

4. v 2 TT P 2 , V 2 = 90 m/s. 

KP 2.4-10 

1. p\ }} Vi, p\ = v\AtS qv i = 0,025 kg ms -1 ; 

2. p 2 ±pi, P2 =pi\ 

3. Ap = p 2 — pi, |Ap| = 0,0354kgms _1 , aZ(Ap,p 2 ) = 45°; 

4. / = A p; 

5. F UI,F = I/At = 35,4N. 

KP 2.4-11 

1. T^F,I = f*F(t)dt, I = 6250 kg ms" 1 

2. pi }} vi,pi = 5000 kgms -1 ; 

3- P 2 tt Pi,P 2 = Pi + I = 11250kgms -1 ; 

4. V 2 TT Pi,V 2 = 22,5m/s. 

KP 2.4-12 

1. Wi ^2 = {Pi + P 2 — P'i) = 10500 J, kde Pi jsou plosne obsahy pod useky lomene krivky; 

2. E K 2 = E K i + Wi^ 2 = 265000 J; 

3. V 2 = 25,7m/s. 

KP 2.4-13 

1. AE k = 12,5 J; 

2. a) W y = 12,5 J; b) W G = 30 J; c) W a = -17,5 J; 

3. v' 2 = 20 m/s. 

KP 2.4-14 

1. Fi ^ Pin = 173 N; Fix Tl F Fit = 17,3 N; 

2. a) E g = 500 J; b) E ti = -86,5 J ; c) E v = 413,5 J; 

3. E kt 2 = 413,5 J. 

KP 2.4-15 

a) Pi = 18 kW; b) P 2 = 36 kW. 


Gravitacni pole 

r sl-prl.2-57} 
sl-prl.2-58} KP 2.6-4 
KP 2.6-5 

1. F g min do stredu Zeme, F g = 1,62 • 10 4 N; 

2. a g TT Eg 7 a g = 4,1 m/s 2 ; 

3. F' = -K g ; 

4. a' g = 2,2- lO" 19 m/s 2 ; 

'sl-prl 2-59} 5 - a ) W s = E s,i = -1> 62 • 1° U J ; b ) W g = F g ,i ~ -Eg,2 = 9,23 ■ 10 10 J. 

KP 2.6-6 

1. F g = 1,98 • 10 2 ° N; 

2. clm = 0,0027m/s 2 ; 

3. v = 1 020 m/s; 

4. K g = aM\ 

5. K gA = 0,010 7 m/s 2 ; 

6. ip g = —1,04.10 6 J/kg; 

7. p gA = -2,1 -10 6 J/kg; 

r sl-prl. 2-60} 8 - E S ~ _4 ’ 2 ' 1Q8 J ' 

KP 2.6-7 

1. F g = 132,8 N (a g = 1,66m/s 2 ); 
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r sl-prl.2-61} 


2. h= 12 m. 

KP 2.6-8 

1. F g = 2,043 • 10" 8 N; 

2. a r = 5,84 • 10 _1 °m/s 2 ; 

sl-prl.2-62} 3 - l Ar, | > 0,5 a r t 2 = 2,18 m. 

KP 2.6-9 

E g = 5,36 ■ 10 10 J. 


r sl-prl.2-63} 


r sl-prl.2-64} 


r sl-prl.2-65} 


r sl-prl.2-66} 


r sl-prl.2-67} 


Mechanicka energie, pohyb v gravitacnim poli 
KP 2.6-10 

1. E x = -6,07- 10 7 J; 

2. E mot = E 2 -Ex = 1,01 • 10 10 J; 

3. Eg = -7,66 • 10 9 J. 

KP 2.6-11 

1. Ex = -2,12 ■ 10 11 J; 

2. (E k>2 = 1,126 • 10 11 J -►) v 2 = 5,3km/s. 

KP 2.6-12 

1. a) E m = -1,10 • 10 9 J; b) £ k>2 = 1,73 • 10 8 J; c) v = 4,16 km/s. 

2. a) E' m = 0 J; b) £ k2 = 1,27 -10 9 J; c) v = 11,2 km/s. 

KP 2.6-13 

1. V 2 = 2,59 km/s; 

2. /imax = 915 km. 

KP 2.6-14 


1. Rychlost vx druzice, pohybujici se po kruhove trajektorii o polomeru rx = 
vztahu 

- ^ mMz v\ M z 

F v = ma=> k —2 = m— (= mg) => = g. 

K z Hz H z 


Rzi lze urcit ze 


Tedy gR z = kMz- Pro velikost rychlosti druzice, pohybujici se po kruhove draze ve vetsich 
vyskach nad povrchem Zeme (tj. pro r > Rz) pak plati 


= r jnMz _ mgRl ^ y2 = 9^1 


Tedy pro rychlost dostavame po umocneni vyraz 




kde Cx = RzJg, COZ je hledany vztah; 

2. Obeznou dobu T druzice, pohybujici se po kruhove draze lze urcit ze vztahu a n = yr = u> 2 r, 
kde u = Dosazenim do rovnice 1 obdrzime 


mu 2 r = 


mMz 

r 2 


47T 2 

T 2 


Mz = gR | 

K r 3 r 3 ■ 


r sl-prl.2-68} 


Po urave dostavame T = C 2 Vr^, kde C 2 = 2i:/(Rz-sfg), coz je hledany vztah. 
KP 2.6-15 

1. a) vx = 7,98 km/s; b) T = 83,6 min; 
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r sl-prl.2-69} 


r sl-prl.2-70} 
r sl-prl.2-71} 
r sl-prl.2-72} 

r sl-prl.2-73} 


r sl-prl.2-74} 

r sl-prl.2-75} 

r sl-prl.2-76} 

r sl-prl.2-77} 


r sl-prl.2-78} 


r sl-prl.2-79} 


r sl-prl.2-80} 


r sl-prl.2-81} 
r sl-prl.2-82} 


2. a) 42400 km (H = 36 000 km); b) v = 3,06 km/s. 

KP 2.6-16 

1. h= 1740 km; 

2. v = 7,07 km/s; 

3. a g = 6,06 m/s 2 ; 

4. E = -5,0-10 9 J. 

KP 2.6-17 

E < 0, pohyb je finitm 
KP 2.6-18 

a) -Emm = 6,25 • 10 9 J; b) E' min = 4,71 • 10 8 J. 

KP 2.6-19 

1. v\ = 1,68 km/s; 

2. V 2 = \/2vi = 2,38 km/s. 

KP 2.6-20 

1. Elipsa, poloosy a = 1,72 ■ 10 8 km, b = 1,70 • 10 8 km; 

2. T = 448,5 dm. 

Energie hmotnych soustav 
KP 2.6-21 _ 

a) C je na spojnici C 1 C 2 , xc = C1C2/3; b) C je nad S, xc = r/ 6; c) C je pod S, xc = r/6; 
d) C je na spojnici ZM\ xc = 4,67 • 10 3 km (tj. uvnitf Zeme) 

KP 2.6-22 

1. x\ = 5 cm; 

2. vi = 0,707 m/s; 

3. A E= -0,125 J. 

KP 2.6-23 

1. a) Et = 1,5 J; b) E k = 2,4 J; c) £ e i ast = 0 J; d) E c = 3,9 J; 

2. a) E[ = 1,26 J; b) E' v = 1,04 J; c) £' last = 1,6 J; d) E' c = 3,9 J. 

KP 2.6-24 

1- -Eelast = 0,384 J; 

2. a smer doprava, a = 3,84 m/s 2 ; 

3. Fi smer doleva, F\ = 3,84 N; 

4. v = 0,554 m/s; 

5. A = 0,062 m. 

KP 2.6-25 

1. b) / = 13 mr 2 /24 = 0,086 7 kgm 2 ; c) I' = 0,028 kgm 2 ; 

2. b) E k = 0,39 J; c) = 0,126 J. 

KP 2.6-26 

1-4 = 1,44 kgm 2 ; 

2. E tl - E t2 = -A E t = 24 J; 

3. a) E k>2 = 24 J; b) w = 5,77 s _1 . 

KP 2.6-27 

E k = (0,25mi + 0,5m2)n 2 
1.2.8 Pohybove rovnice soustavy castic 
KP 2.6-28 

ac = konst., ac = 2 m/s 2 . 

KP 2.6-29 

p = konst. = 0, teziste C je trvale v klidu; 

1. xc = 1,6 m od zadi; 
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r sl-prl.2-83} 


r sl-prl.2-84} 


r sl-prl.2-85} 


r sl-prl.2-86} 


r sl-prl.2-87} 


r sl-prl.2-88} 


r sl-prl.2-89} 


r sl-prl.2-90} 


r sl-prl.2-91} 


2. Soustava je v klidu; 

3. Posune se doleva o 1,6 m; 

4. Vyslednice vnejsich sil (sila odporu vody) min doprava, tedy soustava se bude pohybovat 
doprava. 

KP 2.6-30 

1. p TT v, P = 5 kgms -1 , p' = p; 

2. £ k = 625 J -E' k = 3,11 J; 

3. h = 0,0774 m; 

4. a = 16°. 

KP 2.6-31 

1. /= 1,25 kgm 2 ; 

2. M= 10 Nm; 

3. e = 8 s~ 2 ; 

4. U 2 = 85 s -1 . 

KP 2.6-32 

1. b\ = 6,25 kgm 2 s -1 ; 

2. L = Mr, L = 100 kgm 2 s -1 ; 

3. 62 = 106 kgm 2 s -1 ; 

4. ui2 = 85 s _1 . 

KP 2.6-33 

1. M = 24 Nm; 

2. e= 16,7 s- 2 ; 

3. b = 8,31 kgm 2 s -1 . 

KP 2.6-34 

1. u >2 = 6,56 s _1 ; 

2. E k> 1 = 5,9 J, E k}2 = 1,76 J. 

KP 2.6-35 

1. h = 5 kgm 2 ; 

2. a) E k 1 = 197 J; b) E K2 = 394 J; 

3. W = 197 J. 

KP 2.6-36 

1. C je v tyci ve vzdalenosti xc = 30 cm od K 2 ', 

2. / = 0,216 kgm 2 ; 

3. E k = 17,1 J; 

4. p = 0; 

5. F = 0; 

6. F' = 0; 

7. b ft u, 6 = 2,71 kg m 2 s _1 . 

KP 2.6-37 

1.1 = 0,125 kgm 2 ; 

2. C je v tyci ve vzdalenosti d = 10 cm od o smerem k m2; 

3. a) e\ = 4 s -2 , b) £2 = 3,46 s -2 ; 

4. a) = 0,5 J, b) w = 2,83 s” 1 . 

KP 2.6-38 

a) 1. E kpost /E krot = 1; 2. W t = 30 J; 3. v = 3,16 ms -1 ; 

b) ... 


r ysl-pr2.1-1} 


Specialni teorie relativity 
KP 3.1.4-2 
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r ysl-pr2.1-2} 
r ysl-pr2.1-3} 


r ysl-pr2.1-4} 

r ysl-pr2.1-5} 


r ysl-pr2.1-6} 
r ysl-pr2.1-7} 


r ysl-pr2.1-8} 

r ysl-pr2.1-9} 

r sl-pr2.1-10} 
r sl-pr2.1-11} 

r sl-pr2.1-12} 
r sl-pr2.1-13} 
r sl-pr2.1-15} 
r sl-pr2.1-16} 
r sl-pr2.1-17} 


1. r = 11 h 2,18 min; 

2. r' = 1 h 33,4 min. 

KP 3.1.4-3 

v — 0,866c. 

KP 3.1.4-4 

1. m = l,061m e = 9,661 6 ■ 10" 31 kg; 

2. p = 9,661 6 • 10~ 23 kgms- 1 ; 

3. a) E = 8,6954 ■ 10" 14 J, b) E 0 = 8,198 2 • 10- 14 J, c) E k = 4,972 ■ 10" 15 J; 

4. U = 31 kV; 

5. I = 28,29 cm. 

KP 3.1.4-5 

1. Eq = 931 MeV; 

2. E e i = 0,51 MeV. 

KP 3.1.4-6 

1. E = 8,4271 ■ 10" 14 J; 

2. m = 9,3764- 10~ 31 kg; 

3. v = 0,237 lc = 7,107 2 • 10 7 m/s; 

4. v = 7,264 • 10 7 m/s. 

KP 3.1.4-7 

U = 2 570 V. 

KP 3.1.4-8 

1. E = Eq + E k = 9,468 5 • 10" 14 J; 

2. m= 1,053 5 • 10" 30 kg; 

3. v = 0,502 4c = 1,507 • 10 8 m/s; 

4. l/l 0 = 0,865. 

KP 3.1.4-9 

1. P = 3,85 • 10 26 W; 

2. Am/At = 4,28 ■ 10 9 kg/s; 

3. m = 3,697 ■ 10 14 kg, V = 3,697 • 10 5 km 3 
KP 3.1.4-10 

1. a) A m D = 3,085 • 10" 30 kg, b) W vazD = 2,772 6 ■ lO” 13 J = 1,730 5 • 10 6 eV 

2. a) A m a = 4,8677 • 10" 29 kg, b) W vaza = 27,3 MeV. 

KP 3.1.4-11 

Uzijte vztah c 2 — v 2 = (c + v)(c — v). 

KP 3.1.4-12 

1. r = 1,28 s; 

2. t' = 181/xs; 

3. d' = 54,3 km. 

KP 3.1.4-13 

v r = 0,846c. 

KP 3.1.4-14 
v r = 0,345c. 

KP 3.1.4-16 

v' x = 0,4c, v' 2 = 0,909c, v' 3 = 0,588c. 

KP 3.1.4-17 

U = 4,73 MV (srovnejte priklad KP 3.1.4-7). 

KP 3.1.4-18 

1. n = 4,33 • 10~ 8 s; 

2. h = 10,4 m; 
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r sl-pr2.1-18} 


r ysl-pr3.1-7} 
r ysl-pr3.1-8} 
r sl-pr3.1-10} 
r sl-pr3.1-11} 
r sl-pr3.1-12} 
r sl-pr3.1-13} 
r sl-pr3.1-14} 
r sl-pr3.1-15} 
r sl-pr3.1-16} 
r sl-pr3.1-17} 
r sl-pr3.1-18} 
r sl-pr3.1-19} 
r sl-pr3.1-20} 

r sl-pr3.1-21} 

r sl-pr3.1-22} 

r sl-pr3.1-23} 

r sl-pr3.1-25} 

r sl-pr3.1-26} 
r sl-pr3.1-27} 

r sl-pr3.1-28} 

r sl-pr3.1-29} 


3. l{ = 6,24 m; 

4. m = 455m e ; 

5. E k = 155 MeV. 

KP 3.1.4-19 

r = 8,1 hodin. 

Molekulova fyzika a termodynamika 

molekulArne KINETICKA TEORIE 
KP 4.6-2 

a) h m = 0,125 kmol, b) no = 7,528 ■ 10 25 molekul. 

KP 4.6-3 

a) no 2 /n H2 = 1/8, b) mo 2 /m H2 = 8/1. 

KP 4.6-5 

V = 22,7 m 3 . 

KP 4.6-6 

b) T\ = 600 K, c) pi = 4 • 10 5 Nm- 2 . 

KP 4.6-7 

a) x = 3,5 cm, l = h> L, kde L je delka sloupce rtuti, ktery vyvine barometricky tlak b. 
KP 4.6-8 

a) pi = 7,5 ■ 10 4 Nm -2 , b) mi — m2 = 0,641 g. 

KP 4.6-9 

a) 3,4 • 10 -9 m, a/d = 11,2, b) a = 3,1 • 10 -1 °m, a/d = 1,04. 

KP 4.6-10 

p = 2,35 • 10 3 N • m- 2 . 

KP 4.6-11 

r = 3,75 • 10" 4 s. 

KP 4.6-12 

a) v = 3,18 ■ 10 -2 ms -1 , b) v k = 3,37 • 10 -2 ms -1 , c) v p = 4,0 ■ 10 -2 ms -1 . 

KP 4.6-13 

a) U k = 427 ms -1 , b) T' = 73,2 K, T" = 1172 K. 

KP 4.6-14 

!7k,Ar = 441 ms -1 , U k ,He = 1393ms -1 . 

KP 4.6-15 

a) Uue = 3,741 • 10 6 Jkmol -1 , b) AUu e = 1,247-10 4 Jkmol -1 , c) Q/n m = rimCvAT^Q/rim = 
CvAT = 3/2RAT. 

KP 4.6-16 

M Ar = 39,6 kg kmol -1 , m Ar = 6,58 ■ 10 -26 kg. 

KP 4.6-17 

Argon: AWk = 1,17 • 10 -22 J, Kysllk: AWk = 0,56 • 10 -22 J. 

KP 4.6-18 

v k = 493,1 ms -1 , v = 452,3ms -1 , v p = 402,6ms -1 . 

KP 4.6-20 

h = 5,5 • 10 3 m. 

KP 4.6-21 A p = 0,360 • 10 5 Pa. 

KP 4.6-22 

a) n 0 = 2,9 ■ 10 17 m -3 , b) A = 3,85 m. 

KP 4.6-23 

a) A = 4,95 • 10 -7 m, b) A = 7,9 • 10 -8 m. 

KP 4.6-24 
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r sl-pr3.1-30} 


r sl-pr3.1-31} 

r sl-pr3.1-32} 

r sl-pr3.1-33} 
r sl-pr3.1-34} 

r ysl-pr3.2-6} 

r ysl-pr3.2-7} 

r ysl-pr3.2-8} 

r ysl-pr3.2-9} 
r sl-pr3.2-10} 
r sl-pr3.2-11} 
r sl-pr3.2-12} 

r sl-pr3.2-13} 
r sl-pr3.2-14} 
r sl-pr3.2-15} 
r sl-pr3.2-16} 
r sl-pr3.2-17} 
r sl-pr3.2-18} 
r sl-pr3.2-19} 
r sl-pr3.2-20} 
r sl-pr3.2-21} 
r sl-pr3.2-22} 
r sl-pr3.2-23} 


a) d = 2,56 • 10- 10 m, b) A = 0,973 m. 

KP 4.6-25 

T = 128K, t = —91 °C. 

KP 4.6-26 

T = nT 0 , t = 273 (n - 1)°C. 

KP 4.6-27 

p 2 = 1,88 • 10 6 Nm -2 . 

KP 4.6-28 77 = 0,59. 

KP 4.6-29 

a) V = 8,48 • 10 -2 m 3 , b) m i = 0,667 kg. 

Termodynamika 
KP 5.8-1 

a) Q 142 = 60 J, b) Q 21 = —70 J, soustava teplo vydava, c) Q 14 = 50 J, Q 42 = 10 J. 

KP 5.8-2 

W' = 2 • 10 4 J. 

KP 5.8-3 

W' = Q — AU = n m CpAT — n m cyAT = n m RAT, pro n m = 1 kmol, AT = 1 K je ciselna 
hodnota {W 1 } = {f?}. 

KP 5.8-4 

Q = W' = -537 J. 

KP 5.8-5 

a) W = -0,83 ■ 10 3 J, b) A U = 2,11 • 10 3 J, c) Q = 2,953 ■ 10 3 J, d) W = -0,83 ■ 10 3 J. 

KP 5.8-6 

a) P = 38,5 kW, b )m = 3,31 • 10 3 kg. 

KP 5.8-7 

a) Pl = 4,54 • 10 6 Nm" 2 , p 2 = 2,58 • 10 6 Nm" 2 , p 3 = 1,72 • 10 6 Nm" 2 , p A = 1,26 • 10 6 Nm" 2 , 
b) pi = 6-10 6 Nm- 2 , p 2 = 4-10 6 Nm- 2 , p 3 = 3 ■ 10 6 Nm" 2 , p 4 = 2,4 • 10 6 N m - 2 . 

KP 5.8-8 

p = 3,24- 10 6 Nm" 2 , T = 764K = 491 0 C, A = 4,25 • 10 3 J. 

KP 5.8-9 

a) W = 1,75 • 10 5 J, b) W = 1,77 ■ 10 5 J. 

KP 5.8-10 

Qa > Qb ; Qa ~Qb = W , W' je prace vykonana systemem pfi kruhovem deji 1 — a — 2 — b — 1. 
KP 5.8-11 

W' max = 1,47 • 10 3 J. 

KP 5.8-12 

Qlmax = 12,6 ■ 10 3 J. 

KP 5.8-13 

Pomery objemu - v%fv\ pfi izotermicke expanzi jsou ruzne; plati 
KP 5.8-14 

b) 77 = (T 1 -r 3 )/T 1 . 

KP 5.8-15 

a) 77 = 1, b) e —> 00. 

KP 5.8-16 

a) A Si = —0,205 JK _1 , b) A S 2 = -0,2873k- 1 . 

KP 5.8-17 

a) AS = 1,22 • 10 3 J K -1 , b) AS = 1,31 • 10 3 J K _1 , 

KP 5.8-18 
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r sl-pr3.2-24} 

r sl-pr3.2-25} 
r sl-pr3.2-26} 
r sl-pr3.2-27} 
r sl-pr3.2-28} 
r sl-pr3.2-30} 
r sl-pr3.2-32} 
r sl-pr3.2-33} 


r ysl-pr6.P-l} 


{obr5.1-31V} 
r ysl-pr6.P-2} 


r ysl-pr6.P-3} 

r ysl-pr6.P-4} 


a) 5Q = TdS. SQ je teplo prijate pri male zmene teploty, plocha celeho obrazce Si —1 — 2—S 2 
je TdS = 5Q = Q, b) Znamenko se urci z definice entropie dS = 5Q/T, T > 0, SQ > 
0,dS > 0, dej probiha od 1 —> 2, Qyl > 0, Q 21 < 0. 

KP 5.8-19 

a) Carnotuv kruhovy dej, b) Plocha S'] — 1 — 2 — 52 je umerna teplu Q\ prijatem pri izotemicke 
expanzi, plocha S\— 4—3— S 2 teplu Q' 2 vydanem pri izotermicke kompresi, c) r/ = (Qi—Q^)/Qi = 
(T 1 -T 2 )/T 1 . 

KP 5.8-20 

a) 771 = {Ti - T 2 )/2T 1 - b) % = (Ti - T 2 )/(T 1 + T 2 ), m < m . 

KP 5.8-21 

AS = (p/T){^i In [(Vi + V 2 )/V 1 ] + V 2 hi [(14 + V 2 )/V 2 }} 

KP 5.8-22 

AS = 4,19 JK _1 . 

KP 5.8-23 

AS = 2,22JK _1 , T = 286 K. 

KP 5.8-25 

a) Je-li p < ptr, b) Je-li T > Tk r - 
KP 5.8-27 

b) T k = 114 K. 

KP 5.8-28 

T'/T = pv k /[{p + a/v 2 k ){v k - 6)] 

a) -40%, (-14,5%), b) -32%, (-8%), c) 4%. 

Kmitani 
KP 6-9 



KP 6-10 

1. p = 32 rad; 

2. a) T = 0,419 s, b) / = 2,39 Hz, c) W = 0,003 m; 

3. a) r = 0,0277 m, b) v = —0,1877ms -1 , c) a = —6,147ms -2 ; 

4. a) F w = 3,3757 sin(15f + 5,14) N, b) F v (x = 0) = 0, c) F v (x = ±A) = 3,375 N; 

5. a) Ci = 0,03 m, C 2 = 15rads -1 , C 3 = 0,429rad, b) C 4 = -0,125 m, C 5 = 0,032 7 m. 
KP 6-11 

KP 6-12 

1. y{t) = 0,04 sin(10,47i + 1,57) m; 
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r ysl-pr6.P-5} 


r ysl-pr6.P-6} 


r ysl-pr6.P-7} 


r ysl-pr6.P-8} 


r ysl-pr6.P-9} 


r sl-pr6.P-10} 


r sl-pr6.P-11} 


r sl-pr6.P-12} 


r sl-pr6.P-13} 


r sl-pr6.P-14} 


2. a) / = 1,67 Hz, b) T = 0,6 s; 

3. a) p = 0,083 8 kg ms' 1 , b) E k = 0,0175 J; 

4. F v = 0,877 N. 

KP 6-13 

1. v = 3,77ms -1 

2. a) E k = 4,97 J, b) p = 2,64kg ms -1 ; 

3. a) a = 236,9 ms -2 b) F = 165,8 N (a, F min do rovnovazne polohy) 
KP 6-14 

1. a = 78,96ms -2 ; 

2. F = 236,9 N; 

3. Nahore: F\ dolu, Fi = 206,9 N; dole: F 2 nahoru, F 2 = 266,9 N; 

4. Odskakovalo by. 

KP 6-15 

1. k = 667 jN m -1 ; 

2. / = 2,91 Hz; 

3. N = 174; 

4. A = 0,02 m; 

5. v = 0,365ms -1 ; 

6. a) Fi = 6,67 N; b) F 2 = 3,35 N; (Fi ,F 2 nahoru). 

KP 6-16 

1. a) / = 0,637 Hz, b) T = 1,57 s; 

2. k = 24jATm -1 ; 

3. a) Pi = 15 N; F 2 = 14,18 N; F 3 = 15,72 N. 

KP 6-17 

1. Pi -0 N; 

2. a = g; 

3. d = 0,2 m od bodu uvolnem; 

4. a) F 2 = 0 N; b) F 4 = 5 N ( F 3 F A nahoru); 

5 ■ a? = -g; 

6. a) / = 1,59 Hz; b) A = 0,1 m. 

KP 6-18 1. k = 5,92jlV m -1 ; 

2. k' = 4/c/3; 

3. f = 2fVS- 
KP 6-19 

1. E p = 0,384 J 

2. v = 0,554ms -1 

3. / = 0,637 Hz, 

4. A = 62 mm; 

5. F = 3,84 N. 

KP 6-20 

1. x c = 0,6 m od Ti; 

2. / = 0,25kgm 2 ; 

3. a) u = 2rads -1 ; b) / = 0,318 Hz; c) T = 3,14 s. 

KP 6-21 

1. x c = 0,5 m od Ti; 

2. / = 0,34 kg m 2 ; 

3. a) u = 1,53rads -1 ; b) / = 0,244 Hz; c) T = 4,10 s. 

KP 6-22 

1. a = 0,144 m; 
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r sl-pr6.P-15} 


r sl-pr6 

r sl-pr6.: 

r sl-pr6 

r sl-pr6 

r sl-pr6 

r sl-pr6.: 

r sl-pr6 

r sl-pr6 

r sl-pr6 

r sl-pr6 

r sl-pr6 

r sl-pr6.: 

r sl-pr6.: 

r sl-pr6 

r sl-pr6 


5 —16} 

’-17} 

’-18} 

’-19} 

’-20} 

’-21} 

’-22} 

’-23} 

’-24} 

’-25} 

’-26} 

’-27} 


’-28} 

’-29} 

’-30} 


2.1 = 0,125 kg m 2 ; 

3. a) u = 3,72rads -1 ; b) / = 0,592 Hz; c) T = 1,69 s. 
KP 6-23 

1 . a = 0,216 m; 

2 .1= 0,200 kg m 2 ; 

3. a) u = 4,16rads -1 ; b) / = 0,662 Hz; c) T = 1,51 s. 
KP 6-24 

1. / = 2,03kgm 2 ; 

2. I c = 1,03 kgm 2 . 

KP 6-25 1. 1 = 0,48kgm 2 ; 

2. T= 1,54 s. 

KP 6-26 

1.1= 1,76 kg m 2 ; 

2. T = 1,70 s. 

KP 6-27 1. 1= 1,12kgm 2 ; 

2. T= 1,572 s. 

KP 6-28 

1. 7 = 0,39kgm 2 ; 

2. T = 2,53 s. 

KP 6-29 L = 0,6 m. 

KP 6-30 T= 1,54 s. 

KP 6-31 

1.1= 0,64 kg m 2 ; 

2. T= 1,78 s; 

3. L = 0,8 m. 

KP 6-32 

1. = T 0 ; 

2. T 2 = 2,236 s; 

3. T 3 = 1,826 s. 

KP 6-33 1. C=l,7/iF; 

2. Q = 1,27 mC; 

3., 4., 5 . E e = E = E m 6,34 • 10 - 2 J; 

6. / = 7,96 A. 

KP 6-34 

a) /i = 1,414 • 10 3 Hz; b) ft = 7,07 • 10 2 Hz. 

KP 6-35 

1. At = 0,05 m; 

2. A 2 = 0,06 m; 

3. A 3 = 0,073 9 m; 

4. A 4 = 0,073 9 m; 

5. A 5 = 0,0872 m. 

KP 6-36 

A = 0,083 4 m. 

KP 6-37 

x 2 = 0,0583sin(500£ + 2,111) [SI]. 

KP 6-38 

1., 2., 3., Tt = T 2 = T 3 = 0,025 s. 


Vlneni 


Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brne 


395 


r ysl-pr7.P-l} 


r ysl-pr7.P-2} 


r ysl-pr7.P-3} 


r ysl-pr7.P-4} 


r ysl-pr7.P-5} 


r ysl-pr7.P-6} 


r ysl-pr7.P-7} 


r ysl-pr7.P-8} 


r ysl-pr7.P-9} 


r sl-pr7.P-10} 


KP 7-8 

2. A, B, C, D prave v klidu; E. G nahoru, F dolu; 

3. E- 

4. v = 15mms -1 . 

KP 7-9 

1. a) ve smeru c... x G ( xd , xq), b) proti smeru c.. .x G (xg,xc); 

2. a) prave v klidu, E, G ve smeru c, F proti smeru c; 

3. a) na tlak x G (xa,xb), b) na tah x G (xd,xa), x G ( xb,xc ), 

4. Od = 1,25 s. 

KP 7-10 

1. u(x,t) = 0,02sin [50(t x/8)] [SI]; 

2. = 0,5 s, 

3. a) T = 0,126 s, b) = =p25 rad, c) u = 0,02 m, d) v = 1,00ms -1 , e) a = 50ms -2 ; 

4. A = 1 m. 

KP 7-11 

1. / = 10 Hz; 

2. c = 6,28ms -1 ; 

3. A = 0,628 m; 

4. a) A dolu, va = 0,628 ms -1 , b) B dolu, vb = 0,628 ms -1 ; 

5. a~t> nahoru, an = 18ms -2 , a m ax = 39,5ms -2 . 

KP 7-12 

1. A, C dolu, B nahoru; 

2. A = 6 m; 

3. / = 10 Hz; 

4. Uq = 2 mm; 

5. x = 7,5 m; 

6. a; = 2,5 m. 

KP 7-13 

!•/ = /' = 2,5 Hz; 

2. A = 20 m; 

3. dolu. 

KP 7-14 

1. proti Oy, 

2. Uq = 8 ■ 10 -6 m, / = 27,06 Hz; 

3. c = 340ms -1 , A = 12,57 m; 

4. if = 0 pro 2-7T pro Q3, — 2ir pro Q 4,7r pro Q5 rad; 

5. A</? = 107T rad. 

KP 7-15 

1. /1 = 425 Hz; 

2 - h = fr, 

3. A 2 = 3,41 m; 

4. K = 2,1 ■ 10 9 Nm -2 ; 

5. 7 = 4,76- 10 -10 m 2 N -1 . 

KP 7-16 

1. a) h = 0,613 s, b) t 2 = 2,613 s; 

2. I = 880 m. 

KP 7-17 

1. Ai = 0,553 m; 
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r sl-pr7.P-ll} 


r sl-pr7.P-12} 


r sl-pr7.P-13} 


r sl-pr7.P-14} 


r sl-pr7.P-15} 


r sl-pr7.P-16} 


r sl-pr7.P-17} 


r sl-pr7.P-18} 


r sl-pr7.P-19} 


r sl-pr7.P-20} 


r sl-pr7.P-21} 


r sl-pr7.P-22} 


2. a) du = 0,607 ms 1 b) dA = 0,001 m; 

3. v 2 = 355,1ms- 1 . 

KP 7-18 

a) 1. U m = 1,09 • 10- 6 m, 2. V m = 6,84 • lO^ms" 1 , 3. A m = 43,0ms" 2 . 

b) 1. U m = 1,87 • 10" 8 m, 2. V m = 1,17 • 10~ 4 ms _1 , 3. A m = 0,738ms" 2 . 
KP 7-19 

1. U m € (1,09 ■ 10" 11 ; 1,09 ■ 10" 5 ) m; 

2. P m £ (2,93 ■ 10" 5 ; 2,93 ■ 10 1 ) Pa. 

KP 7-20 

a) 1. c = 1261 ms" 1 ; 2. A = 2,87 m; 

b) 1. c = 315,2ms- 1 ; 2. A = 0,846 m. 

KP 7-21 

1. c= 5,19 • 10 s ms" 1 ; 

2. a) X k = 2,4/(2 k - 1) m; b) / = (2 k - 1) ■ 2,16 • 10 3 Hz, A: = 1,2,3,.... 
KP 7-22 

Mosaz: 

1. c= 3,25 • 10 3 ms" 1 

2. a) A fc = 2,4/(2 k - 1) m; b) / = (2 k - 1) ■ 1,36 • 10 3 Hz, Ar = 1,2,3,... 
Hlinik: 

1. c = 5,33 ■ 10 3 ms" 1 

2. a) A fc = 2,4/(2 k - 1) m; b) / = (2k - 1) ■ 2,22 • 10 3 Hz, k = 1,2,3,... 

KP 7-23 

1. a) A*, = (lm)/fc, b) f k = k 200 Hz, fe = 1,2,...; 

2. c= 200 ms" 1 ; 

3. F = 160 N; 

4. d F/F = 1%. 

KP 7-24 

1. a) Afc = (l,6m)/fc, b) f k = k 60 Hz, k = 1,2,...; 

2. c = 96ms" 1 ; 

3. F = 69,1 N; 

4. d F/F = 3,33%. 

KP 7-25 

1. c = 290,4ms" 1 ; 

2. F = 255 N; 

3. V = 0,242 m. 

KP 7-26 

1. A ip = ±14,8 rad; 

2. a = 0°, ±25,15°, ±58,21°; 

3. p= 12,27°, ±39,61°. 

KP 7-27 

1. ±Atp = 12,58 rad - 6,283 rad; 

2. a = ±19,47°, ±90°; 

3. 0°, ±41,81°. 

KP 7-28 

1. sem namalovat obrazek?? 

2. sem namalovat obrazek?? 

3. Maximum: h = 18,75 m, 56,25 m, atd.; minimum: h' = 0 m, 37,5 m atd.; 

4. ve vysce b!. 

KP 7-29 
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r sl-pr7.P-23} 


r ysl-pr8.P-l} 


r ysl-pr8.P-2} 

r ysl-pr8.P-3} 


r ysl-pr8.P-4} 

r ysl-pr8.P-5} 

r ysl-pr8.P-6} 

r ysl-pr8.P-7} 

r ysl-pr8.P-8} 

r ysl-pr8.P-9} 

r sl-pr8.P-10} 

r sl-pr8.P-ll} 

r sl-pr8.P-12} 

r sl-pr8.P-13} 


1. T = 4,16 m; 

2. T" = 6,25 m. 

KP 7-30 

v — 6000 ms -1 . 

Optika 
KP 8-1 

1. A2 = 434,8 nm; 

2. A3 = 375 nm; 

3. t = 3,27- 10" 11 s; 

4. a) A fc = 1656nm/(2A;- 1), b) X' k = 1 289,3 nm/(2fc - 1). 
KP 8-2 

4 = (2fc — 1) . 100,5 nm. 

KP 8-3 

1. A k = 851,2 nm/fc; 

2. X' k = 1702,4nm/(2A;- 1); 

3. A2 = 425,6nm, X' 2 = 567,5nm.; 

4. Zlutozelena; 

5. A ip = 4,18 rad. 

KP 8-4 

1. A*, = 788,8 nm/fc; 

2. A' fe = 1577,6nm/(2A:-l); 

3. A2 = 394,4 nm, X' k = 525,9 nm. 

KP 8-5 

2. a = 0,006 043° 

3. h = 6,328 • 10“ 6 m; 

4. N' = 26,6. 

KP 8-6 

1. 7 = 2ai, kde 07 = 0,079 50°; 

2. a 5 = 0,3975°. 

KP 8-7 

an = 19,47°, a 2 = 90°. 

KP 8-8 

Za podmmky a < A. 

KP 8-9 

1. 7 = 2«i, kde a\ = 1,525 • 10 -5 rad; 

2. d = 0,1144 mm. 

KP 8-10 

1. 7 = 2«i, kde a\ = 9,65 • 10 -5 rad; 

2. a) 4 = 1,93 m, b) d 2 = 7,41 • 10 4 m. 

KP 8-11 

1. Pro A = 555 nm je si = 43,3 m, s 2 = 260,0 m. 

KP 8-12 

1. d = 3,11 • 10" 6 m. 

2. ai = 10,21°; 

3. ai = 10,92°; 

KP 8-13 

l.a£ (4,589°; 8,743°); 
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r sl-pr8.P-14} 2 - a ) neprekryvaji se, b) prekryvaji se. 

KP 8-14 

1,110/xm < d > 1 665/xm. 
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10. Fyzikalm a astronomicke 
konstanty 

{tabulky} 


{TabKonst} 


rychlost svetla ve vakuu 
klidova hmotnost elektronu 
elementarni naboj 
elektronvolt 

atomova hmotnost ni jednotka 
klidova hmotnost protonu 
klidova hmotnost neutronu 
hmotnost castice alfa 
hmotnost deutronu 
Avogadrova konstanta 
Planckova konstanta 

konstanta Stefanova-Boltzmannova zakona 

konstanta Wienova zakona 

permitivita vakua 

permeabilita vakua 

konstanta Wienova zakona 

molarni plynova konstanta 

Boltzmanova konstanta 

Rydbergova konstanta 

Bohruv polomer 

Bohruv magneton 

normalni tlak 

teplota trojneho bodu vody 
rychlost zvuku ve vzduchu, 0 ° C 
rychlost zvuku ve vode, 0 0 C 
hustota vzduchu (0 ° C ,p n ) 
oceli 
mosazi 
hliniku 

modul pruznosti oceli 
mosazi 
hliniku 

teplota trojneho bodu vody 


c = 2,997925-10 8 ms" 1 

m e = 9,1091 • 10 -31 kg 

e = 1,602 2-10- 19 C 

eV = 1,662 25 • 10" 19 J 

u(— m u ) = 1,66044 • 10 _27 kg 

m p = 1,672 5- 10" 27 kg 

m n = 1,6748- lO" 27 kg 

m a =4,002 76 u 

mj) =2,01418 u 

N a = 6,02 2 52 -10 23 mol" 1 

h = 6,625 6-10- 34 Js 

a = 5,669 7-10" 8 Wm- 2 K- 4 

b = 2,8978 • 10" 3 mK 

£ 0 = 10 7 /(4ttc 2 ) = 8,854 • 10" 12 F m 

Hq =47rlO- 7 Hm _1 

b = 2,8978 • 10" 3 mK 

R = 8,314 3 JK" 1 mol" 1 

k = 1,380 54-lO-^JK" 1 

R h = 1,097-10 7 m- 1 

a 0 = 5,291 7-10- n m = 0,529171 

H b = 9,273 2 • 10 -24 J T _1 

6 n = 1,013 25-10" 5 Pa 

T tr = 273,16 K 

c = 331,6ms -1 

c = 1450 ms -1 

p = 1,293 0 kg m -3 

p = 7,8 • 10 3 kgm -3 

p = 8,5 • 10 3 kgm -3 

p = 2,6 • 10 3 kgm -3 

E = 2,1 • 10 n Nm -2 

E = 9,0 • 10 10 N m -2 

E = 7,4-10 lo Nm -2 

T tr = 273,16 K 


Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brne 



gravitacni konstanta 

K 

= 6,67 -10 11 kg 1 m 3 s ' 

normalni tihove zrychleni 

9 

= 9,806 65 ms -2 


19 

= 10 ms -2 v prikladech) 

hmotnost Zeme 

M z 

= 5,97- 10 -24 kg 

stredni polomer Zeme 

Rz 

= 6,37- 10 6 m 

stredni rychlost obehu Zeme 

vz 

= 2,98- 10 4 ms -1 

perioda obehu Zeme 

Tz 

= 365,26dm 

hmotnost Slunce 

M s 

= 1,99- 10 30 kg 

stredni polomer Slunce 

Rs 

= 6,960-10 8 m 

stredni vzdalenost stredu Zeme a Slunce 

Rzs 

= 1,496- 10 n m 

hmotnost Mesice 

M m 

= 7,35- 10 22 kg 

polomer Mesice 

Rm 

= 1,73- 10 6 m 

perioda obehu Mesice 

Tm 

= 27,32dm 

stredni vzdalenost stredu Zeme a Mesice 

Rzm 

= 3,844 • 10 8 m 

stredni vzdalenost stredu Pluta a Slunce 

Rps 

= 5,9 • 10 12 m 
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